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Capitulo 1

Campo Elétrico

1.1

Preludio

O Eletromagnetismo é o estudo i) da geracdo e da propagacao de campos elétricos e
magnéticos por cargas elétricas e ii) da dindmica de cargas em resposta a estes campos.

A geracao de campos por cargas é descrita pelas Equagoes de Maxwell e, em casos parti-
culares, por leis simples como a Lei de Coulomb e a Lei de Biot-Savart.

Uma vez criados, os campos se propagam como ondas no espago com uma velocidade constante
e igual a velocidade da luz.

Na presenca de campos elétricos e magnéticos, cargas sofrem forcas elétricas e magnéticas de
acordo com a Forca de Lorentz.

Todos os fenémenos eletromagnéticos sao descritos de uma forma ou outra pelas Equacoes de
Maxwell e pela Forca de Lorentz. Elas, respectivamente, dizem as cargas como gerar campos,
e aos campos como afetar as cargas.

O eletromagnetismo tem grande importancia prdtica, pois as interacoes eletromagnéticas des-
crevem atomos, moléculas, propriedades dos materiais, aparelhos eletronicos, etc.

Na Fisica, busca-se a unificagao de leis fundamentais, o que significa que leis descrevendo
fendmenos aparentemente distintos podem ser combinadas em uma descrigdo mais ampla e
Unica dos fenémenos. O eletromagnetismo é o grande exemplo de unificacao de leis fisicas.

Veremos que fendmenos elétricos e fenoménos magnéticos, iniciamente pensados como dis-
tintos, estao na verdade relacionados por um tnico formalismo, o Eletromagnetismo. Essa
unificacdo vai além desses fenémenos, e unifica também a Otica como parte do eletromag-
netismo. Como veremos, a luz nada mais é do que ondas de campos eletromagnéticos se
auto-criando e propagando; por isso chamamos a luz de radiagao eletromagnética. Essa uni-
ficacdo gerou um grande debate no final do século XIX: se os campos se propagam com a
velocidade da luz, com relagao a que referencial deve ser medida essa velocidade? Essa questao
foi o que levou Einstein a propor em 1905 a Relatividade Especial, que revolucionou as
nogoes classicas de espaco-tempo.

11
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1.3

CAPITULO 1. CAMPO ELETRICO

Outro exemplo de unificacao: a interacao eletro-fraca, em que os fendmenos eletromagnéticos
e a interagao nuclear fraca sdo descritos por um formalismo dinico (prémio Nobel de Fisica de
1979). Um dos grandes desafios da fisica moderna é unificar todas as interagdes da natureza
em um formalismo Unico; o eletromagnetismo é o maior exemplo que inspira essa busca.

Embora a dinamica de galdxias no universo seja governada basicamente pela gravidade, varios
efeitos eletromagnéticos sdo também importantes. Além disso, a maneira como astrénomos
estudam galdxias também se relaciona com o eletromagnetismo. Afinal de contas, a tnica
fonte de informacao que temos das galaxias é a luz que elas nos enviam. Por meio desta
radiagao, devemos descobrir todas as propriedades da galdxia relevantes para estudos as-
trofisicos e cosmolégicos. Essas propriedades incluem o tamanho da galdxia, o seu tipo,
a sua morfologia, os elementos quimicos que a compoem, sua temperatura, sua massa e sua
distancia até nds; tudo isso tem que ser inferido pelos fotons de luz enviados pelas galéxias.

Portanto, os efeitos eletromagnéticos sao de grande importancia sob varias perspectivas. Eles
descrevem a estrutura da matéria, permeiam a tecnologia de ponta e tem profunda relagao
com outros topicos da fisica moderna e outras dreas da ciéncia.

Carga Elétrica

A carga elétrica ¢ é uma propriedade intrinseca fundamental das particulas.
Existem dois tipos de carga elétrica: positiva e negativa.

Cargas de mesmo sinal se repelem e cargas de sinal oposto se atraem mutuamente.
A unidade de carga é o Coulomb, denotado C.

O nucleo atdémico é composto por prétons (particulas de carga positiva) e neutrons (particulas
sem carga, i.e. eletricamente neutras). Os elétrons (particulas de carga negativa) orbitam
os nucleos atomicos devido & atracio eletromagnética. As cargas do préton e do elétron sao
idénticas e opostas, com magnitude |g.| = 1.6 x 1071°C.

A carga elétrica é conservada. Em qualquer processo fisico, a carga total antes e depois é a
mesma, i.e. cargas totais nao sao criadas nem destruidas. Se uma carga desaparece em algum
local, ela deve re-aparecer em outro. Veremos que a conservacao de cargas é automaticamente
garantida pelas Equacoes de Maxwell e nao precisa ser assumida independentemente.

A carga elétrica é quantizada. Todas as cargas sdo multiplos da carga do elétron, i.e. Q = nge
para algum n inteiro. Paul Dirac mostrou que, se existissem cargas magnéticas na natureza,
isso explicaria por que a carga elétrica é quantizada. Infelizmente, cargas magnéticas nunca
foram observadas e a quantizacao da carga continua sendo um fato basicamente empirico.

Forca Elétrica: Lei de Coulomb

Uma carga pontual g1, separada por uma distancia r de uma segunda carga gz, exerce sobre
esta uma forca elétrica Fis mutua. A forca é proporcional ao produto das cargas giqs e
inversamente proporcional ao quadrado da distancia r, sendo dada pela Lei de Coulomb:

FIQ = %2272127 (Lel de Coulomb) (11)
4megr



1.4. CAMPO ELETRICO 13

onde ¢y = 8.85 x 107!2 C2/Nm? é a permissividade elétrica no vécuo e 712 é um vetor unitario
na direcao das cargas. A constante de proporcionalidade é dada pela combinacao

1

k=
4meg

=9 x 10° Nm?/C? (1.2)

F
- A
7 g
e O sentido da forga depende do produto das cargas /\(

. , +
q1q2. Para cargas de mesmo sinal, esse produto é f/ o
positivo e temos forga repulsiva. Para cargas de sinal 41
oposto, o produto é negativo e temos forca atrativa. ) %

e A carga ¢y, por sua vez, exerce sobre a carga qi

()
uma forca Fb; de igual magnitude e direcdo, e sen- /\/
tido oposto, conforme a 3 Lei de Newton

Fy1 = —Fpo #

Figura 1.1: Forca elétrica. (Serway)
1.4 Campo Elétrico

¢ Uma maneira conveniente de interpretar a interacao eletromagnética das duas cargas q e qo,
é pensar que a carga ¢ gera no espacgo ao seu redor um campo elétrico £

7
4rregr? # p

& :
E=—21 5 (1.3) . /Q
P

e O sentido do campo elétrico em 7 é para fora da C;) - - \// F,
carga g se ¢ > 0, e para dentro da carga se ¢ < 0. I

e Pode-se pensar entao que a forca que uma carga qg a
sofre ao ser posicionada proxima a carga q resulta //(E R
da interacao de gg com o campo elétrico E criado A N %
por q. A forca F, fica entdo: g i q -

B B @’( or:
B = qF (1.4) "

e Campo: forca por unidade de carga: E = F. /qq. Figura 1.2: Campo elétrico. (Serway)

e A vantagem dessa descricdo é que o campo E existe, mesmo na auséncia da carga teste qg.
Se perturbarmos a carga ¢, o campo nao muda instantaneamente no espago. A mudanga se
propaga com a velocidade da luz ¢, e somente apés um tempo ¢t = r/c, a perturbacdo chega
a distancia r. O campo passa a ter vida propria e se torna um ente com propriedades fisicas,
como energia, momento, etc. Portanto, o campo nao é apenas um truque matematico para
calcular forgas, mas uma entidade fisica real.
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Nao é coincidéncia que mudancas nos campos se progagam com a velocidade da luz. Como
veremos adiante, a luz nada mais é do que campos elétricos e magnéticos se propagando no
espaco-tempo.

Na descricao quantica do eletromagnetismo, particulas de luz chamadas fétons propagam
a interacao eletromagnética entre cargas, viajando a velocidade da luz. Tanto a descricao
cléssica (campos), quanto a quantica (fétons) sao corretas. Elas expressam a dualidade onda-
particula da natureza. Aqui focaremos na descricao cléssica.

Campos elétricos satisfazem o principio da superposigao. O campo total E°' de um
conjunto de cargas ¢; com ¢ = 1,..., N é dado pela soma vetorial dos campos de cada uma
das cargas individuais:

N
Bt = Y Ey, (1.5)
=1

Para distribuigoes continuas de carga, somas sao substituidas por integrais.

%ﬁ%{é

Figura 1.3: Linhas de campo elétrico devido a cargas pontuais. (Serway)

Linhas de Campo

e Linhas de Campo: representacao grafica do campo elétrico no espaco, tais que:

— O campo elétrico Eé sempre tangente a linha de campo.
— A densidade de linhas é proporcional & intensidade do campo.

— Linhas de campo nao se cruzam, pois o campo elétrico é inico em um ponto.
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e Na Fig , estao mostradas linhas de campo de certas configuracoes de cargas pontuais. As
linhas saem de cargas positivas e se entram em cargas negativas. Naturalmente, a densidade
de linhas é maior préximo as cargas.

1.6 Exemplos

Com o principio de superposicao em mente, vamos calcular o campo elétrico em algumas confi-
guragoes de cargas. Para distribuigoes de carga, usamos cargas diferenciais dg = Adx = odA = pdV,
onde A, o e p sao densidades linear, superficial e volumétrica de carga, respectivamente, e dx, dA
e dV sao correspondentes elementos infinitesimais de comprimento, area e volume.

1.6.1 Carga Pontual

Como visto acima, para uma carga pontual g, o campo ¢é simplesmente dado pela Lei de Coulomb

— q “
E,=——=* 1.6
T Ameqr? (1.6)
Uma carga pontual configura um monopolo elétrico.
1.6.2 Dipolo
Considere o dipolo elétrico, formado por duas cargas, 2
sendo uma delas positiva de carga +q e a outra nega- | 7
tiva de carga —g¢q, separadas por uma distancia d. Pelo [
principio da superposicao, o campo elétrico total em um
ponto P no eixo do dipolo, a uma distancia z do seu cen-
tro conforme a Fig ¢ dado por | ¥id
E = E,—F_ vE.
_ q _ q
dregrt  Ameor?
q q T(+)
= 2 d\2 B 2 d\2 Z
4menz (1 — 27) dmenz (1 + 27)
Yo
q 2d/z
2 d
im0 [L — (L) y
qd 1
= 1.7 e
o (1= (L) o O N R
# " centro do
Para P distante do dipolo, i.e. para z > d, podemos dipdle

desprezar o termo d/2z entre parénteses, e obtemos: 1

d
E = - — P _ (Dipolo Elétrico) (L.8)

2megzd  2megz®

Figura 1.4: Campo elétrico de um dipolo

onde p = gd é o momento de dipolo. Pode-se mostrar ¢l€trico. Note que ry = zFd/2. (Halliday)

que, ao longo do eixo perpendicular ao do dipolo, o campo
também varia com a distancia ao cubo, e, portanto, isso vale para qualquer ponto distante do dipolo.
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Quando discutirmos potencial elétrico, veremos que para calcular o campo de um dipolo em
um ponto geral, é mais facil calcular primeiro o potencial elétrico e obter o campo elétrico como o
gradiente do potencial.

1.6.3 Anel de carga

Considere um anel carregado conforme a Fig A carga dq contida

P d}? em um elemento de comprimento infinitesimal ds é dada por
dE cos 0 : dg = Ads
0
— : Essa carga diferencial pode ser tratada como uma carga pontual e
| gera um campo infinitesimal dF
| d A
Pe dE 7__ i

- dmegr?  dmegr?

O campo elétrico total é dado somando (integrando) a contribuicao de
0 todos os elementos infinitesimais. Por simetria, o campo deve apontar
na direc¢ao z, pois contribuicoes na direcao radial se cancelam em pares
simetricamente opostos. Temos entao:

Ad
E = / dEcosG—/ 825
anel anel dmegrs r

A p 2R
= ——= ds
dmegr= 1T Jo

2A(27R)
dmegrs
Finalmente, usando ¢ = A\27R e r = /22 + R2, temos
qz
E = 1.9
dmeg(22 + R2)3/2 (1.9)
Uma outra forma de escrever esse resultado é
Figura 1.5: Anel carregado. E— q9 =z q
= - = cos 6 1.10
(Halliday) dregr? T Amegr? (1.10)
que serd util quando considerarmos uma casca esférica. Note que quando R — 0 ou z — 00, temos
F~ 9= _ q

Amegz3  Amegz?’
como esperado para uma carga pontual.

1.6.4 Disco de carga

Considere agora um disco carregado conforme a Fig Neste caso, podemos considerar um anel
de raio (varidvel) r e espessura dr como um elemento infinitesimal do disco. Como acabamos de
descobrir o campo gerado por um anel, temos

B zdq
 dmeg(22 4 1r2)3/2
A carga dg contida em um elemento de area infinitesimal dA = (27r)dr é dada por

dq = odA = o(27r)dr

dE
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Portanto, o campo total é dado por dF
zdq
b= /disco b= disco 47T60(Z2 + T2)3/2 Py
B zo(2mr)dr
B /47Teg(z2+r2)3/2
_ z0 R ordr
z

Fazendo a substituicio u = 2% + 12, du = 2r dr, temos

g o 29 /R 2r dr
- 4ey Jo (ZQ —1—7'2)3/2
20 /‘ZQJrR2 du
- 460 22 u3/2
o [ 2 PR
- 4eg __ u1/2:| 22
_zo | 2 ]R
4-60 L V 22 + r2 0
2o 2 9 Figura 1.6: Disco carregado.

ou seja

E o= 5 [1 - m] (1.11)

Note que quando R — oo, temos que o campo de uma placa infinita é constante:

o
= 1.12
2 (1.12)
Por outro lado, para R — 0 ou z — oo, podemos fazer uma expansao binomial, obtendo
z 1 R?
VEIR e
z
Vie(®
Neste caso, como a carga total do disco ¢ = o(7R?), temos
R? R?
_ o (R _ozR) g (1.13)
2¢0 \ 222 Amegz?  4dmepz?

Ou seja, como esperado, nesse limite o disco parece uma carga pontual.
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Figura 1.7: Linha carregada. (Young & Freedman)

1.6.5 Linha de carga

Considere agora o campo em um ponto x devido a uma linha de carga ), comprimento 2a e

densidade linear de carga constante A = dQ/dy = Q/2a, como mostrado na Fig.

Por simetria, temos que Fy = 0, pois elementos opostos se cancelam. Mas vamos mostrar que
isso resulta matematicamente também. A magnitude da contribuicao diferencial dE devido ao

elemento dQ@ é

dqQ Ady
dE = =
dmegr?  dmep(a? + y?)
temos
Ady x Az dy
dE, = dE == =
cosa dreg(x2 +y2) r Amwey (22 + y2)3/2
Ady Y A ydy

dE, = dEsina= ==
Y sma dmeg(x? +y2)r  Amweg (22 + y2)3/2

A integral em dFE, ¢é idéntica ao do problema de um disco carregado. Obtemos
a

=0

> —/dE A /“ ydy A 1
v Y dmey J_o (22 +42)3/2  4dmeg Va2 + 42

como esperado. Para E, obtemos

A [ dy
Ea: —/dE:E - 47‘(’60 /_a (x2+y2)3/2

Precisamos calcular a integral

—a

dy 1 dy
| aratm

(1.14)
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zda
cos? o

dy 1 rdo 1 d _ sina
(22 +y2)32 23 | cos?a (cos—2a)3/2 a2 AOSA= "2

Imaginando um tridngulo retangulo de catetos y e x e hipotenusa /x? + y2, como tana = y/x,

segue que sin o = Y . Portanto:
24y

Fazendo ¥ = tana, temos dy = :Edt;%da = z(1 + tan? a)da = e portanto

2

/ dy____ 4 (1.15)
(@2 + 232 22/a? 42

e temos finalmente

B AT 2a
" dmeo \ 22v/22 + a2

5 AL /“ dy Y Y
T dme Joo (22 4+ Y232 Ame |22 /22 + 2

A2 1
_ a (1.16)
dmeg \ 22\/1 + (a/z)?
Novamente, no limite em que x — oo ou a — 0, usando ) = A\2a, a linha parece uma carga pontual:

> Q

T Amepa

(1.17)

Por outro lado, para a — 0o, temos uma linha infinita de carga e o campo é dado por

5 m( | ) A L.18)

~ 4me x%(a/x) " 2reox

1.6.6 Casca Esférica

Considere agora uma casca esférica carregada dada na Fig[I.8] Vamos considerar primeiro o campo

Figura 1.8: Casca esférica carregada. Campo fora da casca.

em um ponto m fora da casca esférica. O elemento infinitesimal indicado na figura é um anel com
carga diferencial dq. Por simetria, o campo aponta ao longo da diregao r, e o médulo é dado por

d
dE, = dE cos ¢ = 47‘1
v

5 COS @
€S
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O elemento de carga dq é dado por
dg = o(2nRsin0)(Rd0)

e portanto

0

dq o(2nR?) / sin 6 cos ¢
E, = = d
/ 47egs? cos ¢ 4meg 52

Como s e ¢ sao fungoes de 0, é conveniente fazer a integragao em s. Usando a lei dos cossenos para
¢ e 0 temos

2 = r2+ R?>—2rRcos®

R? = 124+ s%—2rscos¢
Destas relacoes, temos
. . sds
2sds = 2r Rsin 0df — sin0df = R
r
r? +s2 - R?
cosp = ———
2rs

€ 0 campo se torna

Rd6 B - o(2nR?) / %TZ + 52 — R? 1
< ! 47eg rR 2rs 52
_ o(mR) /d r? +s? - R?
 Awegr? y 52
2 R2
= U(WR) /dS 1 + !
dmegr? 52
dg r r+R
o(mR) r? — RQ]
= S —_
. dregr? | s r—R

R )

Figura 1.9: Casca esférica carre- r —R)— R
gada. Campo dentro da casca. = Z?E:(ﬁg _2R - (7“2 - R2) (T(T n ])%) (T(T__FR) )}
o(mR) o(4mR?)
= 2R+2R| =
4megr? (2R + 25] dmeqr?
q
= —X 1.19
dmegr? (1.19)

Portanto, o campo de uma casca esférica é o mesmo de uma carga pontual com carga q localizada
no centro da casca esférica.

Para pontos dentro da casca esférica, o calculo ¢ idéntico, mas de acordo com a Fig 0s
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limites de integragdo sao s = R —r e s = R+ r, o que resulta

- Zgﬁg :(R”) ~(R-r) = (- R ((Rj—r) B Rl—rﬂ
e nlh )

- Zgﬁg [2r — 27]

_ 0 (1.20)

i.e. o campo é nulo dentro da casca esférica. Esses resultados na casca esférica foram primeiro
mostrados por Newton na teoria da gravitacao, que também decai com o quadrado da distancia.

1.6.7 Esfera Sélida

Resultados similares aos da casca esférica se aplicam a uma esfera sélida. Para pontos fora da
esfera, cada casca esférica infinitesimal pode ser substituida por uma carga pontual no centro da
esfera. Somando a contribuicao de todas as cascas, conclui-se que pode-se também substituir a
esfera por uma carga pontual em seu centro com a carga total da esfera.

Para pontos dentro da esfera, cascas esféricas fora do ponto nao contribuem. Pelo argumento do
paragrafo anterior, a esfera imagindria delimitada pelo ponto pode ser substituida por uma carga
pontual com carga igual & carga interna @’ (e ndo a carga total Q).

Essa carga interna é dada por Q' = (r/R)3Q. Portanto o campo é dado por

/
B @ (1.21)
dmegr? AmegR3

i.e. o campo cresce linearmente com a distancia r.

1.7 Movimento de Carga em um Campo Elétrico

Considere uma carga g sob agdo de um campo elétrico uniforme, como e.g. o campo criado por
uma placa infinita. A segunda lei de Newton nos déd F. = ¢FE = ma, e a cinemética da carga é
dada entao pelas equagoes usuais da mecanica para uma aceleragao constante

qF
m
2
xr = xo+vot+ % (1.23)

v = wvg+at (1.24)
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Capitulo 2

Lei de Gauss

2. ]. FIU_XO ElétriCO Area=A

e O fluxo @ de um campo vetorial E constante per-
pendicular a uma superficie A é definido como

=

Tp=EA (2.1)

e Fluxo mede o quanto o campo atravessa a superficie.
Mede densidade de linhas de campo.

Figura 2.1: Fluxo de E constante através
de A perpendicular. (Serway)

Normal

e O fluxo &5 de E constante formando um angulo 6 A
com A é definido como

dp=FEAcos=E-A (2.2)

e Mede o quanto a componente perpendicular do
campo, i.e. Ecosf, atravessa a superficie A. Ou,
similarmente, o quanto o campo E atravessa a com-

ponente normal da drea, i.e. Acosf. Figura 2.2: Fluxo de E constante através
de A formando angulo 6. (Serway)

23
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e Generalizando para um campo elétrico qualquer e
uma superficie qualquer, o fluxo elétrico q)g através
de A é definido como

@éz/AE-d/T (2.3)

onde dA é o vetor area perpendicular a superficie.
Novamente F -dA = E dA cos#, onde 6 é o angulo
entre £ e dA, conforme Fig.

e Para 6 < 90°, & > 0, fluxo saindo.

e Para 6 > 90°, ® < 0, fluxo entrando. ) o )
Figura 2.3: Fluxo elétrico através da su-

e Para 6 = 90°, ® = 0, sem fluxo. perﬁ’cie A. O fluxo é positivo, Z€ro € nega-
tivo nos pontos 1, 2 e 3 respectivamente, de

acordo com o angulo . (Serway)

2.2 Lei de Gauss

A Lei de Gauss relaciona o fluxo elétrico através de uma superficie fechada A com a carga elétrica
gin dentro da superficie
o4 = ?{ E-di = In (Lei de Gauss) (2.4)
A €0
A Lei de Gauss é uma das Eqgs. de Maxwell, i.e. é uma lei fundamental do eletromagnetismo.
Vamos mostrar que a Lei de Coulomb para cargas pontuais implica a Lei de Gauss. Nos exemplos,
sera trivial mostrar que a Lei de Gauss implica a Lei de Coulomb e, portanto, elas sdo equivalentes.

Primeiramente, considere uma carga pontual como na

4
Superficie 4 . . fis A . .
Ganssiana b Fig [2.4] cujo campo elétrico a uma distancia r é dado
/4 = pela Lei de Coulomb. Considere o fluxo ®g através de
/ E ;. . o .
/ — uma superficie Gaussiana esférica de raio r e centro na
qe carga. Por simetria E é paralelo a dA, e temos

bp = %E"dﬁ:}{EdA cos(
A A

Figura 2.4: A Lei de Gauss é verificada para = £ ]{1 dA=EA
uma carga pontual usando a Lei de Cou-
lomb. (Halliday) = (

B > (4mr?) = q (2.5)

4Ameqr? €0

Portanto a Lei de Gauss é obtida nesse caso. Considere agora o fluxo em uma superficie qualquer.
O ponto crucial é que o fluxo através dessa superficie € igual ao fluxo através da superficie esférica.
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Para mostrar isso, considere a Fig [2.5] para dois segmen-
tos de superficies esféricas com dreas a e b. Pela Lei de
Coulomb

Ea 7‘3 = Eb T’l2,

E como os segmentos a e b determinam o mesmo angulo

sélido AQ
AQ =2 =

2
Ta

cjw‘ S

Portanto o fluxo
2 2
r r
Oy =FEyb=FE,(%)a(L)|=E,a=9,
Ty T2
ou seja, os fluxos sdo os mesmo nas duas superficies,
uma consequéncia do campo decair com o quadrado da

distancia, enquanto a area cresce com o quadrado da
distancia.

Se introduzirmos agora um angulo nesses segmentos
com relagdo aos campos, como na Fig , temos que a
nova area b = b/ cosf enquanto o campo normal E, =
Ej cos . Portanto o fluxo

L=E, V= (FE 0
b (Ep cos )<cos

>—Ebb—CI>b

ou seja, o fluxo é o mesmo em uma superficie qualquer.

Se a carga estiver fora de uma superficie fechada qual-
quer, como na Fig podemos sempre visualizar essa
superficie como uma soma de cones truncados como o0s
da Fig Para cada par de segmentos, o fluxo em am-
bas as superficies é igual e oposto e, portanto, se anulam.
Somando todas as contribuicGes na superficie, conclui-se
que ® = 0, o que é consistente com a Lei de Gauss, ja
que nao hé cargas dentro da superficie. A carga externa
nao contribui ao fluxo.

Por fim, quando a carga se encontra dentro da su-

Figura 2.5: Superficie Gaussiana com dois
segmentos esféricos. (Feynman)

Figura 2.6: Segmentos formando angulos
com o campo. (Feynman)

Figura 2.7: Superficie qualquer vista como
conjunto de cones truncados. (Feynman)

perficie qualquer, basta considerar uma segunda superficie gaussiana esférica centrada na carga e
totalmente dentro da superficie qualquer, como na Fig Neste caso, fica claro que para cada seg-
mento infinitesimal, o fluxo na superficie qualquer é igual ao fluxo no segmento esférico, e portanto

o fluxo total é igual ao fluxo sobre a superficie esférica, i.e.

Portanto, a Lei de Coulomb implica a Lei de Gauss.

(2.6)
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Figura 2.8: Fluxo por uma superficie qualquer devido a uma carga pontual. O fluxo é igual ao fluxo atraves
de uma superficie esférica interna & superficie qualquer, i.e. ® = g/ep, implicando a Lei de Gauss. (Young)

2.3 Condutores e Isolantes

Materiais podem ser classificados de acordo com a facilidade com que as cargas negativas (elétrons)
se movem no interior deles. Materiais que permitem que cargas se movam livremente sao chamados
condutores e materias que nao permitem tal movimento sao chamados isolantes. Exemplos de
condutores sao os metais em geral, o corpo humano, agua com &cido, base ou sais. Exemplos de
nao-condutores incluem nao-metais, borracha, plastico, vidro e dgua pura. Semicondutores sao
intermedidarios entre condutores e isolantes, como o silicon e germanio em chips de computadores.
Supercondutores sao condutores perfeitos.

Carga em excesso em um condutor sempre se acumula na sua superficie. Para mostrar isso,
considere uma superficie Gaussiana dentro do condutor. O campo no interior deve ser nulo

E=0 (2.7)
pois, se nao fosse, as cargas estariam se movendo dentro do condutor, o que nao ocorre, pois elas
rapidamente entram em equilibrio eletrostatico. Para que o campo seja nulo, é preciso que nao haja
carga dentro da superficie Gaussiana. Segue que toda a carga se acumula na superficie do condutor.

2.4 Exemplos

A Lei de Gauss é 1util em situagoes em que a simetria permite o uso de superficies gaussianas
convenientes, que facilitam a determinagdao do campo elétrico. A seguir, alguns exemplos simples.

2.4.1 Carga Pontual: Lei de Coulomb

Considere uma carga pontual e uma superficie Gaussiana esférica ao seu redor.
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Por simetria E ¢ paralelo a dA, e temos que

4
Superficie //
Gaussiana )
7{E~dA = %EdAcosO /4 =
A A A L
Q———"'M
A
= E(4mr?)
- 4 (2.8)
€0
o que implica
Figura 2.9: Lei de Gauss para uma
q carga pontual reproduz a Lei de Coulomb.
= i3 (2.9)  (Haliid
4Ameqr? (Halliday)

Ou seja, a Lei de Gauss reproduz a Lei de Coulomb, provando que elas sao equivalentes.

2.4.2 Casca Esférica e Esfera Soélida

Com a Lei de Gauss, é trivial obter os teoremas de Newton sem calcular integrais. A tnica coisa
relevante é a carga interna a superficie gaussiana.

Para pontos fora da casca, uma superficie gaussiana esférica permite concluir que o campo da
casca esférica é o mesmo de uma carga no seu centro. O mesmo vale para a esfera sélida.

J& para pontos no interior da casca, como nao hé cargas dentro da superficie gaussiana, o campo
é zero. Para a esfera solida, somente a carga interior contribui, e o campo cresce linearmente.

2.4.3 Linha de Carga Infinita
Considere uma linha de carga infinita, como na Fig Nesse

caso, o problema tem simetria cilindrica, ja que todos os pontos a i A o
A . ~ . . r
uma distancia r da linha de carga sao equivalentes. Considerando a n
superficie gaussiana mostrada na figura e aplicando a Lei de Gauss, § N
+ Superficie
temos + Gaissiana
fﬁ-d/f = %EdA:Ey{dA:EA h N
A A A i
= E[(2rr)h] /”‘+'“\\t>E
- 4 - -
e \i—/
Ah ¥
= — +
€0 +
Portanto i
A . .
E = (2.10) Figura 2.10: Lei de Gauss para

2meor uma linha carregada infinita.

Note que esse é o mesmo resultado que obtivemos integrando o (Halliday)
campo elétrico na linha infinita. Note ainda que a resposta nao

depende da altura h da superficie gaussiana, pois essa aparece tanto

no fluxo quanto na carga e é cancelada.
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2.4.4 Superficie Condutora
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Figura 2.11: Lei de Gauss: superficie con-

dutora. (Halliday)

2.4.5 Placa Isolante
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Considere pontos préximos a uma superficie condutora
como na Fig [2.11] Para uma superficie condutora, toda
a carga se concentra na superficie, e o campo no interior
é zero. Aplicando a Lei de Gauss na superficie gaussiana
mostrada na figura, obtemos

?{E-dﬁ
A

fEdA_E%dA_EA
A A
A

_ g _9C
N €0 N €0
o que implica
=2 (2.11)
€0

ou seja, um

distancia a placa.

campo constante, independente da

Considere agora uma placa nao-condutora infinita como
na Fig 2.12] Para uma placa nao-condutora, o campo
existe simetricamente em ambos os lados da placa. Apli-
cando a Lei de Gauss na superficie gaussiana mostrada
na figura, obtemos

?{E-dﬁ
A

fEdA_Ej{dA_EAJrEA
A A

= 2FA
q cA
N €0 N €0

o que implica

g

= — 2.12
5eq (2.12)

ou seja, novamente um campo constante, independente da
distancia a placa. Note que esse resultado é consistente
com o obtido integrando o campo diretamente, mas aqui
obtido de forma muito mais facil usando a Lei de Gauss

Figura 2.12: Lei de Gauss para uma placa  devido & simetria planar do problema.

nao-condutora infinita. (Halliday)
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Potencial Elétrico

3.1 Energia Potencial e Forcas Conservativas

O trabalho W realizado por uma forca F ao longo de F c P
um caminho C orientado de um ponto P} a um ponto P, 2
é dado por P, de

P
W§ _p, :/ F.dl (3.1)
Py

Figura 3.1: Trabalho de uma forga F ao
A 22 Lei de Newton nos dé F — dp/dt, com = m¥, longo de um caminho C. (Nussenzveig)
e portanto, se C coincide com a trajetoria da particula, o
trabalho é dado por

Py v - P> dv .
C _ a o @
WP1—>P2 = /Pl dt dl m P dt dl

V2 df v2 2702
= m/ dﬁ-:m/ dﬁ-ﬁzm[v}

v dt v 2

2 2

muvy  muj

= — =T, —T 3.2
2 2 2 (3:2)
2
com T = m2v (3.3)

i.e. o trabalho é a variacao de energia cinética T
Por outro lado, se a forca é central, i.e. depende apenas da distancia r ao centro de forgas:

F = F(r)f (3.4)

onde 7 é um vetor unitario na direcao do centro de forcas, temos

Ps R T2
WE _p, = / F(r)f-dl :/ F(r)dr = Uy — Uy (3.5)
Py T1
T0 T
com Uur) = F(r)ydr = —/ F(r)dr (3.6)
T To

29
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e aqui U é a energia potencial associada a forca, e 79 é um ponto de referéncia onde se toma
U(rg) = 0. Portanto WFC,;HPQ =Ty, — Ty = U — Us implica

TT+U =T, +Us=F (3.7)

ou seja, a energia total E =T + V, soma da energia cinética e potencial é conservada.

Uma forga é dita conservativa quando o seu trabalho independe do caminho/trajetéria, depen-
dendo apenas dos pontos inicial e final. A forca central é portanto uma forga conservativa. Qutra
maneira equivalente de definir uma forca conservativa é dizer que a sua circulacao, i.e. a integral
de linha em um caminho fechado C' ¢é igual a zero:

j{ﬁ-dfzo (3.8)
C

pois para a curva fechada, os pontos inicial e final arbitrarios coincidem. Generalizando, para uma
forga conservativa temos

/:2 F.dl = -[U(P) —U(P)] (3.9)

3.2 Potencial Elétrico

Assim como o campo elétrico E foi definido como a forga elétrica F' por unidade de carga, o
potencial elétrico V' é definido como a energia potencial elétrica U por unidade de carga.

—

E = FJq (unidade N/C)
V = Ulq (unidade J/C = V)

A unidade do potencial é Joule/Coulomb [J/C], conhecida como Volts [V]. Como a energia
potencial elétrica é definida a menos de uma constante arbitraria, o potencial também é. Diferencas
de energia potencial e de potencial elétrico, no entanto, sao bem definidas. Da Eq. temos entao

P2 — —
Vg—Vlz—/ E-dl (3.10)
P
Como veremos, em alguns casos tomamos o potencial — e a energia potencial elétrica — como
sendo zero no infinito. Neste caso, o potencial é dado por

Pg_’ . SRR .
V:—/ E-dl:/ E-di (3.11)

o) P>

3.3 Potencial Elétrico V e Campo Elétrico E

Vimos que o campo elétrico e o potencial elétrico estao intimamente ligados por uma integral. Sa-
bendo o campo elétrico, podemos calcular a integral de caminho e obter o potencial correspondente.

Como veremos, como o potencial é um escalar, muitas vezes o seu cédlculo é mais simples do que
o do campo elétrico, que é um vetor. Nestes casos, gostariamos de, primeiro calcular o potencial e,
a partir dele, calcular o campo elétrico, invertendo a Eq. . Considerando apenas um intervalo
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infinitesimal dl = (dz,dy,dz), temos F.dl = —dU , 1.e. a variacdo infinitesimal na energia potencial
elétrica. Essa variagao pode ser expandida em primeira ordem, e portanto temos:

Fodie—av = — (Y an +8—Ud + %, iU,‘lU,‘LU
oxr’ 0y’ 0z

e 3y 5, > (dz,dy,dz) = =VU - dl

o 8\ 2 . . . . ~ .
Aqui, V= ( 5z Dy E) é o operador diferencial, i.e. um vetor cujas componentes sao derivadas

parciais prontas para serem aplicadas em um campo escalar e produzir um vetor, denotado o
gradiente do campo escalar. Portanto, a forca é o negativo do gradiente da energia potencial:

~ - oU oU oU

Fo_op—_ (92U oU U 12

vu <8$’(‘3y’8z> (312)
Como o E=F/qeV =U/q, arelagdo entre FE e V fica
- - oV oV oV

E=-VV=-|—-- = 1

vV <8x’ oy’ 8z> (3:.13)

ou seja, o campo elétrico é menos o gradiente do potencial.
Repita 3 vezes antes de dormir: ”O campo é menos o gradiente do potencial”.

3.4 Superficies Equipotenciais e Linhas de Campo

Linhas de Campo

~Equipotenciais
\

Figura 3.2: Superflcles Equipotenciais e Linhas de Campo Elétrico para uma carga pontual e um dipolo
elétrico. Como E = —VV linhas de campo sdo perpendiculares as superficies equipotenciais. (Serway)

Superficie Equipotencial: Regiao do espago com o mesmo potencial, i.e. onde dV = 0 e o campo
nao realiza trabalho em uma carga ¢ na superficie, i.e.

AV = —W/q=—E-ds=0 (3.14)
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para ds na superficie equipotencial. Um produto escalar é nulo quando os vetores sao perpendicu-
lares, logo segue E=-VVé perpendicular & superficie equipotencial, i.e. o gradiente do potencial
é perpendicular as equipotenciais. Essa é uma propriedade geral: o gradiente de um campo escalar
é perpendicular as superficies equipotenciais do campo (regides de dV = 0). Além disso, como
dV = VV -dl = [VV]||d]|cos 8, temos que dV é maximo (e igual a [VV||d]), quando 8 = 0, i.c.
quando dl aponta na mesma direcao de vV. Portanto, o gradiente aponta na direcao de maior
variagao do campo potencial.

Na Fig mostra-se linhas de campo e superficies (linhas) equipotenciais para uma carga
pontual e um dipolo elétrico.

3.5 Potencial de Condutores

Dentro de condutores, E = 0. Portanto
2

vz_vlz—/ E-ds=0 — Vo=V (3.15)
1

para quaisquer pontos 1 e 2. Portanto:
V = const (condutor) (3.16)

i.e. o volume interno do condutor é um wolume equipotencial. Em particular, a superficie do
condutor é uma equipotencial, e pontanto é consistente com o fato do campo préximo do condutor
ser perpendicular a ele.

3.6 Exemplos

3.6.1 Carga Pontual e Superposicao

Para uma carga pontual, usando a Lei de Coulomb na definicdo de potencial, e usando um caminho
conectando dois pontos na direcao radial da carga, temos

V(r)=V(r) = —/ E-d§’:—/ Eds
T 0
q

0

T T
q q q
/7“0 4dmeys? y |:47T608:|r0 Admegr  4megro (3.17)
Tomando 79 = oo e definindo V' (c0) = 0, obtemos
q
Vir) = 3.18
(r) 4dmegr ( )

Para um conjunto de IV cargas, a Lei da superposicao do campo se transmite para o potencial

N
_ - q
V= Z Vi = ; Treom (3.19)

i=1
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3.6.2 Anel de Carga

Considere o anel de cargas na Fig O potencial do elemento dq é
dado por

dg dgq
dV = = 3.20
dmeor  AmegV/ 22 + R2 ( )
e portanto
V = /dV - / d
B  dmegV/22 + R2 1
q

= — 3.21
dmegV 2% + R? ( )

Como o potencial depende apenas da coordenada z, e nao de x, ¥,
o campo elétrico fica

P —vv=-2;
0z

qz .
- e (3.22)

como obtido na integragao direta do campo elétrico.

3.6.3 Disco de Carga

Considere o disco de cargas na Fig . Vizualizando o disco como
uma sucessao de anéis com raio variavel R’, temos

v = dq (3.23)

dmegy/ 2% + (R')?

A carga infinitesimal é dg = o(27R/dR’), e portanto o potencial
do disco fica

v - / o2rR'dR o R'dR'
dmegr/22 + (R)?2 260 ) /224 (R')?

- g [,

2¢0
= i <\/ 22 + R2 — Z) (324)
260

O campo elétrico é entao dado por

-, - oV
E = — = -z
\YA% 5 z

g z
= —|1—-—|2 3.25
2¢e0 [ \/z2—|—R2] (3.25)

também de acordo com a integracao direta do campo.

33

Figura 3.3: Anel carregado.
(Halliday)

)ﬁ

Figura 3.4: Disco carregado.
(Halliday)
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3.6.4 Linha de Carga

Y Considere a linha de cargas na Fig O potencial
G l infinitesimal no ponto P é
dQ Ady
7 av = = 3.26
dy gdQ Treor ~ e i (3:20)
S
\‘-
~r Obtemos entao
Y e B
¥ a

=~ T / 4y 3.27
O X 9 dmey J_q (22 + y2)1/2 (3:27)

Q A integral é dada por (veja Apéndice

dy _ S22
- [ como pode ser checado por derivagao do logaritmo. Por-

tanto

Figura 3.5: Linha carregada. (Serway) A Va2 +a?+a
V=—"-":1.1 —_— (3.29)

dmeo Va?+a® —a

Note que esse potencial diverge se a — co.
O campo é dado por (veja Apéndice
= - ov A(2

E=-VV= - 2a) , (3.30)

A A ot 2
Ox dmegrV 22 + a?

como na integracao direta, e, obviamente continua bem definido, mesmo quando a — co.

3.6.5 Casca Esférica e Esfera

Considere agora uma casca esférica carregada dada na Fig 3.6, Vamos considerar primeiro o

Figura 3.6: Casca esférica carregada.
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potencial em um ponto m fora da casca esférica. O elemento infinitesimal indicado na figura é um
anel com carga diferencial dg, cuja contribuicao ao potencial é dada por

dq

dV =
dmeps

(3.31)

Com o elemento de carga dg = o(2n R sin 0)(Rdf), temos

V:/ dg :0(27TRQ)/SiH9d9 (3.32)

dmeps dmey s

Como s é fungao de 0, é conveniente fazer a integracao em s. Usando a lei dos cossenos temos

d
2 =124+ R>—2rRcos — sinfdd = % (3.33)

e o potencial fica

o (2T R?) sds 1
4dmeq rR s

_ 0(21R) /T+R s
dmeor Jr_g
_ "ﬁ:? (r+R) - (r - R)]
o (4 R?)
dmegr
q

= 3.34
dmegr ( )

Portanto, o potencial de uma casca esférica é o mesmo de uma carga pontual com carga q
localizada no centro da casca esférica.
Para pontos dentro da esfera, o calculo é idéntico, mas de

acordo com a Fig [3.7 os limites de integracdo sdo s = R+re  Rdf
s = R —r, o que resulta <
o(27R)
VvV = R —(R—
e (R r) = (R =)
_ o(4mR) _ o(47R?) J
N dreg  AmeoR 4
q
= 3.35
dmeg R ( ) \
i.e. o potencial é constante e igual ao valor em r = R, garantindo
continuidade. Figura 3.7: Casca esférica carre-

gada. Potencial dentro da casca.
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Figura 3.8: Potencial elétrico de um dipolo (Halliday).

3.7 Dipdlo Elétrico

Considere o dipolo elétrico de momento de dipolo p'= qcf na Fig O potencial produzido pelo
dipolo no ponto P a uma distancia r do centro do dipolo é dado por

B 1 q -4\ q "= ~T"H
Vo= Vot Vo = o <r(+) " 7"(—)) - e < ")

Da Fig[3.9] vemos que
T(4) =T — §COSQ

o D eosn
r(_)—r—i-zcos

(3.36)
e portanto
r(-y =T = dcost (3.37)
T\ = r2—d—200892:r2 1—d—200820 ~ 12 para d/r < 1 (3.38)
=) 4 42 :
0 que implica o potencial
q dcosf 1 pcosé 1 p-r .

V= = = (Dipolo) (3.39)

dweg 2 dmey 12 dwey 13

ou seja, o potencial decai com o 1/7? ao invés de 1/r para uma carga, devido ao cancelamento das
cargas em grandes distancias.
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Para calcular o campo elétrico a partir do potencial, é conveniente considerar coordenadas
7= (z,y,z), em que P = pZ e o potencial fica

Pz
V=—"—+— 3.40
e 13 (3.40)
O campo é E = —VV e, portanto, usando (veja Apéndice |C| para a segunda igualdade)
V(fg) = (VHg+f(Vg)
- df
Vv = —7 3.41
) = T (3.41)
obtemos
- [ Z ﬁz - (1 z 3z .
V() = rs“V<rz> =@
zZ  3(rcos®).  z 3Z-T z  3z-7
= A T BT T r3 3 (3.42)
Portanto
- > P zZ 3z
E = - VV=-
47eg <r3 r3 >
P 3p-F :
= — Dipol 3.43
Aegrs 47reor3r (Dipolo) (3.43)
Note que no eixo do dipolo, r = z, # = Z, entdo g- 7 =p e (p- 7)r = p. Portanto
- oL % §
E(0,0 = - = = 3.44
(0,0,2) 4meqrs + dreqrd  dmegrd  2megr3 (3.44)
como no calculo direto do campo. Note que E aponta na direcao de p.
J& no eixo (z,y), p-7 =0, e
B(e,y,0) = ——2 (3.45)
Amegrs

e 0 campo é oposto ao dipolo, mas ainda decaindo com 1/73.

3.7.1 Torque e Energia no Dipolo

Na presenca de um campo elétrico E' constante, cada uma das car-

gas do dipolo sofre uma forca:

Essas duas forgas geram um torque, e.g em torno de um eixo pas-
sando pela carga negativa,

F:

F

'@1 in

qE

M,

X
X

=,

dado por

+ZQJXE

(3.46)

(3.47)

Y *li\"/(\v ] Y
|
B

Figura 3.9: Potencial elétrico de
um dipolo (Halliday).
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Esse torque, com magnitude 7 = pE'sinf, faz o dipolo girar e tender a apontar na direcao de E.
Note que quando isso ocorre, §# =0 — 7 = 0.

Por outro lado, o campo estd associado a um potencial V' ( nao confundir com o potencial
produzido pelo dipolo! ), e a energia do dipolo fica

U = qV(r+d) —V(r)]=qd-VV
= —p-F (3.48)

3.8 Calculo da Energia Eletrostatica

A energia potencial elétrica de uma configuragdo de cargas é igual ao trabalho necessario para
formar aquela configuracao, trazendo todas as cargas do infinito, configuragao inicial em que a
energia é tomada como nula. Para uma unica carga ¢, obviamente U; = 0. Para uma segunda
carga g9 na presenca de um potencial, e.g. criado pela primeira carga, temos

Uiz = ¢2V1 = 4Q1qz (3.49)
TEQNT12

Trazendo uma terceira carga, ela respondera ao potencial de cada uma das duas cargas ja
trazidas, tendo novas contribuicoes a energia de Uiz = g3V1 e Uag = q3Va. A energia total das 3
cargas fica:

Uiss = Uy + U2 + Uiz +Usz = @2V1 + q3(V1 + V) (3.50)
q192 q193 4293
471'607‘12 471'607“13 47‘(‘601"23

Para um sistema de N cargas pontuais, podemos imaginar trazer as cargas uma por vez do
infinito, sucessivamente até formar a configuracao desejada. Cada nova carga tera uma contribuicao
a energia que depende de todas as outras cargas ja trazidas. Consideramos entao cada par de cargas
somente uma vez:

N N G
U=)» Uj=)» —I— 3.51
Z Y L dmegry; (3:51)
1,)>1 1,)>1
Alternativamente, podemos considerar os pares duas vezes e dividir por 2, ja que U;; = Uj;.
Temos entao

| N G | N " 1
U=~ = = ; I = Vi 3.52
2” ‘471'607“1‘]' 22%247%0?"@' 22% ! ( )
1,71 i J#i i
onde V; = Zj\;l ﬁgw é o potencial criado na posicao da carga ¢ devido a todas as outras. Imagi-
nando cargas infinitesimais, temos no limite continuo
1 1
U= 2/dq(r) V(r)= 2/p(r)V(r) dv (3.53)

onde dv é o elemento de volume.

* FExercicio: Mostre que a energia total de uma esfera com densidade de carga constante, carga

2 - ~ s
total Q eraio Ré U = %472?. Sugestao: Construa a esfera como uma sucessao de cascas esféricas
(como uma cebola) trazidas do infinito. Note que nesta construgao, os ”pares” sdo contados apenas

uma vez e portanto U = [ p(r)V (r)dv.



Capitulo 4

Capacitancia

4.1 Capacitores e Capacitancia

e O capacitor é um aparelho eletronico usado para armazenar energia elétrica.

e Consiste de dois condutores com um isolante entre eles. Os condutores tém carga £@), o que
estabelece uma diferenga de potencial V' entre eles.

e Fato empirico: @ o< V, e a constante de proporcionalidade C' é a capacitancia:
Q=CV (4.1)
ou similarmente C' = Q/V.

e Unidade de Capacitancia: C/V = F (Farad)

4.1.1 Capacitor de Placas Paralelas

Para um capacitor de placas paralelas, podemos aproximar
o campo como o de duas placas infinitas, i.e. E = o/¢ (cada
placa contribuindo com E = 0 /2¢p). Usando a Lei de Gauss

Q:eofﬁ-dE:eO%EdA:eoEA (4.2)
e a diferenca de potencial V' =V, — V_ fica
V——/+E-df—/_Edl—Ed (4.3)
Portanto, i i

_ @ _«Fd_<«d
C’—V— T (4.4)

Figura 4.1: Capacitor de placas para-
lelas. (Serway)

39
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4.1.2 Capacitor Cilindrico

Superficie
Gaussiana

Figura 4.2: Capacitor ciliidrico. (Serway)

Para um capacitor cilindrico, similarmente a uma linha de carga infinita, temos

Q

- 2megLr

Q= 60]{5 CdA = eofEdA = cEA=e¢E@2rrL) —

e a diferenca de potencial:

I T e L S N YR R
V_—/_ E~dl_LEdr_/a <2W60Lr)dr—27T€0Lln<a) (4.6)

Portanto,
Q L
=X —9meg——— 4.
¢ v In(b/a) (47)
4.1.3 Capacitor Esférico
Carga = Carg =4 Para um capacitor esférico
_ _ 2 _Q
Q = EO%ECZA = EOE(47TT' ) — E = W (48)
e a diferenca de potencial:
— b
1 1
V = / EdT:/ ( @ 2)d7’: Q (—__>
i o \4megr 4meg \a b
Q b—a
= 4.
4meg ab (4.9)
Portanto,
Caminho de Gaussiana
integragdo b
& C= % = 47r60bci (4.10)
Figura 4.3: Capacitor  esférico.

(Halliday)
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4.2 Combinacgao de Capacitores

41

Quando temos uma combinagao de capacitores conectados, é conveniente definir uma capacitincia
equivalente, que imaginariamente poderia substituir os capacitores, com todos os seus efeitos no

circuito.

4.2.1 Capacitores em Paralelo

Para capacitores conectados em paralelo, a a diferenca de potencial V' é aplicada a todos os capa-
citores. O capacitor equivalente também estard submetido a essa diferenca de potencial, mas tera

a carga total dos capacitores.

[Terminal .
+ T3 s Ei g
BV v v v B=v
—43|Cs —921Co —N|C,

+q

(\_ O

Terminal

Figura 4.4: Capacitores em Paralelo. (Halliday)

Assim, temos

q = C1V, q2 = O3V, g3 = C3V

A carga total na combinagao é

= +@e+p=(C+C+C3)V

Portanto, a capacitancia equivalente fica

Ceq2%201+02+03

Podemos entao generalizar esse resultado para N capacitores em paralelo:

€q

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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4.2.2 Capacitores em Série

[ Terminal Para capacitores conectados em série, a carga g armaze-
nada em cada capacitor é a mesma. O capacitor equivalente
+g também terd essa carga ¢, mas estard submetido a uma dife-
. renca de potencial igual & soma das diferencas de potencial de
['II T —— cada capacitor:
_(] (‘]
q q q
Vi=—, Vo =—, V3 =— 4.15
+ +q e e ° TG (1.15)
B i ll- l"gi' :q_ (,_ B A diferenca de potencial total entre os capacitores é:
9
1 1 1
+q V=Vi+W+Vi=q| 5+ +5++ (4.16)
V. i C; Oy (s
'3
mt/] [0 E a capacitancia equivalente fica
—Terminal Cog = L= 1
|4 1/01—1—1/024—1/03
1 1 1 1
— = — 4+ —4+ = 4.17
Ceq C1 Cy (s (4.17)
+ W Generalizando para N capacitores em série:
B==V
_q c:t'(l
1 1
= — (4.18)
Coq = Ci
Fi 4.5: i 3 érie. . .
(I:Igalllfiilayf Capacitores em Série No caso de 2 capacitores, temos a formula pratica:
1 1 1 C1Cy produto
- 4= N C.., = = 4.19
Ceq 1 + Cy 4L+ Oy soma ( )

4.3 Energia do Campo Elétrico de um Capacitor

e Capacitor inicialmente descarregado.

e Imagine carga transferida de uma placa a outra, deixando uma positiva e outra negativa com
a mesma carga.

e Quando a carga é ¢ e a diferenca de potencial V = ¢/C, trabalho dW para mover uma carga
dqg é

AW = Vdg = %dq (4.20)
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4.4

Trabalho total para carregar o capacitor de carga 0 a ¢ é

L[, q2

Esse trabalho é igual a energia potencial U armazenada no capacitor, ou seja

q2 1 2
_ 4 _ = 4.22
U 50 20V ( )

Pode-se pensar que a energia potencial estd armazenada no campo elétrico entre as placas.

Defina densidade volumétrica de energia elétrica u = U/vol. Para capacitor de placas paralelas

U U CV2 (eA/d)VE 1 (V)2
= — = — = = = — —_— 4.23
vol _ Ad _ 2Ad 24d 20\ (4.23)
Como V = Fd, temos
1 2
u= ek (4.24)

— densidade de energia elétrica é proporcional ao quadrado do campo elétrico.
— energia pode ser visualizada como sendo armazenada no préprio campo elétrico.

Campo nao é mero artificio matematico para computar forgas, mas entidade fisica, com e.g.
energia associada a ele.

Dielétricos

Vamos analisar o que acontece com a capacitancia quando introduzimos um material dielétrico
entre as placas de um capacitor de placas paraleas. Essa questdo induz ao questionamento de o
que ocorre com o campo elétrico na presenca de um meio material, ao invés do simples vacuo.

4.4.1 Polarizacao Elétrica

Considere um capacitor de placas paralelas com vacuo entre suas placas. Nesta situacao o
campo entre as placas é Ey.

Introduza um dielétrico entre as placas do capacitor.

Na presenca de um campo elétrico, moléculas apolares se tornam polarizadas, formando
pequenos momentos de dipolo na direcao do campo.

Moléculas polares tém seus dipolos aumentados e também alinhados com o campo.
Polarizacao: P = momento de dipolo p por unidade de volume v
P =

P
- 4.2
Av (4.25)
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e Se hd N moléculas no volume Av, o momento de dipolo p = Np; onde p; = qcf é 0 momento
de dipolo de cada molécula. Para um campo constante, os momentos de dipolo induzidos sao
todos mais ou menos iguais, e a polarizacao também é constante e dada por

N
p_ P _ Nad

Ao = A (4.26)

e No interior do material dielétrico, como a polarizacao é constante, a carga total é nula, mas
préximo as superficies das placas do capacitor, hd uma carga de polarizacdo QQp que nao se
cancela. Considerando essa iltima camada sobrevivente de espessura d e usando Av = dAA:

Nqd -

Qp = Ng= Ypy = (Xg) (dAA) = TEAA = PAA = —j{ﬁ-dA (4.27)

e Portanto, op = Qp/A — op = P, i.e. a polarizagdo no material é igual a densidade de carga
de polarizacao no material dielétrico.

Figura 4.6: Capacitor de placas paralelas com um dielétrico. Antes da introdugao do dielétrico, hd um campo
E, entre as placas. Introduzindo o dielétrico, o momento de dipolo de suas moléculas se alinha com Ey. As
cargas internas se cancelam, mas forma—se uma carga de polarlzagao Qp que cria um campo de polarizagao
Ep como ”outro capacitor”, oposto a Eo O campo final E é a soma de EO e Ep (Halliday)

4.4.2 Campo Elétrico E

e A densidade de carga de polarizacao pode ser vista como um novo capacitor, com um campo
E na direcao oposta ao campo original E( na auséncia do dielétrico.

e Como campos de capacitores, eles sdo dados por
a0 . = op .
—Z

e Ep=——2 (4.28)
€0 €0

By —

onde oq se refere a carga nas placas do capacitor, e op. as cargas de polarizacao induzidas no
dielétrico. O campo total é dado entao pela soma de EO e Ep:

—

. N - = P
E=FEy+ Ep=FEy— — (429)
€0
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e Para um meio linear, a polarizagdo em si é proporcional ao campo elétrico total:

P = xeeoE (4.30)
Xe: susceptibilidade elétrica.
e Nesse caso temos
E = Eg — Xeﬁ
. E E
—E = 0 =0 (4.31)
14 xe K

Kk =1+ xe: constante dielétrica do meio.

4.4.3 Capacitancia C'

Como o campo entre as placas diminui de um fator x, o potencial entre as placas também diminui
do mesmo fator:

_Ed _ W

K K

V = Ed (4.32)

Como a carga entre os capacitores nao se altera com a introducgao do dielétrico, a capacitancia fica

- % = rCy (4.33)

0

C:

<|a

i.e., ela aumenta de um fator k.

4.4.4 Deslocamento Elétrico D

Considere uma regiao do espaco com cargas livres Qjiyre € cargas de polarizacao Qp. A Lei de
Gauss nos dé

0 f B-dd = Quu = Qure +Qr (4.34)
Usando a relagdo Qp = — ¢ P. d[f, obtemos
" 74 Fed = Qe — f P.di (4.35)
S
— % <eoﬁ + ]3> dA = Quivre (4.36)

Definimos o vetor deslocamento elétrico D:

D=eE+P (4.37)
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para o qual a Lei de Gauss fica:

D+ dd = Quue (4.38)
i.e. D é determinado apenas pelas cargas livres. Em um meio linear, P= Xeﬁoﬁ e temos

D = €FE + xceE = (1+ xe)eoE = reE = ¢E (4.39)

€ = Kkeg € a permissividade elétrica do meio. A Lei de Gauss para E fica entao

€

fﬁdﬁ:Qme (4.40)
i.e. o efeito do dielétrico é encapsulado na mudanca €y — €.

* Exercicio: Considere um capacitor de placas paralelas com drea A, distancia entre placas d
e capacitancia no vacuo Cj. Se introduzirmos entre as placas do capacitor dois dielétricos com
constantes dielétricas k1 e kg, espessuras dy e do = d — d; e drea A, a nova capacitancia passa a ser
C. Mostre que C é igual a capacitancia equivalente de dois capacitores em série com capacitancias
Cl = K,1€0A/d1 e 02 == ngoA/dQ.

4.5 Digressao sobre Placas Paralelas

Calcular o campo entre duas placas paralelas de um capacitor pode ser fonte de confusdo. Vamos
considerar primeiramente uma unica placa, para a qual podemos calcular o campo de duas formas:

1) Primeiro, como a placa é condutora, a carga se distribui em ambos os lados da placa.
Incluindo uma superficie gaussiana com uma tampa na parte externa — onde se quer calcular o
campo — e outra no interior do condutor — onde o campo ¢é nulo — temos, pela Lei de Gauss,
E =01 /€, onde o7 é a densidade de carga de um lado apenas da placa.

2) Por outro lado, se colocarmos a superficie gaussiana atravessando os dois lados do condutor,
havera campo atravessando ambas as tampas — e também uma carga duas vezes maior. A Lei de
Gauss nos dé 2F = 0/¢g — E = 0/2¢), onde 0 = 20.

Portanto, como esperado, em ambos os casos o campo é o mesmo, mas devemos ter cuidado com
0 que exatamente chamamos de densidade de carga. No caso de uma placa superficial, o representa
o que chamamos de densidade de carga, nao oj.

Quando colocamos duas placas de cargas opostas, os campos das duas placas se adicionam e
obtemos, entre as placas, F = o/¢y. Note que isto é valido mesmo se considerarmos que, quando
as placas se aproximam, as cargas dos lados externos das placas migram para os lados internos.
Neste caso, o campo sempre atravessa ambas as tampas da superficie gaussiana, e engloba toda a
carga; novamente concluimos que o campo devido a cada placa é E = o /2¢.



Capitulo 5

Corrente e Resistéencia

5.1 Corrente Elétrica

A corrente elétrica ¢ em um fio condutor é definida como a carga que atravessa a area do fio por

unidade de tempo:

;- 42
Cdt

Unidade de corrente: Ampere [A] = [C/s].

(5.1)

Convencao: Sentido da corrente = sentido de movimento de cargas positivas.

Se n é o numero de particulas (portadores de carga) por
unidade de volume que atravessam a drea A de um fio con-
dutor de comprimento Az, ¢ é a carga de cada particula,
entao a carga AQ é dada por

AQ = nq(AAzx) (5.2

~—

Se as particulas se movem com velocidade vy no con-
dutor, entdo Ax = vgAt e

AQ = nqAvgAt (5.3)

e a corrente fica

A densidade de corrente j é definida
g
= — =nqug = pv
J A qvq = puq

onde p = ng. O vetor ; densidade de corrente é

—

J = pug
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Figura 5.1: Cargas em movimento gerando
corrente em um fio. (Serway)
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5.2 Resisténcia Elétrica e Lei de Ohm

Em alguns dispositivos de circuito, temos que ¥ E ,1.e. j o E. A constante de proporcionalidade
é a condutividade o:

i =0oF 5.7
J (

Considere um trecho de um fio condutor de area transversal A e comprimento [. A diferenga de
potencial AV entre as extremidades do trecho é

AV = FEl (5.8)
Por outro lado, a corrente no fio é dada por
1=jA=0cFA (5.9)
Eliminando o campo F, obtemos
i L.

Portanto AV « i, e a constante de proporcionalidade é a resisténcia R:

AV = Ri (5.11)

ou

R= ﬂ ( Lei de Ohm ) (5.12)

1

Unidade de resisténcia: Ohm [Q]=[V/A].

Objetos para os quais a resisténcia, definida pela equacao acima, é constante sao ditos ohmicos.
Um exemplo é o resistor. Um exemplo de dispositivo nao-ohmico é o diodo, um semi-condutor cuja
resisténcia é alta para correntes em um sentido e baixa no outro sentido.

A resisténcia pode ser escrita como

l l
— = p— 1
R p (5.13)

onde p = 1/0 é a resistividade do material resistor.

5.3 Energia e Poténcia Elétrica

Em circuitos, a energia ¢é transferida de uma fonte aos elétrons. Por exemplo, uma bateria converte
energia quimica em energia cinética dos elétrons (corrente), e também em calor no condutor.
Quando uma corrente passa em um fio, ela transporta energia. A poténcia (energia por unidade
de tempo) fornecida pela bateria para fazer a carga g se mover na diferenca de potencial AV é
_dU d dq
Todt o dt dt
Unidade de poténcia: Watts [W]=[J/s].

(qAV) = AV =iAV (5.14)

Se essa energia for dissipada no resistor, temos que a poténcia dissipada é (usando AV = Ri):

o (AV)?
P =Ri*= S (5.15)
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5.4 Forca Eletromotriz

Baterias: fornecem voltagem por meio de energia quimica — correntes estaciondrias.
Voltagem nominal na auséncia de corrente: £ = forga eletromotriz (fem).

Bateria tem resisténcia interna r que diminui voltagem de r¢ quando existe corrente.
Voltagem real entre extremidades da bateria é

AV =& —ri (5.16) € P

Se houver um resistor com resisténcia R, a voltagem s /
no resistor é AV e portanto l I

"

AV=Ri—-E&—-ri=Ri—E=Ri+ri (5.17)

_ d Vi c
ou seja, —AMA—e
& Figura 5.2: Circuito com resistor e bateria

(5.18) com resistencia interna. (Serway)

' R+r
5.5 Combinagao de Resistores
5.5.1 Resistores em Série

Req = Rl + R2

Figura 5.3: Resistores em série. (Halliday)

Para resistores em série, a corrente 7 é a mesma em todos os resistores. O resistor equivalente
também sera atravessado pela mesma corrente i, mas estara submetido a uma diferenca de potencial
igual & soma das diferencas de potencial de cada resistor:

Vi = Ryi, Vo= Rai,... (5.19)
A diferenca de potencial total fica
V=Vi+Va+..=(Ri+Ra+..)i = Reqi (5.20)

e a resisténcia equivalente fica

Reg=> R (5.21)



50 CAPITULO 5. CORRENTE E RESISTENCIA
5.5.2 Resistores em Paralelo

R, R

Wy

1 Ry

a—— MA 'Y
iZ

~.
J—

AV
- -~

+

Figura 5.4: Resistores em paralelo. (Halliday)

Para resistores em paralelo, a voltagem V' é a mesma em todos os resistores. O resistor equi-
valente também estard submetido a mesma voltagem V| mas, por conservagao da carga, terd uma
corrente igual a soma das correntes em cada resistor:

% \%
| = — o = —. ... 5.22
11 R1> 12 R27 ( )
A corrente total fica
1 1 \%
= ) =V =4+—=—+..] = 5.23
i =11 + iz + <R1+R2+ > Req (5.23)

Portanto, a resisténcia equivalente fica

N
Rl => i (5.24)

5.6 Regras de Kirchhoff

1. Lei dos nés: A soma das correntes que entram em um né é igual a corrente que sai do né.
Expressa Conservacao da corrente: »_ i =0.

2. Lei das malhas: A soma das diferencas de potencial nos elementos de uma malha fechada do

circuito é zero. Expressa independéncia do caminho para forgas conservativas: »_ .V =0

Para aplicar essas regras em circuitos:

e Escolhemos diregoes arbitrarias para a(s) corrente(s). Se acharmos i < 0, o sentido é contrario.
e Iniciamos em um ponto arbitrario do circuito e atravessamos os varios dispositivos.

e Em transi¢oes (— — +), aumenta-se o potencial do valor correspondente, e.g. +& ou +¢/C.
Em transi¢oes (+ — —), diminui-se o potencial do valor correspondente, e.g. —€ ou —q/C.

e Na direcdo da corrente, cada resistor diminui o potencial V de — Rj;
Na direcao oposta a corrente, cada resistor aumenta o potencial V' de Ri.
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5.7 Circuito RC

5.7.1 Carregando o capacitor —a, g
MW
Usando a regra da malha, temos: b R
q +
E—Ri—==0 (5.25) €= c
C
Como i = dq/dt, obtemos a seguinte equacao diferencial:

@ 9 _ E (5.26) Figura 5.5: Capacitor carregando ou des-
dt  RC R ' carregando. (Halliday)

Multiplicando ambos os lados por e//fiC e usando a regra
do produto d(AB)/dt = (dA/dt)B + A(dB/dt), obtemos:

% et/RC+% ol/RC f ot/ RC
i(qet/RO) _ ref (5.27)
dt R

Integrando esta equagao, obtemos
qe'/C = /et/RCZdt + K =ECeM + K
—q(t) = EC+ Ke Y/RC (5.28)
onde K é uma constante. Chamando ¢(t = 0) = qo, e avaliando em ¢ = 0 e assumindo que ¢(0) =0
(capacitor descarregado inicialmente), determinamos K:
0=q(0)=6C+K — K=-EC. (5.29)

e portanto a solucao para a carga no tempo fica
q(t) = £C (1 — ¢"t/RC ) (5.30)

Quando t — oo, temos ¢ — £C, i.e. o capacitor se carrega até o ponto em que a voltagem entre
suas placas é £.

A corrente é dada diferenciando

) dg & _
i(t) = o = e t/RC (5.31)

e vai a zero a medida que o capacitor é carregado.
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5.7.2 Descarregando o capacitor

Com o capacitor carregado, podemos desconectar a bateria e obter a evolugao temporal da carga
quando o capacitor passa a ser descarregado. Neste caso temos

. q dq = q
— _——_— = — — . 2
Ri - 0— 7 + R 0 (5.32)
Procedimento idéntico nos leva a
q(t) = Ke t/1C (5.33)

Como iniciamos com ¢(0) = qo, onde gy = EC é a carga do capacitor, temos K = g e

q(t) = ECe M HC (5.34)
e a corrente fica
i(t) = —Jie—t/RC (5.35)

5.8 Energia do Campo Elétrico Revisitada

Considere que estamos carregando um capacitor. Temos

.q
£~ Ri—7=0 (5.36)

Multiplicando essa equagao por i = dq/dt, temos

: o qdg
i=Ri*+ = — 5.37
C dt ( )
O lado esquerdo representa a poténcia (energia por unidade de tempo) provida pela bateria. O
primeiro termo do lado direito corresponde a poténcia dissipada como energia térmica no resistor.
Por eliminagao, o iltimo termo representa a poténcia relacionada a energia armazenada no campo
elétrico do capacitor:

dUgp  qdq 1dq2_d 7 _q2
dt  Cdt 2C dt dt - Ue= (5.38)



Capitulo 6

Campo Magnético

6.1

6.2

Introducao

Cargas elétricas geram campos elétricos E e sofrem forgas elétricas Fp.

Cargas elétricas em movimento (correntes) geram campos magnéticos B e sofrem forgas
magnéticas Fg.

Nao existem cargas (monopolos) magnéticas. Lei de Gauss para o magnetismo:
7{ B-dA=0 (6.1)
A

Imas: materiais com propriedades magnéticas, resultante do movimento de cargas no nivel
molecular /atémico. Contem correntes microscépicas que criam campos magnéticos.

[mas tem sempre polos norte e sul indivisiveis: dipolos.
Oersted (1819): Corrente elétrica em fio deflete agulha imantada.

Ampere: Forcas magnéticas entre correntes. Correntes elétricas dao origem a fendmenos
magnéticos.

Faraday e Henry (1820): Corrente em circuito produzida por i) movimento de um ima ou ii)
variando corrente em circuito proximo. B varidvel — F.

Como dependem da velocidade das cargas, efeitos magnéticos sao relativisticos e dependem do
referencial. A relatividade mostra que campos elétricos e magnéticos podem ser convertidos
um no outro dependendo do referencial. Por exemplo, no referencial se movendo com uma
carga, a velocidade dela é zero e deve ser nulo o campo magnético por ela criado. Campos
elétricos e magnéticos sao faces da mesma moeda: o campo eletromagnético.

Forca Magnética e Campo Magnético

Vamos primeiro considerar o efeito de campos magnéticos em cargas elétricas em movimento.

Nao nos preocuparemos, no momento, com a criacao de campos magnéticos, o que investiga-
remos no préximo capitulo.

93
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e Suponha uma carga ¢ com velocidade ¥ na presenca de um campo magnético B.
Esta carga sofre uma forga magnética Fp:

Fp=qix B (6.2)
i‘)B o f/_ll
A { \) i )
a | L. '\ \
QN g A
N = )
B —PK \‘ 2 ‘i_-u_—‘—a
L) 4
+q ] o , —
B
v

Figura 6.1: Forga magnética (Serway). Regra da méo direita para uma carga negativa. (Halliday)

e Unidade de Campo Magnético: SI: Tesla [T N

/e CGS: Gauss [G]=10"4[T]

e Produto vetorial:

— |Fp| = quBsinf = g(vsinf)B = qu(Bsin0)

— Componente de v perpendicular a B, ou vice-versa.

— Direcao: Fgé L aambos ¥ e B.
Regra da mao direita:
i) dedos no primeiro vetor,
ii) rotacao na diregao do segundo,
iii) polegar d& direcao do produto vetorial.

— |Fp| maxima quando 6 = 90°, i.e. quando ¥ L B.

— ﬁB:Oseﬁ|| B.
e Trabalho de F 'B:

Wi, :/ﬁB.dgz/(ﬁB-a)dt:o (6.3)

pois Fp 1 v. Forga magnética ndo realiza trabalho, ndo alterando a energia cinética de
cargas.

e Forca magnética muda apenas dire¢dao de ¢/, ndo o moédulo.
e Representacao em 2 dimensoes de eixos trimensionais:

® : vetor saindo ® : vetor entrando
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6.3 Cargas em Campos Magnéticos

6.3.1 Campo Uniforme

Considere uma carga ¢ com massa m e velocidade ¢/ X X X X X
perpendicular a um campo B uniforme. Como Fp 1 7, a
direcao da velocidade muda continuamente:

~ dv dt -
Fp=m— — di=—Fpl7d 6.4
B dt m' P (6-4)
A forga magnética é portanto uma forca centripeta e a
carga realiza um movimento circular uniforme (MCU).
Se r é o raio do circulo, a segunda lei de Newton nos da:

Fg = ma
muv? muv
B = — —- r=— 6.5
qu . "="B (6.5)

Figura 6.2: Movimento circular uniforme
MCU: (MCU) de _»uma? carga ¢ em um campo
magnético B uniforme. (Serway)

Frequéncia angular: w = =— (6.6)

Perfodo: T = — = — = ——(6.7)

=

Trajetdria

Se ¥ faz angulo 6 com B temos:
MCU no plano de ¢ e Fg.
MU na diregao de B.

Se B = BZ e ¥ tem uma componente v, no eixo e outra
vy, no plano yz como na figura, temos

Fg = quy..B

vy = const. (6.8) Figura 6.3: Movimento helicoidal (MCU

+ MU) de uma carga ¢ em um campo
magnético B uniforme com componente de

O movimento sera entao uma composi¢ao de um MCU no . )
velocidade na direcao do campo. (Serway)

plano xy e um MU no eixo z: trajetéria helicoidal.

6.3.2 Desvio de feixe de carga

Podemos usar campos magnéticos para curvar a trajetéria de cargas.
Considere uma carga ¢, inicialmente em repouso, submetida a uma diferenga de potencial V/,
que acelera a carga até velocidade v. Temos

2 2V
Ei=Ef — Vq:% S ov=q /2 (6.9)
m
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Ao final da aceleragéo, a carga encontra um campo B uniforme e entra em MCU. O raio r da

trajetoria é

muv
r=— =
qB

e e

\
Detector
e, o
|

=1y
+ 1%
+
B~

——— - T ———

L

Figura 6.4: Espectrometro de massa.
(Halliday)
B
XX X X X o i
+ + + + + + 4
Fonte X[Xx[x[x]x[x].
J_‘ X|x|x|x|x|x|x|E
X | x| x| x|x|x]x
x| x [ x| x[xWmx]x AY
X x|[x]|x]|x|x]x
XYXYXYXYXYXYX
S P
Xi 26 X DX e K 8K
Ax
Figura 6.5: Seletor de velocidades.
(Serway)

(6.10)

m [2Vq  [2mV
gBV m \| ¢B2

Espectréometro de massa: Medindo o raio r = x/2, pode-
mos medir a razdo massa/carga da particula:

(6.11)

Medindo massas de vérios isétopos (que tém a mesma
carga), pode-se entao medir as razoes entre suas massas,
mesmo sem saber a carga.

Seletor de welocidade: — Particulas com velocidades
varidveis entram no campo magnético. Coloca-se um an-
teparo a uma distancia Az, de tal forma que a carga se
desvie verticalmente de Ay antes de ser detectada no an-

teparo:

Entretanto, se, na mesma regiao onde ha o campo B, apli-
camos um campo E constante (e.g. com placas paralelas),
a forca elétrica pode balancear a magnética e temos

F., = Fp
E
qEF = quB — v=—= (6.12)
B
Portanto, particulas que nao se defletem, i.e. para as

quais Ay = 0 tém exatamente velocidade v = E/B, e sao
separadas espacialmente das demais.
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Z

Figura 6.6: Efeito Hall. Uma corrente passa na placa de metal sob a acao de um campo B na direcao
y, e cargas sofrem forga magnética Fp na dire¢do z, desviando-se nesta direcao (Halliday). A medida que
estas cargas se acumulam nas partes superiores da placa metéalica, um campo elétrico é criado, produzindo
uma forga elétrica Fg. No equilibrio, F, = Fp. Se os portadores de carga forem negativos, a diferenca de
potencial criada tem sinal oposto. (Serway)

6.3.3 Efeito Hall

No efeito Hall, usa-se o fato de que as cargas sao desviadas e comecam a se acumular nas placas
de um metal, criando um campo elétrico, como em um capacitor. A forca elétrica resultante deste
b )
processo € oposta a magnética e, eventualmente a cancela. Temos entao, no equilibrio

Fg Fp (6.13)

qF

E
quB — V=g (6.14)

A diferenca de potencial entre as placas é V = Fd e portanto

v
_ 7 1
V=g (6.15)
Por outro lado,
i (i/A) i i
e = = .1
v p ng nqtd - " vqtd (6.16)
Combinando estes dois resultados, temos
i Bi
_ = 6.17
" WBdgd "7 gt (6.17)

0 que permite calcular o niimero de portadores de carga por volume, dados o campo, a corrente, o
potencial, a carga de cada portador e a espessura do material.
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6.4 Forca Magnética sobre Correntes

Para um elemento infinitesimal de carga dq com velocidade v, a forca magnética dﬁB é

dFp =dq o x B (6.18)

Figura 6.7: Elemento infinitesimal dL de fio, contendo carga dg em um campo B uniforme (Serway). Para
um fio retilinio, pode-se integrar a forca total no fio. (Halliday)

Se dq estd em um elemento de comprimento dL de um fio, com o qual associamos um vetor dE,
de forma que a velocidade do elemento de carga seja ¥ = dL/dt, a forga fica

q dl. =~ dq - = L
dFB:quxB:d—zdeB:ideB (6.19)

Para um fio retilinio de comprimento L, podemos integrar no fio e obter

—

Fg=iLxB (6.20)

ou seja, se B faz um angulo ¢ com o fio, temos

Fp = BiLsin¢ (6.21)
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6.5 Torque sobre Espira

Considere uma espira por onde passa uma corrente i, na
presenca de um campo B como indicado na Fig
Nos lados 2 e 4 da espira a forga forca magnética é

Fy = Fy = ibBsin(90° — #) = ibB cos 0 (6.22)

As forcas se cancelam, nao produzindo translagao.
FElas também nao produzem torque, e portanto nao ge-
ram rotagao da espira.

Nos lados 1 e 3, temos L1lBea forca fica

Fy = F3=1iaB (6.23)
Elas produzem torques 7 em relacao ao eixo central
da espira:
I b .
n=T=3 x| — legmBsmG (6.24)
e o torque total fica
T=1+ 713 =i(ab)Bsinf = iABsinf (6.25)
Definindo o vetor drea A = (ab)f, temos
7=iAxB (6.26)

Note que o torque tende a fazer a espira girar de até
que A aponte na dire¢do de B, situagdo em que 7 = 0.
6.6 Momento de Dipolo Magnético

Em analogia & defini¢do de dipolo elétrico, podemos con-
siderar uma espira com corrente como sendo um dipolo

magnético.
Analogamente, definimos o momento de dipolo
magnético i
fi=iA (6.27)
e o torque sobre a espira fica
F7=pixB (6.28)

Lembre-se que um campo E faz um dipolo elétrico gi-
rar até seu momento de dipolo elétrico apontar na direcao
do campo.

Da mesma forma, um campo B faz um dipolo
magnético girar até seu momento de dipolo magnético
apontar na direcao de B.

99
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Figura 6.8: Forca e torque sobre uma espira
de corrente. (Halliday)

|

Figura 6.9: Momento magnético de uma es-
pira de area A e corrente i. (Serway)
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Capitulo 7

Lei de Ampere

No capitulo anterior, estudamos como cargas em movimento (correntes elétricas) sofrem forcas
magnéticas, quando na presenca de campos magnéticos. Neste capitulo, consideramos como estas
correntes produzem campos magnéticos.

7.1 Lei de Biot-Savart

e A Lei de Biot-Savart determina o campo magnético )
dB gerado em um ponto P a uma distancia r de um / /;
elemento de comprimento ds em um fio por onde se
passa uma corrente i:

~~ ¢ p’
dB

uoz’dE’xf

dB = - (7.1)

a7 . . .
Figura 7.1: Lei de Biot-Savart para o

e Permeabilidade do vécuo: pg = 47 x 10~7 T-m/A. CaMpo magnético. (Serway)

Note que
e dBé L adSear Direcéao pela regra da mao direita:

— Coloque polegar na diregao da corrente.
— Os outros dedos se curvam na dire¢ao do campo.

— B é gerado circulando a corrente.
e dB x i, ds e sinf.

e dB oc 1/r2, como na Lei de Coulomb

e Para campo gerado por todo o fio, deve-se integrar
a Lei de Biot-Savart. Figura 7.2: Regra da mao-direita. (Serway)
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7.2 Exemplos

7.2.1 Fio Reto

Y
lds| =dx Py
/
/
/
/
/
r/ a
/
/
if
A b
T —x
ds 0
_—
X —> I

Figura 7.3: Campo devido a um fio reto.
(Serway)
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Considere um fio reto de corrente, como na Fig. A
contribuicao devido a um elemento ds do fio é mostrada
na figura. Todos os elementos dB do fio apontam para
fora da pégina, na direcao 2. Para a magnitude precisa-
mos calcular:

d§ x 7 = (drsinf)z (7.2)
A Lei de Biot-Savart nos da
1ot dx sin 6
dB = — 7.3
At 12 (7.3)
Usando 72 = 22 + a? e sinf = a/Vz? + a2, temos
) d
ap =k 997 (7.4)

4m (22 + a?)3/?
Usando o resultado da Eq. temos

. b . b
B - /dB _ uom/ dx _ Hota x
A J_y (22 +a?)3?  Am [a2V2? +a?]
,u()’i 2b
B = —|— 7.5
- 4ma |:\/b2_|_a2:| ( )

Para um fio infinito b — oo, e temos

7.2.2 Fio Curvado
AI

Cl

Figura 7.4: Campo devido a um fio curvo.
(Serway)

5 _ Mot
2ma

Considere um fio curvo de corrente, como na Fig. A
contribuicao do campo no ponto O devido a um elemento
ds do fio é mostrada na figura. Os elementos AA" e CC’
nao contribuem, pois neles ds || 7.

Em todos os pontos de AC, temos d§ L 7, portanto
|d§'x 7| = ds. A diregao do campo em O é entrando na
pagina. Pela lei de Biot-Savart temos:

Hoi ds
41 R2

que podemos facilmente integrar e obter o campo total:

. Mot
/ dB = / ds = {5 (0R)

ot
Lo g (7.8)

dB = (7.7)

Hot

B
AT R?

— B
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Se tivermos uma espira completa, § = 27 e obtemos

Kot
B="—
2R

7.2.3 Espira Circular

Figura 7.5: Campo devido a uma espira circular. (Serway)

Considere uma espira circular de corrente, como na Fig. A contribuigdo do campo no ponto
P no eixo x da espira devido a um elemento ds do fio é mostrada na figura.

Temos d§ L 7 para todos os pontos do fio (note entretanto angulo 6 entre 7 e o eixo y), portanto
|d§ x 7| = ds. Temos

tot  ds
dB = ————— 7.10

47 22 + R? (7.10)
Componentes de dB: dB, ao longo do eixo e dB, = dB| na direcao perpendicular.

Somando contribuicbes B; = 0 por cancelamentos. Calculamos entao B,, integrando dB, =
dBcos 6, onde cosf = R/vx? + R?:

[ pot ds R B B wiR
j{dBCOSG_?{Mﬂ_,_]:p\/m_ZL x2+R2 3/2?{61 $2+R2)3/2(77R)
pioi R

B, = —to
2(x2 + R2)3/2

(7.11)
Em z = 0, reobtemos o resultado anterior:

Pot
B, =B="1" 12
2R (7.12)

enquanto para x > R, lembrando do momento magnético u = i(7R?), temos:

B~ HOIR® _ po g

203 27w a3 (7.13)
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ou vetorialmente

5 Mo {

similar ao campo distante de um dipolo elétrico E= p/Amegx.

7.2.4 Forga entre correntes paralelas

Considere 2 fios paralelos de comprimento [ com cor-
rentes i1 e iy separados de uma distancia a.

Vamos calcular a forca magnética I no fio 1 devido ao
campo magnético B, do fio 2. Como B, é perpendicular
ao comprimento [ do fio, temos

. i
Fi = i11By sin 90° = ;1502 — 02 (7.15)
2ma 2mwa
Fy é simétrico sob 1 — 2. Portanto F5 = Fj.
A direcao de F5 é oposta a Fy, c.f. a 3% lei de Newton.
Correntes na mesma direcao: fios se atraem.

Figura 7.6: Forca entre dois fios paralelos Correntes opostas: fios se repelem

de corrente. (Serway)

7.3 Lei de Ampere

A Lei de Ampere relaciona a corrente (constante) que atravessa um circuito C' com a circulacao
sobre este circuito do campo B criado pela corrente:

fﬁdf = polin (Lei de Ampere) (7.16)
c

A corrente na Lei de Ampere é a corrente total (soma de correntes positivas e negativas depen-
dendo da diregao), que atravessam o circuito. Correntes ”fora”do circuito ndao contribuem.

A Lei de Ampere é uma das Equagoes de Maxwell e portanto uma lei fundamental do eletromag-
netismo. Podemos trivialmente verificar que a Lei de Ampere vale para um fio infinito de corrente,
em que B = poi/2nmr a uma distancia r do fio. Neste caso temos, para um circuito C' circular ao
fio, onde sabemos que B tem o mesmo valor, e aponta na direcao de di

= — ,uoi .
B-dl=¢Bdl=Bpdl=|—|(2 = 1
jli 7{ f (27r1"> (271) = pot (7.17)

Sendo uma lei fundamental, a Lei de Ampere vale ndo apenas neste caso, mas sempre.
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7.4 Exemplos

7.4.1 Fio com corrente

Circuito Superficie

Amperiano do fio
B
i 0)
Circuito
Amperiano

Figura 7.7: Campo fora e dentro de um fio, gerado por sua corrente. (Halliday)

Considere um fio reto com raio R com corrente uniformemente distribuida em seu interior, como
na Fig. [7.7] para o qual desejamos saber o campo B tanto dentro quanto fora do fio.
Usando a Lei de Ampere com um circuito Amperiano fora do fio, temos

}[E-dg jq{de—dez—B(zm)—uoi

ot
—-B = — 7.18
2nr ( )

Similarmente, usando um circuito dentro do fio e incluindo somente a corrente 7’ interna a r:

2
= o . LT
%B -d3 = B(2nr) = poi’ = Hol 7
pot
=B T (7.19)

7.4.2 Exercicio: Fio com corrente e cavidade

Considere um fio cilindrico, como anteriormente, mas com
uma cavidade cilindrica como mostrado na Fig. Mos-
tre que o campo magnético B em um ponto P genérico
dentro da cavidade é constante. Essa é uma maneira de
obter uma regiao com campo magnético constante.

Sugestao:

Considere primeiro o fio cilindrico sem a cavidade e
expresse a resposta em termos de r e . Considere entao
um fio com densidade de corrente no sentido oposto na
posicao da cavidade; expresse esta resposta em termos de Figura' 7'8: _ Fio cilindrico com uma cavi-
r e 6. Por fim, use o principio da superposicao para a dade cilindrica em uma regiso qualquer.

corrente total no fio.
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7.4.3 Solendide

——h—
% 4

o[¢[e[e]e]e]e]eTo e e e e e e e e] —

— I —

{33 9 T

Figura 7.9: Campo em um solendide. (Halliday)

Considere um solenéide, como na Fig. para o qual desejamos saber o campo B em seu
interior.

O solendide é basicamente uma soma de espiras empilhadas.

No seu interior, os campos se somam e o campo total é aproximadamente constante e uniforme.

No seu exterior, os campos se cancelam, e o campo é aproximadamente nulo.

Solendide ideal: o comprimento € infinito e uma densidade de espiras infinita.

Considere o circuito abcd mostrado, que contém N espiras com suas correntes atravessando o
circuito. Usando a Lei de Ampere, temos

f{ B - d5 = poiin (7.20)

Temos

b c d a
]{B-dgz/B-d§+/B-d§+/ B-d§+/ B-ds (7.21)
a b c d

Destas, somente a primeira produz valor néao nulo e igual a Bh. A segunda e quarta sdo nulas
pois o B L dl e na terceira B = 0. Além disso, definindo

n= ﬁ: numero de espiras por unidade de comprimento (7.22)

temos 4;;, = Ni = nhi

]{ B-d§ = pgi;m — Bh= pginh (7.23)
— B = pupin  (Solendide ideal) (7.24)
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7.4.4 Toroide

Circuito

Figura 7.10: Campo em um tordide. (Halliday)

Considere um toréide com raio r, como na Fig. [7.10] para o qual desejamos saber o campo B

em seu interior.
O tordide é basicamente um solendide curvado e com as extremidades identificadas.

Usando a Lei de Ampere, temos

f{ B-d3 = pgi;m — B(2nr) = poNi (7.25)
Ni
B = “;WTZ (Toréide) (7.26)

7.5 Magnetismo na Matéria

Vamos agora investigar o que ocorre com campos magnéticos na presenca de um meio material.

7.5.1 Momento de Dipolo Magnético e Momento Angular

e Os atomos e fons podem possuir momento de dipolo magnético /i, normalmente relacionado
a um momento angular do dtomo.

e Considere um elétron de massa m e carga —e orbitando um nicleo atomico em uma trajetoria
circular e raio r. O momento angular L é dado por

L =muor (7.27)

e Por outro lado, a corrente associada do movimento do elétron, bem como o momento de
dipolo magnético ficam

. e ev
VA = _——= —
T 2rr
ev evr
- 'A:(—) 2_ & 7.28
a ! 27y o 2 ( )
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Usando entao vr = L/m, obtemos

e
=—1L 7.29
p=g (7.29)
ou, vetorialmente, como a carga do eletron é negativa,
e -
f=——0L 7.30
A=—5 (7.30)

Na mecéanica quantica, verifica-se que o momento angular dos dtomos é quantizado, de modo
que a trajetoria corresponda a um numero inteiro de comprimentos de onda associado ao
elétron. Esta é a base do modelo do dtomo de Bohr, que leva a quantizacao dos niveis de
energia.

Os elétrons e atomos também possuem spin, que também esta relacionado a um momento de
dipolo magnético.

7.5.2 Diamagnetismo e Paramagnetismo

Na maior parte dos materiais, os momentos magnéticos dos atomos se cancelam devido a
orientacgoes aleatorias.

Quando um campo magnético é aplicado, um alinhamento resultante destes dipolos magnéticos
ocorre e 0 meio se torna magnetizado.

Lembre que a polarizacao elétrica sempre aponta na direcao do campo externo FE.

Em se tratando de um campo magnético externo, no entanto, alguns materiais tém seus
dipolos magnéticos alinhados na direcao de B (paramagnéticos), enquanto outros se alinham
na direcao oposta a B (diamagnéticos).

O paramagnetismo se d4 devido ao fato de que os momentos de dipolo magnético sofrem um
torque e tendem a se alinhar com o campo externo.

Alguns materiais mantém um momento de dipolo magnético mesmo apéds a retirada do campo
externo. Kstes sao ditos ferromagnéticos. Sao usados e.g. como imas. Nestes materiais,
a magnetizagdo depende de toda a histéria do material, e nao apenas no campo externo
momentaneo.

O diamagnetismo ¢é causado pela indugao de Faraday, um efeito que estudaremos no préximo
capitulo. Basicamente, a variagao do campo magnético externo By, (enquanto ele é criado)
gera uma voltagem V que causa uma corrente induzida i;,4, cujo campo induzido B;,q se
opoe ao campo original B,;4. Portanto, o dipolo magnético ji;,q se alinha na diregao oposta
ao campo original B,.;y. Esse efeito, embora sempre presente, em geral ¢ mais fraco do que
o paramagnetismo, quando ambos ocorrem.
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7.5.3 Magnetizacao M
A
e Magnetizagao: M = momento de dipolo dsi .
magnético [ por unidade de volume v !
- _ A
M=-— 7.31
Av ( )

[ Considere a magnetizagéo em um elemento in- Figura 7.11: Magnetizag;ao em um elemento de
finitesimal de volume Av = A ds, a que "asso- volume Av = A ds ao redor do qual passa uma
ciamos”uma corrente ¢. Temos corrente 7.

op iAo
Av Ads ds
e Portanto, a corrente no circuito do elemento fica

i = Mds (7.33)

(7.32)

e Considere agora uma fatia de altura ds composta por varios elementos de circuito como esse,
representando e.g. o momento de dipolo de uma camada de dtomos:

Figura 7.12: Magnetizacao de varios elementos de volume Av = A ds. Para magnetizacao constante, as
correntes internas se cancelam, sobrando apenas uma corrente total circulante. Essa corrente i.,,, embora
nao necessariamente real, é chamada de corrente de magnetizagao.

e As correntes internas se cancelam, enquanto as externas se mantém formando uma ”cor-
rente” de magnetizacao ip;. M

e Considere novamente 1 elemento, com a corrente de

magnetizacao mostrada entrando na pagina. — = = — |

e No circuito mostrado, para o qual temos |
4@ | |ds

?{M - di=Mds =i (7.34) : ! *

EAR |

pois M = 0 fora dos elementos e M L d3 nas bordas

de cima e de baixo.
Figura 7.13: A circulacdo de M no circuito
é igual a corrente de magnetizacao.
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—
|
|
(oS RS s . . -
| ®, e Para obter a circulacao em um circuito qual-
I =t = quer, basta considerd-lo como a soma de
! varios elementos, pois as contribuicoes in-
= ——— | —
[ ternas se cancelam, sobrando apenas as bor-
|
Lalle das.
A . .
AL e Portanto para um circuito ¢ qualquer, com
: magnetizacao constante, temos que a cor-
L rente de magnetizacao fica
) ) ~ o iy = 7{ M -ds
Figura 7.14: A circulacdo de M em um circuito qual- elementos
quer pode ser obtida como a soma sobre varios ele- S
mentos, pois as contribuigoes internas se cancelam. = M -ds (7.35)
(&

7.5.4 Lei de Ampere

Considere uma regiao do espaco onde ha correntes livres i; e correntes de magnetizagao ipr. A Lei
de Ampere leva em conta todas as correntes, e nos da

}z{ B - d5 = poiror = poliy + inr) (7.36)
Usando iy = § M - d§, obtemos
= .d3=1i +j{z\2 - dF (7.37)
Ko
B .
%%(—M) 'd§:il
Ho
Definimos o vetor H:
. B - . .
H = ——-M ou B=pu(H+M) (7.38)

para o qual a Lei de Ampere fica
fﬁ i =i (7.39)
i.e. H é determinado apenas pelas correntes livres. Para materiais lineares, temos
M =y H (7.40)
onde yjs: susceptibilidade magnética. Neste caso temos
B = po(H+ xmH) = po(1 + xum)H = pH (7.41)
onde p: permeabilidade magnética. Finalmente
ky = pi/po = (1 + xar) é a permeabilidade relativa (7.42)

E a Lei de Ampere também pode ser escrita como

fﬁ dF=pip. (7.43)



Capitulo 8

Lei de Faraday

Ja vimos que cargas estaticas geram campos elétricos, enquanto cargas em movimento, i.e. corren-
tes, geram campos magnéticos. Neste capitulo, veremos uma segunda maneira de gerar (induzir)
campos elétricos: variando o fluxo magnético. Este resultado é formulado pela Lei de Faraday, que
sintetiza uma série de observacoes em que ocorre inducdo do campo elétrico

8.1 Introducao

e Faraday observou que correntes varidveis em um circuito geram uma corrente em um circuito
préximo.

e Com o conceito de campo magnético, ficou claro que a corrente variavel do circuito produz um
campo magnético varidvel, que, por sua vez, gera uma corrente elétrica no segundo circuito.

e Similarmente, movimento de um ima em um circuito gera neste uma corrente.

e Observa-se também que, mantendo o campo fixo, mas variando a area de um circuito em
contato com o campo magnético, ou ainda a orientagao do circuito relativa ao campo, uma
corrente no circuito também é gerada.

e Em conjunto, estas observacoes indicam que a variacao do fluzo magnético gera um campo
elétrico associado a uma voltagem que, na presenca de cargas, gera uma corrente induzida.

8.2 Inducao: fem induzida

Antes de enunciar a Lei de Faraday, que fundamentalmente descreve a indugao elétrica, vamos
considerar uma situacao especial em que ela pode ser ”"deduzida”.

Considere, primeiramente uma barra condutora de comprimento [ que se move em um campo
B, com velocidade constante v. Uma carga ¢ < 0 na barra sofre uma forca magnética Fp = quB
que cria uma corrente ¢ vertical na barra.

Essa situacao é equivalente a se houvesse um campo elétrico £ = vB vertical na barra, pois,
neste caso, teriamos uma forca elétrica Fp = qF = quB. Portanto, é como se houvesse uma
diferenca de potencial AV na barra:

AV = El = Blu (8.1)
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B
X X X Ps
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Figura 8.1: Uma barra condutora se move em um circuito fechado. Como as cargas estao confinadas no
condutor, a forca magnética as move para baixo, como se estivessem na presenca de um campo elétrico
E = vB. Verifica-se que a fem associada a E é igual & variagao temporal do fluxo magnético no circuito.

De fato, no referencial que se move junto com a carga (no qual ela estd em repouso), a carga
néo tem velocidade, e ndo pode sofrer forca magnética! Entretanto a carga deve continuar sentindo
uma forga que a mova para baixo. A resolucao desta questdo é dada nas chamadas Transformacoes
de Lorentz desenvolvidas na Relatividade Especial. A resposta é que, de fato, neste referencial
existe um campo elétrico dado por £ = vB!

Se agora conectarmos a barra vertical a um circuito fechado com uma resisténcia R, temos que
essa situacao é equivalente a termos uma forca eletromotriz &:

€] = Blv (8.2)
A corrente no circuito fica entao
& Blv
| = — = —— 8.3
i=5 =g (8.3)

Consideremos agora o fluxo magnético neste circuito:
dp = BA = Blx (8.4)
e a variagao temporal de ®5 no circuito quando a barra se move com velocidade v = Az /At fica:

dq)B d dx
o dt( lx) ldt v=1|E&| (8.5)
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Este resultado, obtido para este caso particular, na verdade vale sempre, mesmo quando o fluxo
muda devido a e.g. um campo B varidvel e nao ao movimento do circuito.

Como ha uma corrente ¢ para cima no fio, este sofrerda uma forga magnética F,, = Bil para a
esquerda. Para que a velocidade seja constante, é preciso aplicar na barra uma forga Fap = —Fm:

) Blv B2%y
Fap:le:B<R>l— 7 (8.6)
Esta forca prové uma poténcia F;, ao sistema:
AW  FpAx B2%?
Pap = E = aZt = Fap’U = R (87)
Por outro lado, a poténcia dissipada no resistor é
, Blv\? B2%?
Pys=Ri*=R <R> == (8.8)

i.e. a energia fornecida pela forca aplicada é transferida para o movimento das cargas e dissipada
no resistor. Note que o campo magnético, como sempre, nao realiza trabalho.

8.3 Lei de Faraday

A Lei de Faraday formaliza as observacoes men-
cionadas na introducao e generaliza o resultado da
dltima segdo. Considere um circuito C' e uma su-
perficie aberta S qualquer que se apoia em C. O
fluxo magnético na superficie S é dado por

g :/E-dﬁ (8.9) &
S

Unidade de fluxo magnético: Weber [Wb]=[T] [m2] Figura 8.2: Superficie S apoiada no circuito C.
A Lei de Faraday relaciona a variagao temporal

A Lei de Faraday diz que a variacao temporal do fluxo de B em 5 com a circulagao de £ em €

deste fluxo magnético em S induz a formagao de um
campo elétrico circulante em L de acordo com

L Ao, ,
=¢ F-dl = ——= (Lei de Faraday) (8.10)
" dt

Note que
e (' é aborda de S. A Lei de Faraday relaciona, portanto, a variacao temporal do fluxo de B

em S com a circulagdo do campo FE induzido na borda de S.

e Como B -dS = BdS cos 0, a variacao temporal de @% pode ocorrer porque o campo B varia
no tempo, ou porque a area S em contato com B muda, ou ainda porque a orientagao de S
em relagao a B, i.e. #, muda.

e Por definigao, £ = fc E-dléa voltagem induzida no circuito. Se houver um resistor R, uma
corrente ¢ = £/R, serd induzida em C.

e Note o sinal negativo no lado direito, relacionado com a Lei de Lenz, a seguir.
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8.4 Lei de Lenz

e Interpretacao do sinal negativo da Lei de Faraday.

e Lei de Lenz: A variacao do fluxo magnético induz um efeito (campo elétrico, voltagem, ou
corrente induzida) que tende a anular esta variagao.

e Permite sabermos a direcdo da circulacao de F, i.e. a direcao da voltagem e da corrente
induzida como resultado da variacao do fluxo.

e Vamos considerar alguns casos possiveis. Para isso, considere uma espira, i.e. um circuito L
e uma superficie S que se apoia em L. Suponha que um campo B atravessa a superficie S,
que permanece fixa.

Figura 8.3: Lei de Lenz. Quando um ima se aproxima da espira, o fluxo através desta aumenta. A corrente
induzida na espira produz um campo contrario ao campo original, a fim de anular a variagao no fluxo original.
Note ainda que a espira desenvolve um dipolo magnético para a esquerda, i.e. oposto ao do ima. Portanto,
existird uma forca de repulsao entre eles, no sentido de afastar o ima e impedir o aumento do fluxo.

e Campo aumentando com tempo: 9B/t >0 — d®p/dt > 0 e & < 0. Portanto, E teré
a diregcao oposta a dl_: i.e. a corrente induzida ¢ também tera direcdo oposta a dl. Mas essa
corrente induzida gera um campo Bj,q que aponta no sentido oposto ao campo B original,
i.e. Bjyq aponta no sentido tal que tende a diminuir o fluxo magnético, cujo aumento foi a
causa original da corrente.

Imagine que isto acontece porque aproximamos um ima (que gera B) da espira, o ima e a
espira sofrerao uma forga de repulsao mitua (dois dipolos magnéticos em sentidos opostos),
que, novamente, tende a anular o efeito que gera a corrente induzida.

e Campo diminuindo com o tempo: 0B/0t <0 — d®p/dt < 0e & > 0. Portanto, E e terdo
a mesma direcao de di. Esta corrente induzida gera um campo Bj,q que aponta no sentido do
campo B original, i.e. Bj,q tende a aumentar o fluxo magnético, cuja diminuicao foi a causa
original da corrente.

Se isto ocorre porque afastamos um ima da espira, o ima e a espira sofrerdao uma forca de
atragdo mutua (dois dipolos magnéticos no mesmo sentido), que, novamente, tende a anular
o efeito que gera a corrente induzida.

e Se o lado direito da Lei de Faraday tivesse sinal positivo, teriamos um run-away process, i.e.
o aumento do fluxo tenderia a aumentar o fluxo ainda mais, tendendo a um fluxo infinito.
Assim, produziriamos uma corrente infinita com um mero movimento do magneto na direcao
da espira! Obviamente esta situagao nao conserva energia.
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8.5 Aplicagoes

8.5.1 Exemplo 1

Considere o circuito mostrado na Fig [8.4] que
tem resisténcia R e estd conectado a uma bateria
com fem Epq. O campo magnético varia com o tempo
como B(t) = (t2 +2t+17) T.

=

G

a) Qual a magnitude e dire¢ao da fem &;,4 induzida

no tempo t7 . . _
Figura 8.4: Bateria conectada a um circuito com

L, campo magnético crescente. (Hallida
O fluxo no circuito é dado por 8 ( ¥)

2

®p=BA= B% (8.11)
e a voltagem induzida fica
ddp 7wt d 9 2 9
[Einal = == = 5 2 (B F2+7) = (2t +2) = mr2(t + 1) (8.12)

O fluxo estd crescendo com o tempo. O campo B;,q induzido deve se opor a este crescimento e,
portanto, apontar no sentido contrario a B, i.e. dentro da pagina. Portanto, i;,q € £;,q devem estar
no sentido horario.

b) Qual a corrente no circuito no tempo ¢ 7

Como &;,q tem direcao oposta a Epyt, a corrrente terd a direcdo da maior fem. A magnitude é

. gind - 5bat 7'("/“2 (t + 1) - gbat
p— pr— 8- 13
! R R (8.13)

No tempo t = et/ (77%) — 1, a corrente é nula.

8.5.2 Exemplo 2

Considere o circuito mostrado na Fig [8.5] atra-
vessado por um campo B = 4t2x, que varia no tempo
e no espaco. Qual a fem &;,4 induzida no tempo t?

O fluxo é dado por

dp = /E-d/f:/BdA:/B(de)
Figura 8.5: Circuito em um campo magnético

w
= /(47523:)de = 42H / rdr variando no espaco e no tempo. Como B depende
0 de x, consideramos o elemento de drea dA = Hdx

na integragao do fluxo. (Halliday)

s
I
S

2
= 41t2HW7 = 2°W?H



76 CAPITULO 8. LEI DE FARADAY

Portanto,

4o
|Eind| = dTB = 4W?H (8.14)

8.5.3 Exemplo 3

Figura 8.6: Tubo de raio R com campo magnético B que varia no tempo. Anéis de cobre sdo colocados
dentro e fora do tubo, e tém um campo E circulante. O campo induzido cresce dentro do tubo e decai fora
dele. (Halliday)

Considere um tubo de raio R de campo magnético B uniforme, mas que varia no tempo com
uma taxa constante dB/dt =const., e um anel de cobre de raio r concéntrico ao tubo. Encontre o
campo FE circulante dentro e fora do tubo.

Da simetria, temos que E deve ser circular no fio. Portanto para todos os pontos r, temos

fﬁ dl = ?fEdz = E%dl = E(27r) (8.15)

Para r < R, temos

do dB
5 =BA=B(m?) — dTB = mﬂE (8.16)
Portanto, a Lei de Faraday nos da
dB dB
E(27T'f') = WTQE — FE = gﬁ (817)
Ja para r > R, temos
ddp dB
®p = BA = B(rR? — =n1R*— 8.18
B @B) = g = g (8.18)
Portanto,
dB R? dB
E(2nr) = TR*— = — 1
(2nr) =7R o — 5 di (8.19)
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8.5.4 Exemplo 4

Considere agora um gerador de corrente alternada, como na Fig[8.7 Vamos assumir que o circuito
mostrado estd girando com velocidade angular w constante, impulsionado por um rotor externo,
na presenca de um campo magnético B constante.

Circuito

Circuito
| externo

Rotor Escovas

externo

Figura 8.7: Gerador de corrente alternada. A rotac¢do do circuito faz o fluxo magnético neste variar e induzir
uma corrente alternada no circuito, convertendo a energia mecénica de rotagdo em energia elétrica. (Serway)

O fluxo magnético através do circuito rotante é &
dp = / B-dS = / BdS cosf P
circuito circuito max
= Bcos# dS = BScos# /\ /
circuito ¢
Para w = constante, temos 0§ = wt — ®p = BS cos(wt). \/ \/
A voltagem induzida é entdo dada por
Add Figura 8.8: Voltagem senoidal obtida no ge-
Eina(t) = _TtB = —BSw(—sin(wt)) rador de corrente alternada. (Serway)
= BSwsin(wt) (8.20)

Conectando uma resisténcia R (ou uma torradeira como

na Fig , a corrente induzida no circuito externo sera i(t)
Ema(t)  BS £ @ R
i(t) = m]f_fg( ) _ R“’ sin(wt) (8.21)

A poténcia dissipada no resistor é

.9 B252W2 .. 92 . .
Pys = Ri* = ———— sin”(wt) (8.22) Figura 8.9: Voltagem e corrente senoidal

conectada a resisténcia R.
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Por outro lado, o circuito tem um momento de dipolo magnético i, e sofre um torque 7

7 =|iix B| = uBsin(180° — 0) = pBsiné (8.23)

Como p = iS, temos
T = i(t)SBsin(wt) (8.24)
Portanto, para que w seja de fato constante, é preciso que um torque externo 7, = —7 seja

aplicado ao circuito. A poténcia fornecida por 7,, = 7 X Fy, é

— 5 Ta
P,y = Fop-U = Foppv = (TP) (wr) = Tepw
= [i(t)SBsin(wt)jw = i(t)SBwsin(wt)
202, 2
= <BSw sin(wt)) SBwsin(wt) = %sirﬁ(wt) = Puis

Portanto, a poténcia mecanica aplicada ao circuito é convertida exatamente na energia dissipada
no resistor.



Capitulo 9

Indutancia

9.1 Indutores e Indutancia

Neste capitulo, estudamos os indutores e suas indutancias, cujas propriedades decorrem diretamente
da lei de inducao de Faraday.
Capacitores: Recapitulagao

Lembre-se que, no caso de um capacitor, a carga elétrica acumulada nas placas de um capacitor é
proporcional a voltagem entre as placas: ¢ o< V. A capacitancia C foi definida como a constante
de proporcionalidade:

qgq=CV (9.1)

ou C = ¢/V. Ou seja, entre as placas do capacitor, tem-se uma diferenga de potencial Vi

Vo = (9.2)

q
C
Indutores

Como o capacitor, um indutor é um elemento de circuito, sob o qual existe uma certa voltagem. O
exemplo tipico é um solendide, pelo qual passa uma corrente variavel. Esta gera uma variagdao do
fluxo magnético através do indutor, que induz uma voltagem induzida em suas extreminadas.

Em analogia ao tratamento dos capacitores, o fluxo magnético total em um indutor formado por
N espiras é proporcional ao campo magnético, que por sua vez é proporcional & corrente elétrica
nas espiras: @}5 o i. A constante de proporcionalidade é a indutancia L:

oL =Li (9.3)

ou L = @%/i. Pela Lei de Faraday, a diferenca de potencial no indutor é Vi = —8<I>£/(9t, ie.

0
v, =-LY (9.4)

A unidade de indutancia é o Henry [H]=[T][m?]/[A]=[V][s]/[A]
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9.2 Indugao Mutua

9.2.1 Solendide

Considere dois solendides concéntricos de raios R e
Ry, correntes i1 e i , N1 e No espiras, e comprimento /.
O campo criado pelo solendide 1 é

N
“Li, (0<r <Ry (9.5)

B1 = po i

Portanto o fluxo magnético ®,(;) produzido sobre as Ny
espiras do solendide 2 por Bj fica

L N .
(1)2(1) = NQ/Bl : dA2 == NgBl(ﬂ'R%) == NQ(HOTIH)(TFR%)

- uONlelR%il (9.6)
Portanto,
Qo) = Lioia (9.7)
Ly = MONlNQWZR% (9.8)

e Loi é a indutancia mitua. Similarmente,
Figura 9.1: Indutancia mutua de dois

solenéides (Nussenzveig).

N.
By = MOT%‘Q, (0 <7 < Ry) (9.9)

Portanto o fluxo magnético @,y produzido sobre as Ny espiras do solendide 1 por B fica

Dy =N /J.%dffl = N1 By(nR?) = uoNlelR%ig (9.10)

e temos
Qyo) = Ligiz (9.11)
L, = uoNlelR% = Ly (9.12)

9.3 Auto-inducao

9.3.1 Solendide

Se fizermos os dois solendides coincidirem (i.e. R; = Ry = R, etc.), ou se simplesmente considerar-
mos o fluxo de um solendide sobre ele mesmo, temos

2

P = NONQ#i (9.13)
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Portanto a sua (auto) indutéancia fica
L= pgN?—— (9.14)
Note que L o< N2, pois o fluxo em cada espira é proporcional a N, j& que depende de todas as outras,

e o fluxo total produz mais um NN. Adiante, estaremos sempre nos referindo a auto-indutancia, a
qual chamaremos simplesmente de indutancia.

9.3.2 Cabo Coaxial

Considere um cabo coaxial, como mostrado na
Fig[9.2] formado por um fio condutor cilindrico de raio
a, envolvido por capa cilindrica condutora de raio b.
A corrente passa em um sentido no condutor interno,
retornando no outro sentido pela capa externa.

O campo B tem linhas de campo circulares, como
no circuito C. Pela Lei de Ampere

L i - a
2mpB = poi — B =124 (9.15) N

o 27rp(’0 L
Suponha que a <« b e o fluxo no fio interno pode
ser desprezado. Considere o retangulo ADD’A’, onde
AD = 1. O fluxo neste retangulo fica

Figura 9.2: Indutancia de um cabo coaxial
(Nussenzveig).

b b
> = /é-d§:AD/ Blpydp — 1100 [ 9P
a 2m Jo p
potl b
_ Z 1
5 10 <a> (9.16)
Portanto, a indutancia é dada por
tol b
L="— — 1
5, 1 <a> (9.17)

9.3.3 Tordide

Considere o toréide com N espiras circulares, mos-
trado nas Figs e com raio médio = a e raio
da secao circular = b.

O ponto P tem coordenadas (p,¢). A linha de
campo que passa por P, é um circulo de raio r = PP/,
onde

)
PASY -

1
1
: |
: [——— g —————»
b

r=a— pcosy (9.18) ' '
A Lei de Ampere d4 em P: Figura 9.3: Indutancia de um tordide
(Nussenzveig).

2nmrB = Npoi (9.19)
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ou seja
N/L()i 1
B = 9.20
(p.¢) = — p——— (9.20)
Portanto o fluxo magnético ® através das N espiras do tordide fica
. N N2ni b 27 d
@:N/B-dA: Moz/pdp/ S (9.21)
2 Jo 0 a—pcosy
A segunda integral é dada por (veja Apéndice
2
d 2
/ LA (9.22)
0 a—pcosy a? — p?
Portanto

b b
o= N%i/o \/% — N2 (—\/a2 - p2>0 — N2pgi (a —Vaz— b2) (9.23)

e a indutancia fica

L= N?pu (a —Va?— b2) (9.24)

Para b < a, temos L = N2pga(l — /1 —b2/a?) =~ N2upa(b?/2a%) = N2pg(nb?)/(2ma) =
N21gA/(2ma), como seria obtido com B ~ const.= N ioi/(2ma) em toda a secdo circular do toréide.

9.4 Circuito RL

9.4.1 Corrente crescendo

Considere um circuito RL conectado a uma bateria £
¢a S (switch a) e com corrente crescendo:
®) .
d
+ R E-Ri—LY =0 (9.25)
€l dt
B L A solugao para i(t) pode ser obtida de maneira
idéntica ao circuito RC:
di R &
S4li=2 2
T AR (9:26)

Multiplicando por /L temos:

% (z’(t)etR/L> - %etR/L (9.27)

Figura 9.4: Circuito RL. (Halliday).

Integrando

i(t)etR/L = /ietR/LdtnLK:;etR/LJrK

—i(t) = % + Ke tR/L

(9.28)
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Como i(0) = 0, temos

e a solucao fica

9.4.2 Corrente decrescendo

83

(9.29)

(9.30)

Suponha que agora a bateria seja desconectada do circuito RL (switch b). Temos

di
_ri—-1% —p
TR

(9.31)

Note que Vi, tem o sentido oposto a variacao de fluxo magnético, ou a variagdo da corrente no
tempo. Como agora a corrente estd decrescendo, V7, terd sentido oposto ao caso anterior. Mas isso
ja esta garantido pela equacao acima, pois agora di/dt < 0, que ja produz o sentido correto. A

solucdo para i(t) fica:

di R
dt * L
Como i(0) = £/R, temos

i(t) = %e_tR/L

9.5 Circuito LC

Para um circuito LC, temos

q di di q

——L—=0 - =— 9.33
c vat S T at IC (9:33)
No sentido escolhido, o capacitor estd descarregando e

portanto temos ¢ = —dg/dt. Derivando temos

d?i i 9.
1

onde wy = 9.35
" VIC (8:39)

A solugao fica

i(t) = Acos(wot + )

e portanto a carga

4(t) = — 2 sin(wot + )

wo

Zi=0—i(t) = Ke R/

(9.32)

L C

Figura 9.5: Circuito LC. (Halliday).

(9.36)

(9.37)

Como nao hé dissipacao de energia por resistores, as cargas e correntes ficam oscilando, trans-

ferindo energia do capacitor para o indutor e vice-versa.
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9.6 Energia do Campo Magnético

Considere um circuito RL conectado a uma bateria £ e com corrente crescendo:

dz

E—Ri =0 9.38
i— L (9.38)
Multiplicando essa equagao por ¢, temos
di
i =Ri*+ Li™ (9.39)

dt

O primeiro termo ¢ a poténcia provida pela bateria e o segundo termo a poténcia dissipada pelo
resistor. Portanto, o ultimo termo é a poténcia armazenada no indutor:

dUp dz L di® d (Li® Li?
dt Yt T 2dt  at ( > B= (9.40)
A densidade de energia magnética em um solendide de comprimento [ e area A fica entao:
Up Li%/2
=2 = 9.41
YB T Nl T Al (9.41)
Para o solendide, L = ,ug *AeB= Mo N
Li? N? i? poN%i2 B2
A — = = — 9.42
YB oAl <”O I ) 2Al 22 2 (9.42)
e podemos interpretar a energia como armazenada no campo magnético.
9.6.1 Exemplo: Cabo coaxial
Para o cabo coaxial, vimos que
Mot
= 9.43
2mp” (9.43)
o que d4 uma densidade de energia
1 (i po i
- (£ 22 9.44
B 2 <27rp> 82 p? (9-44)

Portanto a energia total em um segmento de comprimento [ do cabo fica

l b 2w
/quV:/ dz/ pdp/ dy up
2m -2 b
d
:/dz/pdp/ SO&L: “02(52)/p
872 a P
_ poi®l | _ Mol b\ -
= n(-— = n|({-— 1
47 a 2 | 2r a

= %LZQ (9.45)

Ug




Capitulo 10

Equacoes de Maxwell

10.1 Fluxo Magnético

e Lei de Gauss: relaciona fluxo elétrico com carga elétrica.

e O equivalente para campos magnéticos também é uma equacao fundamental do eletromagne-
tismo:

P = % B-di=0 Leide Gauss, Magnetismo (10.1)
S

e Expressa a inexisténcia de cargas magnéticas, também chamadas monopolos magnéticos.

e Campos elétricos sao gerados pela simples presenca de cargas elétricas, ou pela variacao
temporal de campos magnéticos. J& os campos magnéticos podem ser produzidos por corren-
tes, i.e. cargas em movimento, ou, como veremos adiante, por variacdo temporal do campo
elétrico.

e Apenas configuracoes dipolares, como e.g. imas com polos norte e sul, podem gerar campos
magnéticos. Tais configuragdes surgem de movimentos internos de cargas dentro dos corpos
magnéticos.

e Paul Dirac mostrou que, se monopolos magnéticos existissem, isso explicaria a quantizacao
da carga elétrica. Infelizmente, cargas magnéticas nunca foram observados.

10.2 Corrente de Deslocamento: Lei de Ampere-Maxwell

Considere um capacitor de placas paralelas sendo carregado. Pela Lei de Gauss, a carga em um
determinado instante é dada por

q=c®% (10.2)
onde @% é o fluxo por uma superficie S que contém ¢. A corrente no circuito associado é

dg doy,

= = ¢g—= 10.
1 dt €0 di (03)

Entretanto, entre as placas, nao ha movimento de cargas e nao hd, portanto, corrente de conducao.
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Para impor uma ”continuidade”da corrente, Maxwell propos a idéia de uma corrente de deslo-
camento ig entre as placas igual a corrente de conducgao no circuito:
S
ddy
dt

ig=1=¢g (10.4)

O nome nao é apropriado, pois ndo ha movimento de cargas que crie corrente entre as placas. A
idéia, no entanto, é que a variacao temporal do fluxo elétrico faz o papel de uma corrente imaginaria
entre as placas.

Em outras palavras, da mesma forma que no circuito existe um campo elétrico empurrando
as cargas e criando a corrente de conducao, entre as placas também existe um campo elétrico; ele
simplesmente nao tem cargas para criar uma corrente de conducao, mas ele estd associado a uma
corrente de deslocamento.

De fato, entre as placas do capacitor E = o/¢j e o fluxo na superficie S de drea A do capacitor
6 &% = EA = 0A/ey = q/ep. Portanto, pela Eq. 1q fica

d@% d (q dq
0= —eo (L) =% 10.5
T T <60> a (105)

Maxwell propos entao que esta corrente de deslocamento deve ser adicionada a corrente de conducao
na Lei de Ampere

fé-df = p10(icond + ia) (10.6)
C
ou seja
Lo , do?, .
B-dl = jpoicond + Mo€o pm (Lei de Ampere — Maxwell) (10.7)
C

Note que, com essa adicao, se estabelece uma simetria
com a Lei de Faraday: da mesma forma que a variagao do
fluxo magnético gera um campo elétrico, agora vemos que Caminho C
a variacao do fluxo elétrico gera um campo magnético.

De fato, a Lei de Ampere nao faria sentido sem o
termo extra de Maxwell. Uma maneira simples de ver
isso é imaginar uma superficie aberta S; definindo uma
curva C, atravessada pela corrente de condugao, como na
Fig [[0.1] Pode-se usar a Lei de Ampere para obter o
campo magnético circulante nesse caminho. Entretanto,
se mantivermos a curva C' mas deformarmos a superficie
de tal forma que ela passe entre as placas do capacitor e
nunca seja atravessada pela corrente (e.g. a superficie S),
a Lei de Ampere original diria que a circulagdo do campo Figura 10.1: Corrente de deslocamento em
em C ¢ nula. Obviamente, o campo magnético real na0 um capacitor de placas paralelas e carga q.
pode depender da configuracdo de uma superficie ima- O campo magnético no caminho C nao de-
ginéria (Feynman). Isso indica que algo estd faltando na pende da superficie Amperiana escolhida,

equagao original: a corrente de deslocamento de Maxwell. © due implica a necessidade da corrente de
deslocamento entre as placas. (Serway)
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10.3 Equacoes de Maxwell: Forma Integral

As equagoes de Maxwell descrevem como cargas e correntes dao origem a campos elétricos e
magnéticos. Essas equacoes sao dadas, em sua forma integral, por

Py = fgﬁ dS = f—; (Lei de Gauss) (10.8)
Py = ?{ B-dS = 0 (Lei de Gauss, Magnetismo) (10.9)
S
o - dog ,
E-dl = ——= (Lei de Faraday) (10.10)
" dt
Lo . dog, -
B-dl = poin+ to€o o (Lei de Ampere) (10.11)
C

onde:
S é uma superficie fechada,
dS é um vetor perpendicular a S;
C é uma curva fechada,
dl’ ¢ um vetor paralelo (tangencial) a C';
Eéo campo elétrico;
Béo campo magnético;
@% é o fluxo elétrico que atravessa S;
@% é o fluxo magnético que atravessa S;
¢in ¢ a carga elétrica dentro de S;
iin = dq/dt é a corrente elétrica que atravessa C;
CIJg é o fluxo elétrico na superficie aberta apoiada em C;
@g ¢é o fluxo magnético na superficie aberta apoiada em C
€0 = 8.85 x 10712 C2/Nm? é a permissividade elétrica no vacuo;
po = 4m x 1077 = 1.26 x 107 T.m/A é a permeabilidade magnética no vacuo.

e Lei de Gauss: indica como cargas elétricas criam campos elétricos; note que somente as cargas
dentro da superficie Gaussiana contribuem para o fluxo elétrico.

e Lei de Gauss do magnetismo: formaliza a inexisténcia de monopdlos magnéticos (cargas
magnéticas).

e Lei de indugao de Faraday: indica que um fluxo magnético variavel pode induzir a formacao
de um campo elétrico circulante e, por conseguinte, uma diferenca de potencial e uma corrente
elétrica. O sinal negativo garante que a corrente induzida produz um campo magnético que
se opoe a variagao que lhe deu origem (Lei de Lenz). Caso contrério, o feedback positivo seria
incompativel com conservacao de energia.

o A Lei de Ampere descreve duas maneiras de gerar um campo magnético circulante:
i) através de correntes elétricas,

ii) por variacao temporal do fluxo elétrico.
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e Por outro lado, cargas testes ¢ com velocidade v na presenca destes campos sofrem forcas

eletromagnéticas, descritas pela forca de Lorentz:

F=qE+qixB (10.12)
e Juntas, essas equagoes descrevem todos os fendmenos eletromagnéticos conhecidos.
10.4 Operadores Diferenciais
Definindo um operador diferencial v
(10.13)

N o 0 0

ox’ Oy’ 0z )’
visualizado como um vetor comum, e usando operacoes de calculo vetorial, como produto escalar e
produto vetorial, podemos definir operadores convenientes para calculos eletromagnéticos.

10.4.1 Gradiente
Seja ¢ um campo escalar. Seu gradiente é um vetor, denotado por ﬁqb, e definido por

9¢ 09 (%)

Vo= [ ==, ==, == 10.14
Vo <8m’8y’8z (10.14)

10.4.2 Divergente
Seja E = (Ey, Ey, E.) um campo vetorial. Seu divergente é um escalar, denotado por V-Ee

definido por
(10.15)

10.4.3 Rotacional
Seja E = (Ey, Ey, E.) um campo vetorial. Seu rotacional é um vetor, denotado por V x E e definido

por
_ (0E. 0E, 0E, OE. 0E, OE,
B < y dz ' 0z oz Oz dy ) (10.16)

VxE=

ﬁjg\wt@
H Yo o

SE
<

10.4.4 Laplaciano
Seja ¢ um campo escalar. Seu Laplaciano é um escalar, denotado por V2¢ e definido como V- ﬁqﬁ,

i.e. o divergente do gradiente de ¢:
(10.17)

I )

2 PR PR
Vo= ox?  Oy? 022
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Pode-se ainda definir o Laplaciano de um vetor E como um vetor cujas componentes sao La-

placianos das componentes de E:

V2E = (V’E,,V’E,, V’E,)

10.4.5 Relagoes entre Operadores
Exercicio 1

Mostre que

=

V- (
v

—,

xA) =
(V¢) =

X <

para quaisquer ¢ e A.
Solugao:

<

A
X
|

no_ o (0404, 0A, 04, 04, 0A
N oy 0z 0z Ox = Ox oy
024, 94, A, PA, A, 04,

0xdy 020z + 0y0z B Oyox + 020x 020y
=0

" (3‘? 9¢ (%)
ox’ Oy’ 0z

\Y%
Po  Po 9o e 9o P
 \0ydz 020y’ 0z0x  0x0z’ Oxdy  Oydx
0

Essas relagoes implicam:
HhV-E=0 = 34 : E=VxA
i) VXxE=0 = 3¢ : E=Vo¢

Exercicio 2

Mostre que

Solugao:

- o 0A 0A, 0A 0A, 0A 0A
A = z y T z y T
VX <8y 0z’ 0z or " Oz 8y>

(10.18)

(10.19)
(10.20)

(10.21)

(10.22)

(10.23)
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Para e.g. a componente x do operador, temos

L. AV xA), OVxA

v x(Vx )L B (8y)_ 0z k
_ 0 (04, 0A,\ 0 (0A, 0A;
Oy \ Oz y 0z \ 0z ox
024, B 0%A, B 0?4, 0%°A,
 Oydr  Oy? 022 0z20x
_0%A,  0%4,  D*A, 78214;,,. B 0%A, B 0%A,
022 Oydxr  0z20x  Ox? Oy? 022

=
0 (0A, 04, 0A, 9
_8x<8$+0y 82) Vi
A

= V.(V-A) - V%A,

(10.24)

Mostrando-se similarmente para as componentes y e z, chega-se a expressao vetorial.

10.5 Fluxo e Circulacao

Vamos calcular fluxo e circulagao de elementos infinitesimais e mostrar que divergente é fluxo por
unidade de volume e rotacional é circulagao por unidade de area.

¢ AFO)
F(y+AY)
AA
D B Azl ST AA
Ax y
X Ay

Figura 10.2: Fluxo de F(z,y,z) em um
cubo infinitesimal. Os elementos de area
mostrados tem magnitude AA = AzAz,
mas apontam em sentidos opostos em y e
em y + Ay. (Adaptado de Griffiths)

Considere o fluxo de um campo F (z,y,z) através de
um elemento de volume infinitesimal em (x,y, z) e lados
(Az, Ay, Az). A contribuigao das duas faces cinzas per-
pendiculares ao eixo y, mostradas na Fig. é

/ﬁ-d/f

= Fy(z,y+ Ay, 2)AzAz — Fy(x,y, z) AxAz

By =

Usando a aproximacao em primeira ordem
JOF,
Fy(xa Y+ Ay7 Z) - Fy@a Y, Z) + JAy

essa contribuicao fica
oF,
oY = L AxAyAz
F ay
O fluxo total sobre o cubo fica entao
oy = Of+ Y + Py
B oF, n OF, i oF,
N ox oy 0z
= (ﬁ . ﬁ) Av

> AxAyAz

(10.25)

onde Av = AzxAyAz é o volume do cubo. Assim, vemos que o divergente pode ser interpretado

como o fluxo por unidade de volume.
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Considere a circulagao de um campo F (x,y, z) através de
um circuito infinitesimal em (x,y, z) no plano (y, z) e com la-
dos/projegoes (Ay, Az). A contribui¢ao dos dois comprimen-
tos verticais mostrados na Fig. ¢ dada por

ey — / Fodl
= F(r,y+Ay,2)Az — F,(x,y,2)Az

AY y

e, similarmente, a dos dois comprimentos horizontais X

0}27 = Fy(f’?a Y, Z)Ay - Fy(xv Y,z + AZ)Ay
Figura 10.3: Circulacao de F(z,y,2)
Usando as expansoes em primeira ordem, temos em um circuito infinitesimal. (Adap-

tado de Griffiths)
OF

cy = 8; AyAz
OF,
= ——2AzZA
Cr 92 zay

A circulacao total é dada entao por :

oF OF,
vr = Y zZ = EAyAz — —LAyA
Cy Cp+Cr ay yAz 5, yAz
OF, OF,
= ——2 | AyA
(ay 82) yes
= (ﬁ X ﬁ) Aay (10.26)

onde Aa, = AyAz, e a componente x na verdade significa a componente perpendicular ao plano
do circuito (y, z). Generalizando para circuitos em diregoes quaisquer temos

—

Cpr= = VxF-Ad (10.27)

Portanto, o rotacional é a circulagao por unidade de area.

10.6 Teoremas do Calculo Vetorial

10.6.1 Teorema Fundamental do Calculo

O principal resultado do cédlculo unidimensional é o Teorema Fun- f(b)
damental do Cadlculo, que diz que a integral da derivada de uma
funcdo f(z) é simplesmente a diferenca da prépria funcao calcu-  f(q)
lada nos limites de integracao

b
/ % dx = f(b) — f(a) (Teorema Fundamental) (10.28)

i.e. a integral desfaz a derivada da funcao, deixando apenas o efeito Figura 10.4: Teorema funda-

dos pontos limites da fungao no intervalo considerado. mental do célculo unidimensio-
nal. (Griffiths)
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Pensando na integral como o limite da soma de intervalos infinitesimais, obtemos:

b N ) 3 N
/ %dﬂ? = > %Aﬂ? => (flzm fl)Afﬂi = (fir1 = f2)
a Az—0 i=1 ! i=1
(o=fu)+(fs—=fo)+(fa—f3)+ ot v —fyoe+ fv—fna
= —fi+fn=f(b)— fla) (10.29)

10.6.2 Teorema Fundamental Multidimensional

O Teorema Fundamental pode ser facilmente estendido para a
integral em um caminho de um gradiente:

/ bﬁv dl'=V(b) —V(a) (Gradiente) (10.30)

Esse resultado pode ser mostrado de forma similar ao Teorema
Fundamental unidimensional usando o fato de que

Figura 10.5: Teorema funda-

mental multidimensional. A in- dV =VV .dl (10.31)
tegral de um gradiente em um
caminho. (Griffiths) Novamente, somente os valores nas bordas sobrevivem aos can-

celamentos internos na integracao.

10.6.3 Teorema de Gauss

Esses resultados podem ser generalizados para integrais de superficie e de volume pelos teoremas
de Stokes e Gauss, respectivamente.

O Teorema de Gauss diz que a integral tripla do divergente de
E no volume V definido pela superficie S é a integral de superficie
de E na superficie S:

/ V-E dV = 7{ E-dS (Teorema de Gauss) (10.32)
\% S

Para mostrar o teorema de Gauss, nés imaginamos o volume
arbitrario subdividido em cubos infinitesimais, como na Fig
A integral no volume é obtida somando as contribuigoes dos vérios
cubos, cada uma das quais é dada pela Eq.

/ V-EdV =Y V-E Aveuo = Y _OF"*  (10.33)
4 Av—0

Na soma dos fluxos nos cubos, as contribui¢oes de superficies in-
ternas se cancelam, pois vem sempre em pares de sinais opostos.

Figura 10.6: Teorema de Gauss. Gohra apenas a contribuicao das faces externas:
Um volume qualquer preenchido

com cubos. Apds cancelamentos 5 o cubos o o N
internos, somente a contribuicao / V-EdV = Z PE = Z / E-dS = ]{ E-dS
do fluxo na superficie externa so- v o
brevive. (Griffiths)
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-~ 7

Figura 10.7: Teorema de Stokes. A superficie arbitraria é preenchida por circuitos quadrados infinitesimais.
Apés cancelamentos internos somente a circulagdo na curva externa sobrevive. (Griffiths).

10.6.4 Teorema de Stokes

O Teorema de Stokes diz que a integral dupla do rotacional de um campo vetorial E na superficie
aberta S definida pela curva fechada C é a integral de linha de E na curva C":

/ﬁ x E-dS = 7{ E-dl (Teorema de Stokes) (10.34)
S C

Para mostrar o teorema de Stokes, nés imaginamos a superficie arbitraria subdividida em cir-
cuitos infinitesimais, como na Fig A integral na superficie é obtida somando as contribui¢oes
dos varios circuitos quadrados, cada uma dada pela Eq.

[ E 5= 3 9% B ASquatatn = 3 CF (10.35)
S AS—0

Na soma das circulagoes dos quadrados, as contribuicoes de lados internos se cancelam, pois vem
sempre em pares de sinais opostos. Sobra apenas a contribuicao da curva externa delimitando a
superficie:

[V xEas =Y cpieae — S [Eedi= § £l
S C

Note que todos esses casos correspondem esquematicamente a

/Aéfz [f]aA (10.36)

onde 9 denota derivadas generalizadas (em 1, 2 ou 3 dimensdes), f denota um campo generalizado
(escalar ou vetorial), A denota uma regido generalizada (intervalo, superficie ou volume) e 0A
denota a fronteira de A (ponto, curva ou superficie).
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10.7 Equacoes de Maxwell: Forma Diferencial

Usando o teorema de Gauss e o teorema de Stokes nas Equacoes de Maxwell na forma integral,
e, notando que essas equacoes sao validas para volumes, superficies e curvas gerais, obtém-se as
equacoes de Maxwell na forma diferencial.

Por exemplo, partindo da Lei de Gauss, podemos usar o teorema de Gauss no lado esquerdo e
expressar a carga como integral da densidade de carga no lado direito, obtendo:

7{ E.a§ = I
S €0
Lo 1 I
—>/V-EdV = — [ pav,vv - V.-E=2 (10.37)
1% € Jv €0
Outro exemplo seria partir da Lei de Ampere, usar o teorema de Stokes e expressar a corrente
como integral da densidade de corrente, obtendo:

Lo d N
%B'dl = Moiin+M0€0/E'dS
c dt Js

. . OE . I - OF
—>/V><B~dS:uo/j-dSJr,uoeo/atdS,VS—> VxB:uoj—i—uoeoE(lo.?)S)

Procedendo de forma similar para as outras equacoes, obtemos:
p

V-E = . (Lei de Gauss) (10.39)
V-B = 0 (Lei de Gauss do Magnetismo) (10.40)
VxE = —(Z,f (Lei de Faraday) (10.41)
VxB = Loj + MOEO(?BE (Lei de Ampere) (10.42)

onde p é a densidade de carga elétrica (¢ = [ pdV) e 7 é a densidade de corrente elétrica (i = i j-dS).

10.7.1 Decomposicao de Campos Vetoriais

Vamos provar dois fatos interessantes de um campo vetorial 1% que decai a zero no infinito de forma,
suficientemente rapida (e.g. |V (Z)| o< 1/r", com n > 1)

1) V pode ser decomposto na soma de um gradiente ﬁqb e de um rotacional V x A.
2) V-V e V x V sao suficientes para determinar o campo V' expandido da maneira acima.

<u

O primeiro fato segue da identidade (veja Eq. [10.23)

V2Z = V(V-2)-Vx(VxZ). (10.43)
Identificando
vV = v (10.44)
V-Z = ¢ (10.45)
-VxZzZ = A (10.46)

1 , = = . . . . .
Este é o caso para E e B devido a elementos infinitesimais de carga e corrente: ambos decaem com 1/72.
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temos
V=Vop+VxA (10.47)

e ¢ sempre possivel fazer tal decomposicao, pois dado o vetor ‘7, mostra-se que podemos sempre
achar Z resolvendo a Eq. . Esta equacao é denotada Equagao de Poisson (ver Apéndice ,
e aparece com frequéncia no Eletromagnetismo e na Gravitagdo. Sua solucdo pode ser obtida pelo
método da Fungao de Green (ver Apéndice [L)), e o resultado é

7 = /d3 /L V) (10.48)

47T‘aj—$/|

Uma vez determinado Z, pode-se entdo determinar ¢ e A pelas Egs. (110.45|) e (IlO.46|). Essa
decomposicao permite afirmar que:

1) Se

1% 0, entao 1%
ii) Se VxV = o

V x A (rotacional puro).
0, enta =

6 = e
VxV V = V¢ (gradiente puro).

Usando a decomposicao da Eq. (10.47)), temos que

V-V=V%+V-(VxA) =V (10.49)
e portanto
1 V- V(')
= [ dr——-=> 10.
2 / T (10.50)

Outra forma de obter esse resultado é via (Use V - (aV) =

‘7
¢ = v-z:/d%’V( -V - :—/de’

1o, (V@ 1V-V
= - /dSmIV'- (m_), —I-/d?’x’(_,) (10.51)
Am |7 — 2| dm |7 — o |

=0 se r2[V(r)/r] = 0 quando r — oo

Além disso
VxV = Vx(Ve)+Vx(VxA)
= V(V-A)-Vv4 (10.52)
= V[V (VxZ)-V4 (10.53)
= V4 (10.54)
e portanto
. 71 e V(al
i = /d%’lw (10.55)
47T ’f_ x/’

Desta forma, basta saber V-VeVxV para determinar ¢ e A e, assim, o préprio campo 1% pela
decomposicao acima. E por isso que é suficiente as Equagoes de Maxwell lidarem com divergentes
e rotacionais dos campos elétrico e magnético: eles determinam os campos unicamente, desde que
estes decaiam a zero de forma suficientemente rapida no infinito.
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10.8 Conservacao da Carga

A carga elétrica é conservada, ou seja cargas nao sao criadas nem destruidas. Além disso, se e.g. a
carga em um ponto esta diminuindo, é porque parte da carga estd se deslocando a outro ponto na
forma corrente elétrica. Matematicamente, a conservacao da carga é expressa como :

dq

= — 10.56
o (10.56)
i.e. a variagao da carga em um ponto balanceia exatamente a corrente que sae deste ponto. Se a
corrente for positiva, a carga no ponto estd diminuindo, e por isso o sinal negativo. Considerando

esta igualdade dentro de um volume V' com borda superficial .S, temos

d Lo
_ d — - d
a ), "V /Sj S
) .
/pdV = — [ Vv.jav (10.57)
v ot 1%

L iv.j=0 (Eq. da continuidade) (10.58)

Esta equacao é chamada de Eq. da continuidade e diz simplesmente que, se a densidade de
carga varia no tempo em certo ponto do espaco, é porque a densidade de corrente diverge naquele
ponto, ou seja cargas nao sao criadas nem destruidas, apenas se movem de um lugar a outro.

Por outro lado, tomando o divergente da Lei de Ampere-Maxwell, temos:

Lo - - OF
0=V-VxB = V-(Moj—k,uoeo)

L4v.j=0 (10.59)
Portanto, as Equagoes de Maxwell automaticamente garantem que cargas sao conservadas, nao
sendo necessario postular isso adicionalmente.

10.9 Potenciais Eletromagnéticos

E conveniente definir potenciais relacionados aos campos elétrico e magnético. Esses potenciais sao
definidos das Eqs. de Maxwell sem fontes (cargas e correntes). Primeiramente, como

V-B=0 (10.60)
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segue que B deve ser o rotacional de algum campo vetorial A, conhecido como o potencial vetor
magnético

B = VxA (10.61)

Usando essa expressao na outra equagao para F, temos

VxE = ——5 —==Vx (‘m) (10.62)
Portanto
V x <E+ %‘j) =0 (10.63)

e segue que o termo entre parénteses deve ser o gradiente de algum campo escalar ¢, conhecido
como o potencial escalar elétrico.
O potencial elétrico ¢ e o potencial vetor magnético A sdo portanto definidos por
o - 94
E = —V¢— — 10.64
- (10.64)
= VxA (10.65)

&

Note que, no caso eletrostatico 9A JOot=0¢e E = —6¢, como no Cap. 3l Com essas defini¢oes, as
duas Eqgs. de Maxwell sem fonte obviamente sao automaticamente satisfeitas:

V-B = V-(VxA)=0 (10.66)
e
VxE = Vx(-V¢-— %‘f) (10.67)
— VY xVé— a(ﬁaj A) (10.68)
_ _%ff (10.69)

As equacgoes com fonte podem entdo ser usadas para descrever a dinamica dos potenciais, ou
dos campos.

10.9.1 Transformagao de Calibre

Os campos nao sao determinados unicamente pelos potenciais eletromagnéticos definidos acima.
Se ¢ e A sao solucoes das Eqs. de Maxwell, os potenciais ¢’ e A’ definidos por
of
'=¢—— 10.70
§=6- (10.70)
A= A+Vf (10.71)
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para uma fungao f(Z,t) qualquer, também sao solucao, pois

q ~ ., OA
E = —-V¢ - — 10.72
V¢ — = (10.72)
e, g0 04 O(Vf)
= VotV - o (10.73)
. 0A -
- _ _ - _F 10.74
Vo — = (10.74)
e similarmente
B = VUxA
= VxA4+Vx(Vf)=B (10.75)

Portanto, temos a liberdade de escolher a funcao f convenientemente sem alterar os campos.
A escolha de f implica a determinacao de um calibre. Um calibre interessante na magnetostética
é o Calibre de Coulomb

V-A=0 (Calibre de Coulomb) (10.76)
Caso o campo A nao satisfaga este calibre, basta definir A’ que satisfaga, o que requer
V- A=V-A+Vif =0 (10.77)

ou seja, basta resolver a equacio V2f = —V - A para f, que sempre tem solugao.
Outro calibre interessante, usado nas solugdes de ondas eletromagnéticas, é o Calibre de Lorenz

V-A+ Moeoa—q5 =0 (Calibre de Lorenz) (10.78)

ot
Das Egs. [I0.70] e [I0.71] temos

o¢’ 0 0?
Moﬁoaiz = Moeoaf(;5 - ,u0€087t£ (10.79)
V- A = V-A+V3f (10.80)

e para ¢’ e A’ satisfazerem o calibre de Lorenz, devemos requerer

*f = o
V2 f — woeo—=s = —(V - A+ poeo—- 10.81
= 1oeo g3 ( Ho Oat) ( )
que também sempre tem solucao para f.
Note que, mesmo apods especificar o calibre, os potenciais ainda nao sao tnicos. Por exemplo, se
0s potenciais ja satisfazem o calibre especificado, por exemplo, o calibre de Lorenz, o lado direito
da equagao acima é zero, e outra funcao g satisfazendo a equacao de onda homogénea

0%g

V29 — poéo

ainda pode ser adicionada aos potenciais com uma transformacao de calibre extra, novamente sem
alterar os campos.



Capitulo 11

Ondas Eletromagnéticas

11.1 Equacao de Onda Mecanica: Corda

Considere um pulso de onda que se propaga em uma corda esticada com extremidades fixas. Po-
demos obter a equacao de ondas nesse caso usando a segunda Lei de Newton em um elemento da
corda de comprimento Az, e altura vertical u(z,t), conforme a Fig

Primeiramente, temos que a forga horizontal no ele-
mento de corda é nula, ja que este nao se movimenta nesta
diregdo. Pela figura, cada lado do elemento tem uma forca
dada por H(x) =T cosf e H(x + Az) = T cosf’'. Temos
entao

u(x,t) T

H(z+ Azx,t)— H(z,t) =0 — H(z) const. (11.1)

Ja na direcao vertical, as forcas verticais V(z) = T'sinf e T
V(z + Az) = T'sin@’ se somam para acelerar a corda de
acordo com a segunda Lei de Newton

I
[
[
|
1
X X+Ax X

Figura 11.1: Forca de tensao sobre um ele-

Fiot = ma

92 mento de uma corda oscilante. Na horizon-

V(z+ Az, t) — V(z,t) = (/\Ax)m tal, a for¢a é nula, pois a corda nao se move

9 t nessa direcao. Na vertical, a forca é dada

V(z+ Az, t) = V(z,t) )\8 u (11.2) pela segunda Lei de Newton, causando os-

Az ot? cilagao na corda. (Griffiths)
Tomando o limite Az — 0, obtemos
oV 0%u
x

Note agora que

sin 6

V =Tsinf =T cosf = Htand (11.4)
cos
Como tanf = du/dx, temos V = H du/dx e
0 ou 0u

99
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E como H nao depende de z, obtemos

Pu X\ 0%u
o7 = H o (116)
Vamos checar a unidade da combinagao A/ H:
AT _ Mzttt 1 1 (11.7)
H| [M][L)[T]72 [L2|[T]72  [velocidade]? '

Portanto, A/ H tem dimensao de velocidade; como veremos a seguir ela é a velocidade de propagacao
da onda na dire¢ao z. Denotando entdo v = A\/H, obtemos finalmente a Equagao de Onda em uma
corda
Ou_ 1 0 (Equagao de Ondas na Corda) (11.8)
— = == u ndas n T .
oxr? 2 Ot? duag

11.2 Equacao de Ondas Eletromagnéticas

11.2.1 Solucao no Vacuo

e No véicuo, i.e. na auséncia de cargas (p = 0) e correntes (j = 0), as Eqs. de Maxwell ficam
V-E = 0 (11.9)
V-B = 0 (11.10)
. )]
VXFE = ——— 11.11
X 5 (11.11)
- = OE
V X B MOGOE (1112)

e Temos entao

_ 9x 9B
ot ot
OE
— Un€n——
Ho¢€o D12
e portanto
- O?E
V2E = -—, 11.13
Ho€o 012 ( )
ou, definindo ¢ = 1/,/pugéo,
1 0%E
VE— S —5 =0 11.14
2 ot? ( )
e O mesmo procedimento nas equagoes para B leva a
- 19°B
VB - 5 =0 11.15
c2 ot? ( )

i.e., no vacuo os campos F e B se propagam satisfazendo a equacao de ondas classica em 3
dimensoes com velocidade v = c.
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e Inserindo valores numeéricos obtemos

c= = 2.998 x 10%m/s (11.16)

Ho€o

i.e. a velocidade de propagacao, que resulta de quantidades puramente eletromagnéticas, é
idéntica a velocidade da luz no vacuo.

e Isso quer dizer que a luz é exatamente uma onda eletromagnética se propagando: unificacao
do eletromagnetismo e da dtica.

e Questao: c é a velocidade da luz com relacao a que referencial? A resposta a esta pergunta
levou Einstein a desenvolver a Relatividade Especial e, com ela, revolucionar a fisica classica
no inicio do século XX.

e Note que a Eq. [11.14] é vetorial e, portanto, cada componente de E = (Es, By, E.) satisfaz
uma equacao de onda. Idem para B.

e Por exemplo, se E, = E,(z,t) é fungao apenas da coordenada z e do tempo ¢, mas nao de x

ey, e by =FE, =0, temos
PE, 109%°E,
- =0 11.17
022 2 Ot? ( )
Solucao
Pode-se verificar que
E,(z,t) = F(z £ ct), (11.18)

onde F' é uma funcao qualquer, satisfaz a Eq. de onda unidimensional acima. Definindo §+ = z+ct,
temos

0E, _ OF 3y OF

0z 06y 0z Oy

LB, _ 0 (OF\ _ 9 (OF\ _ 0 (9F\ 95 _OF
02 02\02) 02\00:) 0L \0o:) 0z 0%

0, _ OF 93, _ OF
ot 06+ Ot o+
0’E, 0 (0FE, 0 OF 0 OF \ 04+ 9 0*F
— | =) == [ +c = +c =c
ot? ot \ Ot ot 00+ 064 06y ) Ot (%i

que, portanto, satisfaz a Eq. de ondas.
Para encontrar B = B(z,t), consideremos a Egs. de Maxwell:

V-B =0 — =0
0z
S o 0B 9E, \ (9B, 0B, 9B.
VxXE = % 7 <0’8z’0>_<8t’8t’ 8t>
. 1 O B, OB 1 (OE
g _ LlOE _ 95y 9B ) _ 2 (9L 11.1
VX 2ot < 0z’ 82’0> (;2(615’0’0) (11.19)
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Essas equacoes implicam

OB, 0B, OB, 0B,
5. =g =0 e Srt="T=0, (11.20)

Portanto B, e B, sao constantes no espago e no tempo. Como estamos interessados apenas na parte
oscilante dos campos, por simplicidade vamos tomar B, = B, = 0. Resta somente a componente
By, para a qual temos as equagoes

0B, 0By
9z ot ’
0By 1 0E,
-y = % 11.21
0z 2 ot ( )
Inserindo, e.g. E,(z — ct), obtemos
oB, 0B, 0B, _ 8(Ex/c)(_c) _ O(E,/c)
o 0z  95_ 0o ot
0B, 10E, 10E, O(Ey/c) O(Ey/c)
-y - _ 7T _ _ - —¢) = = 11.22
0z 2o - @a 97 o 0z (11.22)
Essas duas equacoes implicam, desconsiderando solugdes constantes, By(z,t) = E,(z,t)/c, i.e.
E(z,t) = F(z—ct)z (11.23)
L Flz—et) 1, - €& =
B(z,t) = ——y=-— EF=—<xFE 11.24
(=:1) "Dy B (11.24)

=1l

ol

/

y —

B

Figura 11.2: Propagagao de ondas eletromagnéticas. Os campos F e B sao perpendiculares entre si e a
diregao de propagacao. (Serway)

Os campos se propagam ortogonais entre si e com a direcao de propagacao: ExBxé

A solucao F(z — ct) representa uma onda ”progressiva”, i.e. se propagando ”para frente”.
Considere, e.g. a origem z = 0 em ¢t = 0, que tem altura FE,(0,0) = F(0). Apds um tempo ¢t = dt,
a coordenada z = cdt terd a mesma altura E,(cdt,dt) = F(cét — cdt) = F(0) = E,(0,0). Ou seja,
a altura estd se propagando no espago com velocidade c. Similarmente, F'(z + ct) representa uma
onda ”"regressiva”.
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Ondas Planas

As solugoes correspondendes a ondas planas monocromaticas sdo dadas por uma forma especifica
da funcao F' dada em termos de senos/cossenos:

E.(z,t) = Acos[k(z £ ct)] = Acos(kz £ wt), (11.25)

onde w = ke. Definindo k = 27/X e w = 27/T = 27v, onde A é o comprimento de onda, T' o
periodo e v a frequéncia da onda, temos ¢ = A\/T = w/k. Luzes de diferentes cores correspondem
a onda de diferentes frequéncias, formando um espectro eletromagnético ( Fig ).

Frequency, Hz Wavelength

+
1022 - |

| -
102" —  Gamma rays
1020 |- A

1019 (—

1018 X-rays ~400 nm

1017 (= Violet
Blue

Green
Yellow

1016 |— Ultraviolet
1015 -

e T
1014 T Visible light

= Orange

1013 = ared Red
1012 — ¥ ~700 nm

1011 |

—{1cm
1010 — Microwaves A

100 - i

108 TV, FM

107 Radio waves

106 |~ AM
105 |- i

104 Long wave

103 — ‘ Y N

Figura 11.3: Espectro Eletromagnético. (Serway)
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11.2.2 Solucao Geral

Vamos agora considerar o caso geral em que a propagacao dos campos ocorre na presenca de cargas
e correntes. Neste caso, as Equacoes de Maxwell sao

vV-E = L
€0
V-B = 0
R oB
VxE = ———
. ot
I . OF
B = j —
V x HoJ + Hoko
Usando a defini¢ao de potenciais eletromagnéticos, E = —§¢ — %’f e B=V x fY, temos
S o - o 04 ov - A
.E = (= Y= V2% —
v V- (=Vo T ) V<o 5
- £ (11.26)
€0
e
VxB = Vx(VxA)=V(V-A)-V4
= o7 + oo E = o + moar 2 v 24
= HoJ T Ho€o ot HoJ Moﬁoat B
- = 0¢ %A
= poj—V (Moﬁoat> - MOGOW (11.27)
Essas duas equagoes implicam portanto
oV - A p
2 — L
Vi ot - €0
- %A - =2fe @ 0
2 7
A— = - -A — 11.28
\V, Ho€0 529 poj +V (V + Ho€o (%) ( )
Escolhendo o calibre de Lorenz, em que
- o 0
V'A—l-uoEoﬁ =0 (11.29)
ot
e, usando ¢ =1 /to€o, as equagoes se tornam
1 0% p
Vip— ——r = L 11.30
¢ 2 Ot? €0 ( )
- 19%4 -
2 -
A——=—5 = — 11.31
\ 2 o2 HoJ ( )

i.e. os potenciais se propagam de acordo com equagoes de onda nao-homogéneas.

Vimos que, no véacuo, os proprios campos satisfazem a equagdo de onda homogénea. Vemos
agora, que, no vacuo, os potenciais também satisfazem a equagdo de onda homogénea.

Aqui nao nos preocuparemos em encontrar a solucao destas equagoes, ja que estaremos interes-
sados apenas no caso mais simples da solugao no vacuo. Para detalhes, ver Apéndice
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11.3 Energia de Ondas Eletromagnéticas

Vimos que a densidade de energia eletromagnética (energia por unidade de volume) upp = ug+up
¢é dada por

eE? B2
= — 11.32
UEB 5t S0 (11.32)
E sua derivada temporal fica (usando E? = E- E)
6UEB oE 1 ~ OB
eF - — B — 11.
ot Tt o (11.33)
Das Egs. de Maxwell:
= OF
VxB = Moj + poco—— 5 (11.34)
- 0B
VXE = ——— 11.35
X 5 (11.35)

Multiplicando escalarmente a primeira por E /o e a segunda por B /o (para aparecer termos que
queremos), temos

. OF E. B . -
Si OB EVxB -
ot Ho
1 5 0B B-VxE
Lz 0B _ B-VXE (11.36)
po Ot o
e portanto, a equagao de densidade de energia fica
0
ues _ 3 LB .VxE-E.vxB (11.37)
ot Ho

Agora considere a identidade:

V-(ExB) = V-(E,B,—E.B,,E.B, — E,B.,E,B, — E,B,)

8 (‘3 0
= EB - E.B, E.B, — E,B,) + —(E,B, — E,B,
aE OB OF OB
= B, E,~—-B,—2 —E,—Y
oz o+ Y ox Y ox oz
OE, OB, 0FE, 0B,
B, E, — B, —E,
0y * 0y oy dy
BaE””+E aBy_B 6Ey_Ean

Y 0z * 0z " 0z Y 0z
0E, OFE, 0E, OE, oE, O0FE,
B Bx<6y 0z>+By<8z 8$>+BZ<8£B_8y>
0B, OE, 0B, 0B, 0B, 0B,
_Ex<8y 82) Ey<8z_8x>_Ez<3x_3y>
= By(VxE),+By(VxE),+B,(VxE),
—E,(VxB); —Ey(V xB)y—E,(V xB),
= B-VxE—E-VxB (11.38)
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Portanto,

1 R
=—j.E——V-(ExB) (11.39)

Ex B (Vetor de Poynting) (11.40)

temos

Qugp _ =+ & z
e~ -] E-V-§ (11.41)

Vamos interpretar o primeiro termo no lado direito.
Lembre que a Forca de Lorentz sobre uma carga ¢ é:

F=q(E+7xB) (11.42) >

4 d‘ K\
O trabalho W feito por essa forga altera a energia

mecanica da carga de AUyec.. Portanto o trabalho por o j B Vet de
unidade de tempo (poténcia) feito por essa forga sobre B Poynting
a carga muda sua energia mecanica de: o L . e §/
We = L / _'k S
P = ot =F - Uv=qv-E (11.43) y _}*E T
Assim, o trabalho por unidade de tempo e por unidade < \B :

de volume, fica (usando p = q/Avol e j = p7) Frente de onda

P OUmec q - S o o
= e v-E=pv-E=j-F (11.44
Avol ot Avol P J ( ) o
Figura 11.4: Vetor de Poynting S = E'x B/ g

Portanto, j - E representa a taxa de variacao temporal aponta na direcio de propagacio, i.e. perpen-
da densidade de energia mecanica das cargas, ou seja  gicylar a E e B. (Young)
é o trabalho por unidade de tempo e por unidade de
volume feito (pelo campo E) sobre as cargas/correntes
em movimento.

Assim, parte da energia eletromagnética é usada para acelerar cargas e correntes e é convertida
em energia mecanica (cinética ou potencial) das cargas.

J4 0 termo V- S representa a fluxo de energia que o campo eletromagnético carrega como energia
em si proprio para fora do sistema.

De fato, na auséncia de correntes (j = 0), temos

ou -
— - S = 11.4
5 +V-5=0 ( 5)

i.e. toda a variagao na densidade de energia eletromagnética do sistema se deve ao divergente de

—

S. Comparando esta equacao com a equagao da continuidade:

dp -
+V-i=0 11.46
5 TV (11.46)
temos:
= ptU: densidade de corrente de cargas (carga por tempo por drea) (11.47)

N <y
|

uc: densidade de corrente de energia (energia por tempo por érea) (11.48)
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11.3.1 Intensidade

O vetor de Poynting S , assim como os campos, pode estar oscilando no tempo. Definimos entao a
intensidade I da onda eletromagnética como o valor médio de S:

I =(S): Intensidade (energia média por tempo por drea) (11.49)

11.3.2 Ondas Planas

No caso geral

eE? B?
_ B 11.50
U 5 + 210 ( )
Para uma onda plana, B = E/c, portanto (usando popeq = 1/c?)
B? E? E?
b _f (11.51)
2u0  2¢%po 2
ou seja, ug = up e metade da energia estd em cada campo. Temos entao
BQ
u=eF* =" (11.52)
Ho
Supondo, como anteriormente, E = Ez, B = (E/c)ij, temos (usando 1/ = c2eg)
-~ ExB EB, F?
S = = 3= "3=(eE%ct=uct =uc (11.53)
Ho Ho Hoc
E a intensidade I fica
I =(S) = (uc) = ceo(E?) (11.54)
Para um campo senoidal E = Eysin(kz — wt), temos (E?) = F2(sin?(kz — wt)). Temos
- 1T, 1
(sin®(kz — wt)) = — dt sin“(kz — wt) = -, (11.55)
T/ 2
onde T = 27 /w (ver Apéndice [O)). Assim, obtemos
1 2
I = §C€0E0 (11.56)
11.4 Momento de Ondas Eletromagnéticas
Considere novamente a Forca de Lorentz sobre uma carga g:
F=qE+qixB (11.57)
A forga por unidade de volume f em uma regiao fica
L F L
f= pE+j x B (11.58)

Avol
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Usando a Lei de Ampere para eliminar j, temos

> = V x B OE .
=pkE —e¢— | XB 11.59
f=pE+ < o €0 8t> ( )
Por outro lado, temos a identidade:
8 — — 8E g — 8§
—(ExB) = — xB+4+Ex—
g ExB) = G xBrExy
E - = _
= aath—Ex(VxE) (11.60)
onde usamos a Lei de Faraday na segunda linha. Portanto
OE - o ~ = , .
c0— X B=¢—=—(F xB)+¢FE x (VxE) (11.61)
ot ot
Portanto, a forca por unidade de volume fica
. B . 0 - o . .
FepB+ 25 % B —coz (B x B) =« E x (V x E) (11.62)
Ho

Finalmente, usando Ax B=—-B x ff, e tambem p = ¢V - E e o fato de que V - B=0 pode ser
inserido sem alterar a equacao, temos

f = pE_:_ <B><(v><B)+€OEX(VXE)> —uoeoaat (EXB>

o Ho

0 0

o (S
—— =] (11.63
ot <02> ( )
Agora note que forca é a derivada temporal do momento. Pode-se mostrar que o termo entre
colchetes pode ser escrito como um divergente generalizado e representa o momento por unidade de

volume que sai do sistema de cargas/campos, similarmente ao que o vetor S fazia com a energia.
Vamos calcular por exemplo a componente z dos termos com E:

—

(V-E)E — Ex(VxE)]
_ (0E, 0E, OF. OB, OF. OB. 0B,
- (837 Ty T az>EZ E’C(az 8x>+Ey(8y az>
O(ELE,) N d(E,E.) 10(E;+E:2—E?)

ox oy 2 0z
(B4 - )
= V- EJJEZ ) EyEz ) 2
(5 - 252)
= —-V.|-E,E,, —-E B, , 5 (11.64)

O mesmo se aplica aos termos com B , portanto a componente z do colchete da Eq. [11.63|fica:

1 1 €0 (E? — 2F2 B2 —2B2
[.],=-V | -eE.E, - —B,B,, —eE,E, — —B,B, , o ( 2) + ( ) (11.65)
o o 2 2410
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Vamos consider o caso da onda com E = EZ (ou seja E,=FE,=0),e B = E/cj (ou seja
B, = B, =0). Portanto o vetor de Pointing é S = eoE?cs = egE?C, e
eE? B?
L, o= -v-(o,0, o 2
e = =ve (0,0, 0
= —-V-(0,0, ¢E?
~ 60E2C “ S_,
U (e E%) — V. v (2 11.66
(eoE°2) ( 2 cz) <c2 c> ( )

Assim, a componente z da Eq. [11.63]fica:

S o (S
f. = =V <025> ~ % <C2> : (11.67)

O lado esquerdo desta equagao representa a variagdo do momento das cargas na diregao z:

_ apcarga
f.= T (11.68)
Portanto
apcarga 0 S S N
i - _v.( =2 11.
ot ot (02> v <c2c> (11.69)

Assim, o segundo termo na Eq. [I1.69] deve representar a for¢a por unidade de volume dos préprios
campos eletromagnéticos. Temos entao vetorialmente:

s 0[S\ _ oeu
=—|=]|= 11.70
Jem = <02> ot (11.70)
onde pgys € o momento por unidade de volume dos campos eletromagnéticos. Portanto
. S
PEM = 5 - (11.71)
Assim, a Eq. fica finalmente
0
(pcarg":?zr PEM) _ G () (11.72)
Como S = (ugpc) &, temos
Fen = M ; (11.73)

Multiplicando pelo volume que estamos considerando, as densidades de momento e energia
passam a ser o momento Pgjs e energia Ugys totais no volume, e temos:

U
EMe ou U = Pc para campos EM (11.74)
c

Ppyv =
Nota: No contexto de relatividade especial, a energia de uma particula qualquer é dada por

U = /(Pc)? + (mc?)? (11.75)

Quando a particula esté parada (P = 0), temos a férmula de Einstein U = mc?.

Quando a particula nao tem massa, caso dos fétons de luz, U = Pc¢, como acima para a radiagao.



110 CAPITULO 11. ONDAS ELETROMAGNETICAS

11.4.1 Pressao de Radiagao

Suponha que a radiagao eletromagnética seja absorvida
por uma superficie de area A, e que esta absor¢ao ocorra
em um tempo At, no qual a onda percorre a distancia
cAt e transfere seu momento linear a superficie, exer-
cendo sobre esta uma forca e, portanto, uma pressao. A
variagao de momento da onda neste tempo é dada por:

S
APEM = (pEM>AV01:<02>(ACAt)

cAt

1
= —-AAt (11.76)
¢ Figura 11.5: Onda eletromagnética é absor-
Portanto, a radiacio exerce sobre a superficie uma for¢a Vida por uma superficie de drea A em um
tempo At, transferindo a esta seu momento

APpy 1 linear e exercendo uma pressao de radiagao.

AL = p (11.77) (Adaptado de Griffiths e Serway)

Fpm =
e uma pressao P = Fgy /A
I < o ~
P=- Pressao de Radiagao (absor¢ao) (11.78)
c

Quando a onda é refletida pela superficie, ao invés de absorvida, a variagdo no momento da
onda é 2 vezes o momento inicial, i.e. APgy = 2(pgar)Avol, e portanto

2
_C

P Pressao de Radiagao (reflexao) (11.79)

Existe uma maneira euristica de entender como a radiacao faz uma forga sobre a superficie.
Considere uma carga positiva na superficie. O campo elétrico E fard com que esta carga tenda a
se mover na direcao de E. Mas, assim que a carga tiver uma velocidade nesta direcao, ela sofrera
uma forga magnética devido a B na diregdo e sentido de ¢, i.e. na diregdo de propagagao da
onda. No caso de cargas negativas, a carga se move no sentido oposto a E, mas novamente a forca
magnética aponta no sentido de €. Portanto, todas as cargas da superficie sofrem forca na direcao
de propagagao e, desta forma, a radiagdo ”empurra’a superficie.



Capitulo 12

Formulacao Covariante do
Eletromagnetismo

O objetivo deste capitulo é expressar as equagoes do Eletromagnetismo em forma manifestamente
covariante, i.e. invariante por transformacoes de Lorentz e, portanto, consistente com o principio
de invariancia da Relatividade Especial.

12.1 Equacoes Eletromagnéticas
Vamos primeiro fazer uma breve revisao das equagoes eletromagnéticas.

12.1.1 Equagoes de Maxwell

As equacoes de Maxwell descrevem a producao e propagacao de campos E&M. Na forma diferencial
sao dadas por

V-E = é (Lei de Gauss) (12.1)
V-B = 0 (Inexisténcia de Monopdlos Magnéticos) (12.2)
VxE = —%f (Lei de indugdo de Faraday) (12.3)
VxB = poj+ ,uoeoag—f (Lei de Ampere) (12.4)

onde p ¢é a densidade de carga elétrica, fé a densidade de corrente elétrica.

12.1.2 Conservacgao de Carga

Tomando o divergente da Lei de Ampere:

V-VxB = uoV-j+ peo——7r—

= wo(V-j+ =) (12.5)
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Portanto, cargas sao conservadas pela equacao da continuidade

12.1.3 Potenciais Eletromagnéticos

(12.6)

E conveniente definir potenciais eletromagnéticos pelas Eqs. de Maxwell sem fontes. Primeira-

mente, como

— —

V-B=0 — B=VxA

Usando essa expressao na Lei de Faraday, temos

.. OV xA 0A - L 04
VxE = — 5 —VX(—&) — V><<E+at>—0

e o termo entre parénteses deve ser o gradiente de um campo escalar ¢.
O potencial elétrico ¢ e o potencial vetor magnético A sao portanto definidos por

B oo e

oo ]
Il
<l
X
N}

Transformagao de Calibre: Invariancia

Se ¢ e A sao solucoes das Eqs. de Maxwell, os potenciais ¢’ e A definidos por

r_s_ 9
=05
A =A+Vf

para uma fungao f(z,t) qualquer tambem sao, pois

_ ., OA - of 0A (V) .. 04
El e — /— i - o . _7:E

VO - T VOV T T a Vo o
B = VxA=VxA+Vx((Vf)=F8

(12.7)

(12.8)

(12.9)
(12.10)

(12.11)
(12.12)

(12.13)

Portanto, temos a liberdade de escolher a funcao f convenientemente sem alterar os campos.
A escolha de f implica a determinagdo de um calibre. O calibre usado nas solucoes de ondas

eletromagnéticas é o calibre de Lorenz

V-A+ Moeog—f =0 (Calibre de Lorenz)

(12.14)
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12.1.4 Ondas Eletromagnéticas

Inserindo os potenciais nas Eqs. de Maxwell, temos

— — = d 81[( aﬁg
VE = V(Yoo Gn=-Ve- T t=t (12.15)

VxB = Vx(VxA) =V(V-A4)—-V24A

OF 0 ( = 0A
= j — = uoJ — | = - — 12.16
poJ + Hoco5- = [0 + Hoco ( Vo 8t> ( )
L= Ioler 9%A
= poj —V (Moﬁoat> - MOEOW (12-17)
Essas duas equacoes implicam:
v - A P
2
= —= 12.1
Vi + ot €0 ( 8)
. 924 L. oo
27 — . oo
V*A u06076t2 woj +V (V A+ poeo 875) (12.19)
Escolhendo o calibre de Lorenz
V-A+ ,uoeo% =0 (12.20)
ot
as equagoes se tornam
1 0% p
0% = ————+V?p=-—1 12.21
¢ 02 8t2 + qb €0 ( )
. 1 924 " .
0?4 = —S=—= 2A = —pgg 12.22
c? Ot2 Vv HoJ ( )

i.e., os potenciais se propagam de acordo com a equacao de ondas classica nao-homogéneas com
velocidade constante e igual & velocidade da luz ¢* = 1/ppep. Unificagao: E&M <> Optica.

12.1.5 Forga de Lorentz

Dados os campos E&M, particulas sofrem forgas E&M dadas por:

F=q(E+@xB) (12.23)

12.2 Relatividade Especial

As equacoes de ondas E&M tem uma velocidade de propagacao constante. Questoes:

1: Com relagao a que referencial se mede c?
2: Como explicar o desaparecimento de forcas magnéticas em um sistema de referéncia que se
move com a carga?
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Essas questoes motivaram o desenvolvimento da relatividade especial, que soluciona esses pro-
blemas e muda a concep¢ao classica de espago e tempo, requerendo apenas dois postulados (na
verdade apenas um):

Postulado 1: As leis da Fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais.
Postulado 2: A velocidade da luz ¢ é a mesma em todos os referenciais inerciais.

A constancia de ¢ segue do postulado 1, pois o E&M é um conjunto de leis da Fisica onde
c=const.
12.2.1 Coordenadas e métrica
Definindo coordenadas contravariantes
o = (20, 21, 2%, 2 = (ct, .y, 2) (12.24)
O elemento de linha ds

ds? = da® + dy® + d2® — Adt? = —(da®)? + (dz')? + (da®)? + (dx®)?

= nudz’dzt (12.25)
define a métrica n,,
-1 0 0 0
Nuv = 8 (1) (1) 8 (12.26)
0 001
Coordenadas covariantes x,, sao definidas
z, =nyur’ = (—ct,z,y, 2) (12.27)
Similarmente,
="y, 0" = (12.28)

12.2.2 Transformacgoes de Lorentz

Considere um referencial K em repouso e outro K’ que se move com relacao a K com velocidade v
na direcao x. Para ambos ¢ é mesma, portanto considerando a trajetéria de um raio de luz

P+ 2 PP =0 =22 4y 4 2% — P2 = 2 (12.29)

A transformacao de Lorentz relaciona coordenadas z* e x*/, mantendo s? invariante (e, no caso
da luz, nulo).

Considerando-se e.g. uma particula em repouso em K, mostra-se que a transformacao é dada
por

2V = (2% - B2t (12.30)
V' = (2! - B20) (12.31)
oV = 2 (12.32)
¥ = 2 (12.33)
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onde
v
B = —<1 (12.34)
1
_ > 12.35
gt % (12.35)
ou
v
o = %ZV 2 = Alg” (12.36)
com
¥ =By 00
—B v 00
m_
AP 0 01 0 (12.37)
0 0 01
Note que detAl =~2 — 3292 = (1 — 2)y2 = 1.
12.2.3 Escalares, Quadri-vetores, Tensores
Um escalar S, é definido por ser invariante sob uma transformacao de Lorentz:
S'=9 (12.38)

Um quadri-vetor contravariante V# é definido pela propriedade de se transformar exatamente
como as coordenadas x* sob uma transformacao de Lorentz

V= ABVY (12.39)
Um tensor de rank 2 (matrix), 7" é definido por se transformar
T = ARAGTP (12.40)

Tensores de mais altos ranks similarmente.

Exemplos

A velocidade da luz c e a carga g de particulas s@o escalares.
O tempo préprio 7 é definido em um referencial K’ onde dt’ = dr e dax’ = 0. No referencial K,
tem-se dr = vdt e pela invariancia do elemento de linha

ds® = —c*dt* + da® = —c*dt*(1 — 8?) = —c*dr? = ds”? (12.41)

Portanto, dr = dt/~ é um escalar (invariante) de Lorentz.
Como dz* é um quadri-vetor e dr é um escalar, a quadri-velocidade U* definida

dzt dz® dx cdt dx
Ut =2 = 2 2 )= =~ = = 12.42
dr ( dr’ dT) < ar! dt) (ve, yv) = (e, v) ( )

também é um quadrivetor, bem como o quadri-momento P* = mU" = (E/c,p) e a quadriforca
F# = dP"/dr.
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Produto de dois quadrivetores A*BY é um tensor de rank 2.
Contracao de um tensor de rank 3, e.g. 73", é um quadrivetor.
A derivada com respeito & coordenada contravariante é um quadrivetor covariante

0 ozB 0
9z’ 9z’ 0P (12:43)
enquanto o d’Alambertiano é um escalar
1 92
|:|2 = 8a8a = gﬁ - Vz (1244)

12.3 Covariancia Relativistica do Eletromagnetismo

Pelo postulado da Relatividade Especial, as equac¢oes do E&M devem ter a mesma forma (serem
invariantes) sob transformacgoes de Lorentz. Portanto devem ser escritas em forma tensorial, ja que
tensores, por definicao, se transformam com as regras especificas mencionadas nas secoes anteriores.
Desta forma, a validade das equacoes em um referencial implicam a validade das mesmas equacoes
em referenciais obtidos por transformacoes de Lorentz, pois a forma das equagoes se mantém.

A velocidade da luz ¢, por hipétese, é escalar (invariante) de Lorentz. E um fato empirico que
a carga ¢ de uma particula também é, i.e. ela nao muda com o movimento relativo.

Se p é a densidade de carga, temos dq = pd®x é um invariante de Lorentz. Mas o volume dz’d3x
, . . . . ~ o,
¢ um invariante, pois o Jacobiano da transformacao de z# — x# é detA,=1. Portanto, p deve se
transformar como a componente 0 de um quadrivetor j#. Definindo essa quadri-corrente:

-,

j* = (cp,j) (12.45)
Temos que a equacao escalar
ajt
A 12.46
B (12.46)
implica a conservacao da carga
dp = -
Fiv.i=0 12.47
5 TV (12.47)
Definindo o quadri-potencial
A% = (¢/c, A), (12.48)

e usando o fato de que o d’Alambertiano [J? é um escalar, podemos escrever a equacio covariante
(quadri-vetorial)

O2AY = — 0 (12.49)

que implica as equagoes de onda obtidas anteriormente:

02 = -2 (12.50)

€0
%A = —uyj (12.51)
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enquanto a equagao escalar

0A“
ore 0

descreve o calibre de Lorenz:

L . 106
VoAt 5o =0
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(12.52)

(12.53)

Sabemos que os campos E e B tem 6 componentes no total, e pela relacdo com os potenciais, eles
devem ser derivadas primeiras de A%. Como um tensor de rank 2 anti-simétrico tem exatamente 6

componentes independentes, podemos definir o tensor de campo FH”:

_0AY  pAn

- Ox,, B oz,

FH

Avaliacao explicita das componentes 01 por exemplo nos da

FO1 _ _ _ -

041 0A° _ 0A,  O(gfe) _ 1 (04 o o) = B
dxg Ox1  O(—ct) ox c

Procedendo, podemos obter todas as componentes de F*

0 E./c Ey/c E./c
—FE,/c 0 B, -By
—-Ey/c —-B, 0 B,
~E.Je B, -B, 0

P =

ou

0 —E;/c —Ey/c —E./c

E./c 0 B -B

— vy _ x 2 y
FMV nuaF T Ey/C B, 0 B,
E.Je B, —-B, 0

As Eqgs. de Maxwell com fontes podem entao ser escritas na forma invariante como

e delas segue também a conservacao da carga que ja vimos, pois F*¥ é anti-simétrico:

dzrhdx” 2

FW 4 ) =0 — =
(F + 1) oy

oFm 1 < oFm oOF"H ) 1 0 ajt 0

oxHoxvy  OxYOx* - 2 Ozhdz

Ja as Eqgs. de Maxwell sem fonte podem ser escritas como

aF#y @Fg'u + 8F"I/CI’

o0x° + ox? oxH =0

(12.54)

(12.55)

(12.56)

(12.57)

(12.58)

(12.59)

(12.60)
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Come.g. p=0,v=1, 0 =2 temos:

Fo  OFn 0Fy —0(E -E B . - OB
OFy | OFy  0Fp  —0( x/0)+a( y/0)+az:<_vxE+a>:0

ox2  Ox!  0x% Oy Ox d(ct) ot
(12.61)
e similarmente para todas as outras componentes obtemos
D oB
VxE = — 12.62
X T (12.62)
V-B =0 (12.63)
Finalmente, definindo a quadri-forca
dP*
Pt =— (12.64)
dr
para o caso E&M com a combinagao
Ft =qF*U, (12.65)
segue que a forca de Lorentz é obtida:
S dp - =
F= pri q(E+ 7 x B) (12.66)
Note que, sendo F'*¥ um tensor de rank 2, ele se transforma
F'" = NENGFOP (12.67)

e campos elétricos e/ou magnéticos podem surgir em um referencial mesmo sem existir em outro.
Por isso o termo campo eletromagnético: eles nao s6 se propagam juntos numa onda, mas sao
diferentes ” projegoes” de um mesmo ente fisico. Similar & uma fungao de onda quéntica ¥ (x) = (z|y))
que é uma projecao de um estado quantico [¢) abstrato em uma representacao especifica na base
|x) de autovetores do operador posigao X.



Apéndice A

Integral | \/Q;CéyTy?

Vamos obter a primitiva da integral

dy
| G

Fazemos a seguinte mudanca de varidvel: y — a onde a = /22 + y2 + y. Assim temos

SVETE = (a-y)
da Yy +1_y+\/x2+y2_ a
dy Va2 +y? Va2 +y? (a—y)
(a—y)

—dy = —da
a

Portanto

dy 1 (a-y)
| = [y e e = sa = sV 1y

Vamos agora derivar a resposta para checar que o integrando é obtido:

d 1 Y
—log(vVa? +y?+y) = +1
i N N ) e
_ 1 Y+ a2+ y?
(Va2 +yi+y) | Va2 +y?
1
-
V2 +y?

Portanto

dy ]
/m = log(va? +y* +y)

119

(A1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)
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Apéndice B

Derivada de log ( \/Lgi&?r“)
X a-—a

Vamos usar

log(z/y) = log(x) — log(y)

d
%log(w) = 1/x
d 1
%‘/E PNz
%@2 = 2z
Para
VaZta? +a
V=log| ——
VET @ —a
Temos
Vzlog( x2+a2+a)—log(\/:c2+a2—a)
e portanto
v . ] :
dzx Va2 +a?(Va? +a? +a)  Va?+a?(Va? +a? —a)

x 1 1
 Va?+a? <\/fc2+a2+a_\/a:2+a2—a>
x vVri+a2 —a—vVa2+ad?—a
Vi a @) -

_ T —2a
Va2t a2 \ 2?
2a

vV x? + a?
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(B.5)

(B.6)
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Apéndice C

Gradiente de f(r)

Suponha uma fungao f que dependa apenas da magnitude do vetor radial ¥ = (x,y, z), ou seja da
coordenada radial » em coordenadas esféricas, i.e. f = f(r). Temos que

r =2+ y? + 22 (C.1)

O gradiente de f em coordenadas cartesianas é

= of of of
=\ 35909, 9. 2
vi (81”8y’8z) (C2)
Temos por exemplo que
of ofor _of 2 xof o
Gx_ﬁrasv_@rg\/m_r@r '
Similarmente,
of _ yof
dy — ror (C.4)
of  z20f
oz~ ror (C.5)
Assim,
Gp— (29) yof 201\ _19f _orr
vf_(r@r’r@r’r@r _rar(x’y’z)_(?rr (C.6)
Portanto, como 7 = 7/r:
=0y Of
Vf(r)= o (C.7)

123



124 APENDICE C. GRADIENTE DE F(R)



Apéndice D

Rotacional de ‘7[ f(r)]

Suponha um vetor 1% que dependa apenas de uma funcao f(r), que por sua vez depende apenas da
magnitude do vetor radial 7= (z,y, z). Da defini¢ao de rotacional, temos:

L OV, OV, OV, OV, OV, OV,
Vx VIl = ( dy 0z 0z Oz’ Ox Oy >
(dvz df or  dV,df Or AV, df Or  dV, df Or dV,df dr  dV, df or )

df drdy df drdz’ df drdz df drdx’ df drdx  df drdy

Como 9Or/dx = x/r, etc, temos

df1< dv, avy, dv, avy dv, de>

6><F:[f(7")] = %T ydf _Zﬁwzdf _xdfﬂvﬁ_ydf
_df1 av, dv, dv,
- %; (CL‘,%,Z) X (dfvdfv df )
%
_ AL v
~ drr <r % df) (D-1)
_df,dvV
= X o (D.2)
Para f(r), temos ﬁf = Z—iﬁ, portanto:
. - av - dv -
VxV[f(r)]:Vf(r)xﬁ:—ﬁ><Vf(r) (D.3)
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Apeéndice E
Coordenadas Esféricas

Considere a Fig. que mostra a definigdo de coordenadas esféricas (r,6,¢) em termos de co-
ordenadas cartesianas (x,y, z) para qualquer ponto no espago tri-dimensional. As coordenadas
angulares # e ¢ representam a longitude e latitude que caracterizam qualquer ponto em uma esfera
de raio r.

N

N

¥ sin 0do

Figura E.1: Definicdo de coordenadas esféricas (r,6,¢) em termos de coordenadas cartesianas (z,y, z).
O elemento de volume é dado por dV = dxdydz em coordenadas cartesianas e dV = r2sin0dfdpdr em
coordenadas esféricas.

Da figura temos:

x = rsinfcoso
= rsinfsing
z = rcosf (E.1)
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O elemento de volume em coordenadas cartesianas é
dV = dxdydz (E.2)
enquanto em coordenadas esféricas ele é
dV = (rsin0d¢)(rdf)dr = r? sin Odrdfde (E.3)

Podemos também usar o jacobiano da transformagao de coordenadas para obter este resultado.
Das Egs. temos os diferenciais:

dr = sinfcos¢dr + rcos cos ¢pdf — rsin 0 sin pde (E.4)
dy = sin@sin ¢dr + r cosfsin ¢df + r sin 6 cos pdp (E.5)
dz = cosfdr —rsinfdf (E.6)
ou em termos matriciais
dx sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing dr
dy | = sinfsing rcosfsing rsinfcosg do (E.7)
dz cos —rsinf 0 do
A=53)

onde a matrix de transformagao A = ggf’g ;g O jacobiano (J = det A = |A|) é

0(z,y, 2)
a(r,0, )
= (rcosfcos¢)(rsinfcos¢)(cosf) + (—rsinf sin ¢)(—rsin f)(sin § sin ¢)
—(cos0)(rcos@sin@)(—rsinfsin ¢) — (—rsin @) (rsin f cos ¢)(sin 6 cos ¢)
= r2sinfcos® 0 cos® ¢ + r? sin® O sin® ¢
+72 sin 0 cos? @ sin? ¢ + r? sin® 6 cos® ¢
= 7?(sin@ cos® f + sin® )
= 7r?sind (E.8)

J = detA=

Assim,

B Oz, y, 2)
dV = dxdydz = ‘8(7’, 0.0)

Para problemas com simetria esférica, podemos ter uma funcao que dependa apenas da coor-
denada radial r, i.e. f = f(r). Neste caso, a integral de volume desta funcao fica:

/// f(r)av = ///f(?")r2 sin Odrdfde = /OT dr /07r do /027r df(r)r? sin 0

2 s T
= / do / sin 6d0 / f(ryridr
0 0 0

=21 =—cosf|f=2

= /T f(r) dmridr (E.10)
0

drdfd¢ = r* sin Odrdfde (E.9)

Ou seja, com simetria esférica o elemento de volume dV = 4mr2dr é simplesmente uma casca
esférica de area 47r? e espessura dr.



Apéndice F

Lei de Ohm e Modelo de Drude

Na deducao da Lei de Ohm V' = Ri, usamos o fato de que v = (0/nq)E — j = oE. Vamos aqui
justificar esta hipdtese, ja que poderia-se imaginar que na presencga de um campo elétrico constante,
uma carga deveria se acelerar, e nao seria possivel ter velocidade constante e proporcional ao campo.
O ponto é que uma dada carga em um fio nao estd isolada, e interage com os atomos fixos e demais
elétrons do material, que oferecem um atrito/resisténcia a sua aceleracao.

Suponha entdo uma particula de carga ¢ e massa m sob acao de um campo elétrico E. Esta
particula sofre uma forga elétrica qE, e vamos assumir que a particula sofre também uma forca de
atrito —v¥ devido as interagdes com as demais particulas do material. Aqui v é um coeficiente de
atrito e v = dx/dt é a velocidade da particula. Esta forga de atrito é similar & que se sofre devido
a resisténcia do ar quando se cai em queda livre na atmosfera. A segunda lei de Newton fica

dv
= E. F.1
m Y +q (F.1)

Enquanto a forca elétrica age no sentido de acelerar a particula, o atrito se opde ao movimento e
cresce com a velocidade. Um estado estaciondrio é atingido quando a forca resultante é nula, e se
chega a uma velocidade terminal vy:

dv
me =0 o u=1F (F.2)
dt 0%
Vamos investigar como exatamente esta solucdo estaciondria é atingida em funcao do tempo.
Podemos re-escrever a equagao original como

dv ¥
——— = ——dt. F.3
v—qE/v m (F-3)

Integrando, temos

In <v - qE> = Li+ K (F.4)
~ m

onde K’ é uma constante de integracao relacionada a condigoes iniciais. Assim

v(t) = Ip 4 Ke mt, (F.5)
Y
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onde K = e®'. Supondo v(t = 0) = 0, temos:
W) =1+ K=05K=-1p, (F.6)
Y v
de forma que a solucao final fica

o(t) = %E(l —emmh. (F.7)

Portanto quando t — oo (mais precisamente quando ¢ > 7, onde 7 = 2m/v é o tempo de relara¢do
do sistema), temos
_ _ _q
v=0v(t=00)=—-F. (F.8)
Y

Assim, de fato v = (0/nq)FE, e podemos identificar a condutividade o
o="4_ (F.9)
Ou similarmente a resistividade p
p===-1. (F.10)

Como a resisténcia R de um resistor de resistividade p, area A e comprimento [ é

l

R:pz,

(F.11)
vemos que a resisténcia R é determinada pelo coeficiente de atrito 7y, como esperado.

Um modelo mais simples consiste em imaginar que uma particula é inicialmente acelerada pelo
campo elétrico, mas é bruscamente parada pela interacao com particulas vizinhas, sendo entao
novamente acelerada, bruscamente parada e assim por diante. Durante a aceleragao a = ¢E/m em
um intervalo de tempo 7, a particula partindo do repouso atinge uma velocidade méxima vy,qq

qF

v =—T7, F.12
max m ( )
percorrendo uma distancia (livre caminho médio) Ax = ar?/2 = %7‘2. Assim, ela tem uma
velocidade média entre colisdes de
Ax 1 qT
Umed = ? = ivmax = % (F13)

Assim, identificamos a condutividade neste caso como o = ng?7/2m. Comparando com a Eq.
obtida para o modelo de atrito continuo, o coeficiente de atrito pode ser identificado
2m
y=— (F.14)
-
Portanto, tanto no modelo de atrito continuo quanto no modelo de interagoes com aceleragoes e
desaceleragoes discretas, temos v x F.



Apéndice G
Campo B de Solenéide Finito

Considere um solendide de comprimento L e raio R, percorrido por uma corrente i, como na
Fig. Vamos calcular o campo magnético B sobre o eixo y do solendide usando a lei de
Biot-Savart. Visualizamos o solendide como um conjunto de N espiras de espessura Ay, tal que

NAy=L.

ﬂy
_ Z

&

B QR I Ay
X
X
&
X
5

L Qs
X
&
)
&
X
X
&
X
1 )
—

=

Figura G.1: Campo B sobre o eixo central y de um solendide de comprimento L, raio R e corrente i
percorrendo IV espiras.

Sabemos que cada espira indexada por j e localizada na altura y;» produz em um ponto y
genérico do eixo um campo B= By (ver Secao , onde:

- 132
B(y,y;) = 2 = Z;fi R (G.1)
O campo magnético total é obtido portanto somando as contribui¢oes das N espiras:
N
B(y) =Y B(y,y}) (G.2)
j=1
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Podemos multiplicar esta soma por 1 = AyN/L = nAy, onde n = N/L é a densidade linear de
espiras:

N N
B(y) =) Bly,y;) x 1=>_ B(y,yj)nAy (G.3)

j=1 j=1

Assumindo que a espessura da espira Ay — 0 e N = nL — 0o, podemos converter a soma em
uma integral, obtendo:

L/2 L/2 | R2
Hot /
B(y) = / By,y'ndy’:/ n dy
) ~L)2 w:9) —ny2 2l(y —y)? + R?P/?
B uoinRz /L/Z dy/
2 _12 (¥ —y)? + R2]3/2
LJ2
_ poinR? y —y
o 2 Sl — )2 2
' L/2 — L/2
_ roin 2oy . L2+y -
VZ2—y?+ R \J(L/2+y) + R
O campo no ponto y = aL/2, em fungao de a:
' 1—a)L/2 1 L/2
By = 100 (1-a)L/ L (tary s
V=2 (@22 + R \J(1+a)? (L/2)° + R?
Vamos considerar alguns casos.
G.1 Centro do Solendide
Primeiramente, para o = 0, y = 0 e estamos no centro do solendide. Neste caso:
' L/2 L/2 L/2
Bly=0) = F= 2 = poin | ——L2_| @)
V@2 + R ()2’ + R (L/2)? + R?

Para L > R, o colchete — 1 e re-obtemos o resultado do solendide infinito via a Lei de Ampere,
ou seja B(y = 0) = pgin (Ver Segao [7.4.3).

.2 Bordas do Solendide

Para a =1 ou a = —1, ou seja, nas fronteiras do solendide temos em ambos os casos:
Lotn L
B(y==xL/2) = G.7
w=srp) =1 | ] (67

Para L > R, o colchete — 1 novamente e obtemos B(y = £L/2) = pgin/2.
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G.3 Dentro ou Fora do Solendide

Vamos considerar agora apenas valores o > 0 (eixo y pos1t1vo i.e. parte superior do solendide),
mas « # 1, pois este caso ja foi COHSlderadcl Como Va? = |a|, podemos fatorar o resultado geral:

Bla) - Loin (1—a)L/2 . (1+a)L/2
2 Ja-ar@e?+r Ja+a2L/2?+ R’
_ Hoin (1—a)L/2 (14+«a)L/2
’ |1—a|L/2m |1+a|L/2\/F
_omoin (=) [ 1/ 2R (L+a) [ 1/ 2R \?
2 {11—04 [1 2((1—a)L> te 11+ a ! 2((1+a)L> +}

Como estamos considerando apenas « > 0, temos a+1 > 0 e portanto /(1 + «)? = [14+a| = 1+a.

G.3.1 Fora

Se a > 1, estamos em y > L/2, portanto fora do solendide. Neste caso 1 — a < 0 e portanto
(1-a)2=]1—-al =a—1. Temos entao:

o= s )

ol () ()

uoin{< >2 (1+0‘)2_(1_a)2}+...
(

(1—a?)?
2
uoin{ > (1_20064%2} + ... (G.9)

Portanto, quando a > 1 (ponto muito afastado do solendide), temos B ~ 0 mesmo para
solendide finito. Além disso, quando L > R (solendide muito longo), temos B ~ 0 em qualquer
ponto fora do solendide, como esperado.

+

%

Q

%

%

il
L
Ll
L

1 , . . . ..
Poderiamos considerar a parte inferior de forma similar.
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G.3.2 Dentro

APENDICE G. CAMPO B DE SOLENOIDE FINITO

Jé se a < 1, estamos em y < L/2, portanto dentro do solendide. Neste caso 1 — a < 0 e portanto

(1—a)?2=|1-al=1-a. Temos entdo:

3 ()

} + .. (G.10)

Portanto, quando L > R (solenéide muito
longo), temos B = ppin em qualquer ponto den-
tro do solendide, como esperado (Segao [7.4.3)).

Desta forma, um solendide longo tem, ao
longo do seu eixo, um campo constante den-
tro do solendide e zero fora dele. Note que na
borda, o valor do campo é metade do valor den-
tro, descrevendo a transicao suave que ocorrera
em qualquer caso de solendide finito.

. 2
otn 1 2R
B(a) =~ 1— - ——
() 2 {[ 2((1—04)L>Jr *
R \? R \?
~ 1— | —— ——
”Om{ [((1—a>L> +<<1+a>L)
R\? (1+a)?+ (1 —a)?
~ 1—{(—
“Om{ (L) a2z [T
R\? (1+4a?)
R 1-21—
’“‘02”{ (L) (1—a2)?
12 Léjgg—
L=100R ——
1, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
= 0.8 |
§ 0.6 f
Q
04 r
0.2 r
-1 -0.75 05 -025 0 025 05 075 1
y/L

Figura G.2: Campo B(y) no eixo y de um solendide de
raio R e comprimento L. O campo estd normalizado
por poin (campo de um solenéide ideal: L > R), e o
ponto y pelo comprimento L.

Na Fig. mostramos B(y)/(uoin) versus
y/L para diferentes valores de L/R, com B(y)

dado pela Eq.[G.4] Fica claro que para L > R,
temos B(y) ~ poin dentro do solendide e 0 fora
dele.



Apéndice H

d
Integral | a_p(fésw)

Vamos calcular a integral I abaixo (onde a > p)

21
I= / 4 (H.1)
0 a— peos()
Primeiro vamos dividir a integral em duas partes
T 2m
= [ [ (1.2)
o a—pcos(@) Jr a—peos(o)

Na segunda integral vamos mudar a varidvel ¢ — ¢’ = 27 — ¢, ou similarmente ¢ = 27 — ¢/'.
Temos d¢ = —d¢’ e os limites de integragio ¢ = 7 — ¢ = me ¢ = 21 — ¢ = 0. Além disso
cos(¢) = cos(2m — ¢') = cos(—¢') = cos(¢’). Assim

_[f_de [P Ay T de
N e Rl =y ) e )
Agora vamos mudar ¢ — u = tan(¢/2). Temos
du d [sin(¢/2)] 1 sin?(¢/2)] 1 ) B 1
T i Loooral] =3 |1 So(ars)) = O = gy
ou seja
2du
Além disso, temos
o _ 2 L2 1=
cos ¢ = 2cos (¢/2>_1_1+T2(¢/2) 1_71+u2 =11 a (H.6)

Assim, a integral fica

h= 2/<12+d22>a—pél‘32) SR o ey e e e

4 [o=T d
_ / B (H.7)
a=pJe=0 14 (m) u?

a—p
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Agora mudamos de varidavel novamente u — y = %zu, com du =

;o 4 / [a=p dy 4 /¢=“
 a—p atpl+y? Va—pJatply—o 1+9°
4

— ¢=m
= s arctan(y)|;—

Voltando as varidveis originais

a—p
a+p

(¢)

dy. A integral fica:

dy

4 a+p ) p=n 4 (\/m > b=r
I = ——— arctan —u —_, = ————arctan — tan(¢p/2 — H.9
e atan ([0 ) 125 - = L san0/2)) [15] (1)

Com tan(m/2) = oo e tan(0) = 0, e portanto arctan(co) = /2, temos
4 T
I = ———[arctan(o0) — arctan(0)] = ————
/a® — p? aZ — p22

ou finalmente

(H.10)

(H.11)



Apéndice 1

Solucao da Equacao de Poisson

Na eletrostéatica, as cargas estao paradas, de modo que temos:

V-E = £ (L1)

=
I

—V¢ (1.2)
onde ¢ é o potencial escalar elétrico. Combinando estas equagoes, temos:

P
€0

Vi = — (Equacao de Poisson) (1.3)
A solugao da Eq. de Poisson estabelece a relagao entre ¢(Z) e p(Z). Em principio a solugao pode ser
dada pelo método da funcao de Green (ver Apéndice . Mas podemos obter a resposta de forma
mais simples e intuitiva, usando o principio da superposicao e o conceito de potencial para cargas
pontuais que vimos no Cap. |3l Foram inclusive essas idéias que usamos para obter o potencial de
diferentes distribuicoes de carga naquele capitulo.

Dada uma origem arbitraria do sistema de coordenadas, suponha que uma distribuicao de cargas
com densidade volumétrica p( _7) no ponto z genérico produza um potencial ¢(Z) em um ponto
fixo 7. Um volume infinitesimal dV’ = d®z’ em torno do ponto 2’ contém a carga infinitesimal
dq' = p(x )dV’ Como trata-se de uma carga infinitesimal, ela pode ser tratada como uma carga
pontual, que produz o seguinte potencial do(Z) em -

dq’ B (_7)d3 /

Areo|T — | 47r60]m—:c ]

d6(7) = (L4)

Portanto, para obter o potencial total em Z, basta somar (mtegrar) todas as contribuigoes de todos
os pontos &’ para os quais p(x ) # 0. Portanto ¢(Z f d¢(Z), ou seja:

/ 49(& / 47r£0]3)vdj3; (1.5)

Esta é, portanto, a solucao da Eq. de Poisson.
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Apéndice J

Magnetostatica e Calibre de Coulomb

Na magnetostatica, assumimos que as variagoes temporais de E sao despreziveis, ou seja:

OF
— =0. J.1
5 (J.1)
Da Lei de Gauss, isto implica:
- - P = 8E 1 8,0
E=Lr = = 2
v €0 - v ot €o Ot (J:2)

Mas da conservacao de cargas, isto quer dizer que

@:—6-5:0 (J.3)
ot

Portanto, as correntes sao estaciondrias. Isto quer dizer que as correntes sdo apenas de tal forma
que nao ha variagoes temporais de densidade, nem divergentes de corrente. Ou seja para cada carga
que entra em um volume em um intervalo de tempo, uma mesma carga deixa o volume no mesmo
intervalo de tempo.

Assim, as equagoes bésicas para B sdo (com OE /0t = 0):
V-
V x

= 0 (J.4)
= pof (J.5)

—

A primeira equagao implica que 3 f_l', tal que B =V x A. Inserindo isto na Lei de Ampere, obtemos:

S o

Vx(VxA) = V(V-A) - VA= uj (J.6)

Vamos trabalhar no calibre de Coulomb, em que V-A =0. Note que se 0 campo A nio satisfaz
V - A =0, é sempre possivel fazer uma mudanca de calibre A — A’ que mantém o mesmo campo
magnético, mas tal que V - A’ = 0. De fato, com a mudanga de calibre:

A=A+ Vf (J.7)
=0
e
temos obviamente o mesmo campo B’ =V x A/ =V x A+ V x Vf = B. Além disso:
V- A=V -A+V%f (J.8)
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Como por hipdtese V-A = 0, e V-A # 0, temos que a fungao f satisfaz a Kq. de Poisson:

V2f=-V.4A (J.9)
cuja solugao, segundo o Apéndice [l é:
- V- A(z)d32!
fa) = [ AL (3.10)
A|Z — |

Portanto, no calibre de Coulomb, temos:
V2A = —poj (J.11)

que também é uma Eq. de Poisson, e cuja solucao é

A@) = / Ko M (J.12)

dm |7 — 2|

Dada a solucao acima para A, achamos o campo via B =V x A:

_.'_’/ _.’_;
B=VxA= VX/‘“)Md%f: MVX(‘y(x)_,)d?’x/ (J.13)

A |7 — | 4m |Z — 2|

Como V x (@A) = Va x A+ aV x A, e V age apenas em Z mas nao em &/, temos

5 Ho & 1 2N 30
B:/V — | x j(a")d’x J.14
o Qf_ﬂa () (7.14)

Como V(1/|Z —%/|) = —(Z — #')/|& — 2|3, temos
= L o L -
B = _/MOM x j(x ’)d?’/:/'uoj(x’)x(w Q_C,)dS:L‘/
A |7 — o' |3 4m 7 — /|3

Suponha que a corrente se propaga em uma linha com vetor comprimento diferencial dl’ j
Temos que a corrente i = dq/dt, a densidade de corrente j = di/dA = d?>q/dAdt e o elemento de
volume dV = dAdl. Portanto, jdV = d?q/dAdt x dAdl = idl, ou vetorialmente

FdvV =idl (J.15)

Definindo 7= Z — 2’ e r = ||, temos entao

5 HOo =/ (7 — :L_:) 3 s _ Mot r

dB = —j(x') x = ——=d’z = —dl X —

47r‘7(m) 17— /|3 47 r3

Lot de 7
= == J.16
4 712 (7.16)
que reconhecemos como a Lei de Biot-Savart (Segao [7.1]).
Por outro lado, tomando V x B na Eq. temos
o
VxB = VXVX/“OMd%’ (J.17)
47T |f — $/|
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Usando VXV X F=V(V-F)—-V2F e V- (aF)=Va-F+aV - F, temos

— =d A 1 -, = 1
xB = v/“o'( W - - d%’—/“oj(x/)v? — | (1.18)
|7 — 2| 4n |7 — 2|

Usando V(1/|Z — 2'|) = —V'(1/|Z — 2/|) e V2(1/|Z — 2| = —4703(Z — #'), temos

<

3

L. - e o 1 . .
VxB = -V / HoZ iy . P / Ko ey (—47r53(f—x/)) &z’ (3.19)
4 47

VxB = -V

+ poj (%) (J.20)

Como j(r) é zero fora do volume, a integral de superficie dS = d?z’ se anula e temos

— — = 6/ * 7 17 2/
VxB = V//m‘y(dex'+uo](x) (J.21)
AT |7 — 2|
Por fim, na magnetostatica, as correntes sao estacionarias e V-j= 0, de forma que o primeiro

termo também é nulo. Portanto:

VxB = uj (J.22)
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Apéndice K

Laplaciano de 1/r

Vamos calcular o Laplaciano da fungdo 1/r, onde r = |Z|. Notando que:

\%& (i) =V-V <i> (K.1)

precisamos primeiro calcular o gradiente de 1/r. Para todos os pontos em que r # 0, temos:

(-5 (-7

—

Agora vamos calcular o divergente deste resultado, usando V - (aV) = aV-V+Va-V:
3

1 - = (1 - 7 1 = d (1 3
2 _ _ _ — A~ - _
\V4 <T‘>_vv<7">__v<T3>__7"3vr_’r‘<’r’3>rr__’r‘3+’r‘4r_0 (Kg)

=3 . , =
_3p—4

Portanto V2 (%) = 0, para todo ponto ¥ # 0. Todo efeito desta funcao, se houver, vird de seu
comportamento em r = (. Para avaliar este efeito, vamos integrar o Laplaciano em um volume V'
envolto por uma superficie fechada orientada S, que inclui a origem. Note que para volumes que
nao incluem a origem, ja sabemos que o integrando ¢ identicamente nulo, e, portanto, também o é
a sua integral. Assim, usando o Teorema de Gauss (divergente):

1 - r r .
/v2 - dV:—/V- s dvz—f . -dsz—?{ms‘me (K.4)
1% r 1% 73 s \1? s 73

onde 6 é o angulo entre 7 e dS e a drea dS delimita um angulo sélido df? a partir da origem. Mas
dSe = dScosf é a area — delimitada no mesmo angulo sélido — de uma esfera de raio r centrada
na origem, ou seja dS;, = r2df). Portanto, integrando sobre toda a superficie:

2
/va (i) gV — _ji T‘f§® _ _fs ’"Tr;m _ _jq{dQ — (K.5)

Desta forma, temos:

1 1
~-—V? <> = 0 para todo r # 0 (K.6)
4 r
1 _, (1 o .
——Vil=-)aV =1 para todo V' incluindo a origem. (K.7)
v 4 r
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Estas credenciais portanto nos permitem identificar a funcao delta de Dirac tridimensional:

v <1> — () (K.8)

r

ou

1 B -
v? () =_V. <T> = —4763(7) (K.9)
Vamos imaginar uma carga pontual ¢ na origem. Multiplicando a equagao acima por ¢/ep, temos :

<. ( ar > _ 1@ (K.10)

4mor3 €0

Notamos que o termo entre parénteses é o campo elétrico da carga pontual dado pela Lei de
Coulomb. Comparando esta equagao com a Lei de Gauss na forma diferencial, V- E = p/e¢g, segue
que a densidade de uma carga pontual em r = 0 é dada por:

p(Z) = ¢ (Z) (Densidade de carga pontual) (K.11)

De fato, ao integrar esta densidade em todo volume, obtemos a carga pontual:

/p(f)dV = q/53(:z)dv =g (K.12)

—_—
=1



Apéndice L

Funcao de Green

L.1 Funcao de Green em 3 dimensoes

Suponha que uma equagao diferencial com um operador diferencial linear L seja dada por

L(¢(Z)] = p(7) (L.1)

onde p(¥) é uma funcao conhecida, e ¢(¥) é a fungao que gostariamos de achar como solugao desta
equacao diferencial. Note que a Eq. de Poisson é um caso particular para o operador Laplaciano,
ou seja L = V2.

Vamos supor que sabemos a solu¢ao da equagao no caso em que p(Z) = §(&), e vamos denotar
essa solugao como a fungao de Green G(&), ou seja:

LG(@)] = §(#) (L.2)

A funcao de Green pode entao ser usada para construir uma solucao particular para a Eq. De
fato, das propriedades da funcao delta, podemos escrever a Eq. como:

L{6()] = p(F) = / p()6(T — )V (L.3)

Usando a Eq. e a propriedade linear do operador L que atua apenas na varidvel &, e ndo em
z/, temos:

Lio()] = [ @i - v’ = [ pLic - e =1 [ e - 2| @
Segue que os argumentos de L no primeiro e iltimo termos devem ser iguais, a menos de uma

fungao F(Z) que satisfaz a versao homogénea da equacado original, i.e. para a qual L[F(Z)] = 0.
Desta forma:

6(7) = / o(#)G(F — VAV + F(Z) (L.5)

L.2 Funcao de Green em 4 dimensoes

Podemos generalizar as expressoes em 3 dimensoes para o caso em que incluimos o tempo ¢t. Suponha
entao que o operador diferencial linear agora possa incluir derivadas espaciais e temporais:

L(¢(Z,1)] = p(Z, 1) (L.6)
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A Eq. de Ondas é um caso particular para o operador D’Alambertiano, ou seja

1 92

2 w2 1O
L=0?=V'- 55 (L.7)
Neste caso a fungao de Green G(Z,t) é definida por:
LIG(Z,1)] = 6(Z)d(t) (L.8)

E a solucao da equacao diferencial fica

w):/d%’/dt’ A& VG(E — 2t — ) + F(@ 1) (L.9)

onde L[F(Z,t)] =0

L.3 Laplaciano

Comparando as Egs. - [L.5 temos que a fungao de Green do operador Laplaciano é dada por
G(Z — ') = —1/4x|% — #'|, ou similarmente

G(7) = T (L.10)

Vamos supor que nao soubéssemos disto e quiséssemos achar a funcao de Green diretamente de
sua definicao, ou seja

V2G(Z) = §(%) (L.11)

L.3.1 Meétodo 1

Primeiro vamos integrar esta equacao em uma esfera centrada na origem, e usar o Teorema de

Gauss, obtendo:
/V VGV = /5(f)dV
1%

j{VG ds

Como no lado esquerdo estamos integrando na superficie de uma esfera centrada na origem,
temos dS = r2dQ#. Desta forma, apenas a componente radial de VG contribuird para a integral.
Temos:

(L.12)

- = dG dG
fvc; -dS = 7{7" - (r2dQ) = —dQ (L.13)
S dr dr
Note agora que na Eq. a fungdo 0(¥) atua apenas na origem ¥ = 0, e portanto impoe
simetria esférica com respeito & origem do lado direito da equagao. Assim, para que o lado esquerdo
tenha a mesma simetria, é preciso que G(Z) = G(r), caso contririo as derivadas de V? atuariam
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em 6 e ¢, quebrando a simetria esférica do lado esquerdo. Desta forma dG/dr também é funcao
apenas de 7 e pode sair da integral no angulo sélido (em 6 e ¢):

- = d
}1{ VG -dS = 7’2G//sin 0dode = 1 (L.14)
S dr
|
=4r
Assim,
dG 1 dG 1
277 _ = — = L.15
& T am T & dme? ( )
Por fim, integrando, e ignorando a constante de integracao, temos:
1
G@)=G(r)=—— L.16
(#) = G(r) =~ (L.16)

L.3.2 Método 2

Uma outra possibilidade é usar Transformadas de Fourier (TF). A transformada de uma fungao
¢(Z) e sua inversa sao dadas por

Flold) =oF) = [ daolae e (L.17)
. 1 -
—1 _ = _ 3 ik-T
FH o) = o) = o [ PEie (L.18)
Tomando a TF da Eq. temos
- - 1
—k2G(k)=1 ou G(k)= - (L.19)
Tomando a TF inversa deste resultado, temos
N 1 3, A ke L / 3 eiF
C®) = G / PHGEHT = s [

1 2 T %s) ) 6z'k:rcosQ
= —— d df sin 6 dk k
oy ), @, dno [ W

1 oo s i
= ———2n) [ dk [ dfsin@e ?  (Tome u = cosf, du = —sin0d6)
(2m)?
0 0

_ 1 00 " 1 i eik:ru _ 1 o) i eikr _ efikr
2 2
(2m)* Jo —1 (2m)* Jo  tkr

2sin(kr)
kr

1 [ sin(kr) 1 °°  siny 1
272 J, kr 271'27‘/ Y Yy A7y (L.20)

w/2

L.4 D’Alambertiano

Agora gostariamos de encontrar a funcdo de Green G(Z,t) do operador d’Alambertiano [1?:

CRG(F,t) = V2G(F, 1) — ;W%g’t) — 5(#)5(1) (L.21)
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L.4.1 Método 1

(ver Jackson 6.4)
A Transformada de Fourier (TF) da componente temporal de uma fungao ¢(Z,t), e sua inversa
sao dadas por (note que a coordenada espacial & nao é transformada aqui, veja Método 2 abaixo):

Flo(@,0)] = $@w) = / dt (&, t)e (L.22)
Fb(Fw)] = 6@ ) = % dos B, w)e™ (L.23)

A idéia deste método é considerar a equacao original:

O2p(Z%
V(@ 0) ~ 5 ATl i (L24)

e tomar a TF temporal desta equagao para obter:

2
V24(Z,w) + %é(f,w) = 5(Z,w). (L.25)

Note que a transformada temporal substitui a incoveniente dependéncia temporal da equacao di-
ferencial original, tornando-a um conjunto de equacéoes diferenciais apenas com derivadas espaciais
(uma equagao para cada valor de frequéncia w).

Para cada valor fixo de w, podemos entao buscar a fungao de Green G, (%) da Eq.

-
/

<v2 + ‘;’j) Gu(Z,2) = 6(F — o). (L.26)

Como no lado direito a fungao é depende apenas da coordenada ¥ = ' —x' e tem simetria esférica em
torno de ¥ = 0, a func¢do de Green também deve depender apenas de r = |7], i.e. G, (Z,2") = Gy (7).
Em coordenadas esféricas, portanto, o Laplaciano V? atua apenas na coordenada, 7:

1 d? w?
;W [TGw(T)] + CTGW (T) = 5(7:‘) . (L'27)

Em qualquer ponto com r # 0, a funcao () se anula, e temos que rG,(r) satisfaz

d2 w2
3 [rGy(r)] + ) [rGu(r)] =0, (L.28)
cujas solucoes sao dadas por
rGE(r) = AeTr/e, (L.29)
Como para w = 0, devemos recuperar a Fungao de Green da Eq. de Poisson, temos A = —1/47 e
otiwr/c
GE(r) = — . (L.30)

Desta forma, a solucgao da Eq. fica

_ N . +iwr/c .y
5 (7, w) = / B/ GE(F — F)p(aw) = — / B / it p(F,t')e= " (L.31)

4mr
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Por fim, ¢(&,t) é obtido via transformada inversa:

1 ~ . :i:zwr/c o
(T, 1) = 2/dw oE (2, w)e™t = /dw/d3 ! /dt’ p(Z, 1) et it
T
= —/dt’/d%”w/dw w(tr/cHt=t) /dt /d%'p @y |G/t t = 1)
dmr 4mr

(:l:T‘/C-I—t—t/)

Da Eq. como 0(ay) = d(y)/a e 6(—y) = d(y), identificamos:

L - d(xr/e+t—1t) c
+ Y Y A - o = . Y
GH(Z -t —1) - 47rr5(:|:7“+c(t ') = 47r7“6(:FT c(t—1)) (L.32)
Para a solucdo G(7), temos
GONF—dt—t)= - Sr—c(t—t) = - §(|T— 2| — et — ¥/ L.33
( )= =0 —c(t=1)) T 8(] | —c(t=1t)). (L.33)

L.4.2 Meétodo 2

(ver Jackson 12.11)
Outra forma de obter a fungao de Green é usar Transformadas de Fourier (TF) em 4 dimensoes.
Neste caso, transformada de uma fungao ¢(Z) e sua inversa sao dadas por

Flo(Z,t)] = (;B(E,w) = /d3 / o(Z,t) ”(k Tt (L.34)
— I _ = _ g i(k-T-+wt)

FoEw)] = 0@t = g [ @ [ o dEwetE (1.35)

Tomando a TF da Eq. [L:2]] temos

2
(—k2 + ‘;) Glk,w) =1 (L.36)
ou multiplicando por ¢?:
~ - CQ

1 - o
G(Z,1) = oy / Pk / dw G(k,w)e!Fa+et)
2 ; pi(k-T+wt)
B <27r>4/d b f = (ko)?
02 5 T iwt
_ ik-T L.
(277)4/dk6 /dw T (he)? (L.38)
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Vamos calcular a integral I:

o) eiwt [e'e) eiwt
I = dw —————= = d L.
f o = e (£.39)

Esta integral tem polos em w = +kc. Podemos tomar z = w + ¢¢, com € > 0, e considerar
a integral no plano complexo, agora com os polos deslocados. Considerando um circuito fechado
formado pelo semi-circulo positivo C de raio R e a reta R indo de w = —R até w = +R:

J ezzt J 6zzt J ezzt
f{un ‘ (z —ke)(z+ke) /R(z:w) ‘ (z — ke)(z + ke) + /C ‘ (z — ke)(z + ko)

R elwt ezzt
- /_R dw (w — ke)(w + kc) +/Cdz (e = ko) (e 1 ko) (L.40)

Para a integral em C, temos izt = i(w + ie)t = iwt — et, e assim e*! = e“e™. Como estamos

tomando e > 0, é preciso que t > 0 para que esta integral convirja mesmo quanto ¢t — oo.
De fato, quando R — oo, a integral em C vai a zero, ja que seu integrando vai a zero como
1/R?. Assim, quando R — oo, temos

00 ezwt eizt
I = d = d = 2m R _
/ “ (w — ke)(w + ke) féun : (z — ke)(z + ke) o Z es(z, 2-)

o eiz+t eiz,t L4l
N m<z+—|—kc+z—kc> (L.41)
Como zy = kc e z_ = —kc, temos
eikct efik:ct 1t eikct _ efikct sin(kct)
T = 27 - [ — | =92 1..42
™ <2kc * —2/<:c> ke ( 24 ) ke ( )
Portanto, a fungd de Green na Eq. , fica:
c? Pz sin(kct) c 7.z sin(ket)
7t — dBk ik-& _9 - _ /dgk ik-&
G@ 1) (21 ) / =m0 (27) ¢ k
2 ™
= - / i, 2 Sntket) / do / dfsin @ ¢*r o5t

] 1 )
= / dk k sin kct)/ du etkre
0 ~1
) ikr _ _—ikr
- / dk k sin(ket) S S
0

l\'.)

l\')

ikr

o'} zkct _ fzkct eikr _ efikr
= 2 dk -
™ Jo (3

_ /OO zk(r+ct ik(r—ct) o e—ik’(r—ct) + e—ik(r—i—ct)
27"’ 0
(L.43)

Notando agora que (com k' = —k)

oo —00 0
/ dk efik(rict) _ / dkleik’(rict) _ / dkeik(rict) (L44)
0 0 —00
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temos entao

= c > ik(r+c ik(r—c
Q@ t) = W/_mdkek(“)—ek( )
— ik(r+ct) ik(r—ct)
A7y [27r/ dk ¢ / dk ¢ }
C
= 3+ ct) — b(r — ct)] (L.45)

A segunda funcao delta representa a solugao retardada, que é de interesse ao nosso problema.
Portanto:

GE,t) = —S6(r — ct) = —%5(74/@ 1) (.46)

47y r

Portanto a fungao de Green do D’Alambertiano é parecida com a do Laplaciano, com a diferenga
de a dependéncia temporal carregar a fungao delta que impoe que o tempo de interesse serd t = r/c.
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Apéndice M

Propriedades de Ondas
Eletromagnéticas no Vacuo

Neste apéndice, vamos ilustrar algumas propriedades mais gerais das ondas eletromagnéticas no
véacuo. Vimos que as Equagoes de Maxwell no vacuo implicam as equagoes de evolucao ondulatoria
para os campos F e B:

L 1 9°E
2 _
VE - 555 =0 (M.1)
. 10°B
2
VB~ =z =0 (M.2)

M.1 Solugao Geral no Vacuo

No caso unidimensional em que o campo F apontava na direcdo x e se propagava na direcao z,
haviamos achado a solucao como qualquer fun(;ao F(z — ct). No caso tridimensional, temos que
a solucao geral para 0 campo E serd um vetor F (& — ¢t). Para construir uma quantidade escalar
como argumento de F, pode-se fazer o produto escalar com um vetor de onda k= (kz, ky, k) = ke,
que representara a diregao de propagacao da onda:

= Elk- (Z—at)] (M.3)

Os campos podem ser escritos como:
E=E(k-Z—wt) = (E,, E,, E.) (M.4)
B=B(k-&— wt) = (By, By, B) (M.5)

onde w = k - & = ke. Usando a notacao & = k-7— wt, podemos facilmente notar que os campos
acima de fato satisfazem as Eqs. de onda:

. 02E 02E 02E O2E
2 _ 2 2 2 2
VIE = Gl gty t ke = ezt
1 0%E 1 92E 2
Zor ~ 2oe? (M.6)

Como w = ke, a Eq. de onda é satisfeita.
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M.2 Direcoes Relativas de E, Be?

Temos agora da Lei de Gauss no vacuo:
- o 0E, 05 O0FE,05 OFE,d
.E=0 T LV 27 =
v 96 0x 98 oy | 00 o=

Usando 06/0x = k, etc., integrando a equacao resultante em ¢ e desprezando constantes de inte-
gragao, temos:

0 (M.7)

kol + ky By + kE. =0 — (M.8)

Portanto, a direcao de polarizacado do campo E é necessariamente perpendicular a direcao de
propagacao da onda. Se, por exemplo, o vetor E apontar na direcao x, ele s6 pode se propagar nas
diregoes y ou z.

Como V- B = 0, o mesmo vale para o campo magnético, que também é perpendicular a diregao
de propagacao:

—

k-B=0 (M.9)

Portanto, ambos os campos E e B sao normais a direcao de propagacao e, definem assim um plano
perpendicular a k.
Vamos agora considerar a Lei de Faraday:

. . (0E. OE, 0B, OE. 0E, OF,
VxE <8y 0z 0z oz~ Oz 8y>

(0B, OE, 0E,  0E. 9E, 0E,

B < 95 ™ T 55 g 7T a5 e g T g ky)

_ _9B_ 9B _

- Tt o

(0B, 0B, 0B,

= < 255~ 95 “ 95 w> (M.10)

Integrando componente a componente em ¢ na segunda e quarta linhas, e ignorando as constantes
de integracao:

wB, = E.k, — B k. (M.11)
wBy = Eyk, — E.k, (M.12)
wB, = Eyk, — Bk, (M.13)

Usando estas componentes de B , temos:
wE-B = (Ey Ey E.) - (WBy,wBy,wB.) = Ey(E.ky — Eyk.) + Ey(Ezk. — E.ky) + E.(Eyk, — Eok,)
= FE,E.ky— E.Eyk. + EyFE k. — EyE.ky + E,Eyk, — E.FE ky, =0 (M.14)

Portanto, e IV e B também sao perpendiculares entre si e, como vimos anteriormente,
com a direcao de propagacgao k = kc.

Por fim, as Eqgs. [M.13|implicam que wB =k x E ou como ¢ = w/k, temos ¢B =¢x E| Como

os 3 vetores sao perpendiculares entre si, temos que .
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M.2.1 Médulo de B
Podemos obter o médulo de B de outra forma:
w’B? = WB+ wQBZ + w?B?
= (B.k, — Eyk.)* + (Epk, — E k) + (Byky — Eyk,)?
= EX(k + kD) + EJ(kZ + k2) + E2(K2 + k) — 2B ko Eyky — 2B kyE k. — 2B k. E.k,
Usando Kk, = —FEyk, — E k., temos:
w?B* = EX(k; + k) + E;(k} + k2) + E2(K2 + k)
+2E2k2 + 2B ky Bk, — 2E kyE.k. + 2E.k,Eyk, + 2E2k?
= EX(ki+ k) +E (ki + k] + kg) + EX (k2 + k2 + k2) + B2k} + 2B k. Eyky + B2k

(BEyky+Ezk:)?=E2k2
= (E24+E}+E2)(kZ+k, +K2)

- ®E® > B=-"E ou |B= (M.15)
w

o

M.2.2 Vetor de Poynting

Como E L B L C, estes 3 vetores formam entao um triedro. Além disto B = (¢ x E)/c, o que define
as diregoes relativas. Vamos examinar por meio das componentes o vetor £ X B, que ja sabemos
ser proporcional a k:

wE x B = (Ey, By, E.) x (E.ky — Eyk., Eck, — E.ky, Eyk, — E k) (M.16)
Vamos calcular a componente x do produto vetorial:
wE x Bl, = E,(Eyky — Ecky) — E.(Egk, — E.k,)
= Eky — E.Eyky — E.E.k. + E2kx
= (B} + E2)ky + Ex(—Eyky — E.k;) = Bk, (M.17)
~—_———
Ezks

Similarmente para as componentes y e z, portanto:

wE x B = (E?ky, E*ky, B?k,) = E*(ky, ky, k) = B2k (M.18)
Assim
. o E?. E
ExB=—k=— (M.19)
w c
Note que
|Ex B|=EB=FE?/¢c — B=EF/c como antes. (M.20)
Por fim, definimos S:
i_ a5 E? E?
S = x B="—t=—30=eE¢=uc. (M.21)
Mo foc  Hoc
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Apéndice N

Solucao (Geral da Equacao de Ondas
Eletromagnéticas

No caso geral em que ha presenca de densidades de cargas p e correntes j, vimos que os potenciais
eletromagnéticos ¢, A satisfazem as Egs. de Onda nao-homogéneas:

v2¢+avat'A _ _% (N.1)
VA oS8 = i+ ¥ (v iy Moeogf) (N.2)
N.1 Calibre de Lorenz
No Calibre de Lorenz:
ﬁ.,éfju;?f:o (N.3)
onde ¢ = 1/ugeg, e as Egs. de Onda niao-homogéneas ficam:
24 _ Clzgif _ _é (N.4)
vi- L84 (N5)

A solucao desta equagao pode ser obtida sistematicamente encontrando a fungao de Green (veja
Apéndice L)) para o operador d’Alambertiano [1%:

1 6?
P =V-= N.6
c2 Ot? (N-6)
Este procedimento é feito em textos de Eletromagnetismo mais avancados (e.g. Griffiths e/ou
Jackson), e requer o uso de transformadas de Fourier e o Teorema de Residuos em varfaveis comple-
xas. Entretanto, o resultado final é bastante intuitivo fisicamente, e portanto, antes de apresentar
a solugao via a funcao de Green, vamos focar inicialmente nesta interpretacao.
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Primeiramente, vamos notar que o d’Alambertiano é apenas uma versdao quadrimensional do
Laplaciano, de modo que esperamos as solugoes nao muito distintas.
No caso estatico, no qual as derivadas temporais sao nulas, temos a Eq. de Poisson:

r
€0

Vi =—

cuja solugao vimos ser dada por:

a;'/ 3!
&(T) = / _p)da (N.8)

dmen|d — 2|

Vimos (Apéndice [I)) que esta solugao simplesmente formaliza o principio de superposi¢cdo na inte-
gracao de elementos pontuais (modelados pela funcao delta).
Por outro lado, no caso da Eq. de Onda homogénea, tinhamos:
19%

2 —_——— =
V- 5on =0 (N.9)

cuja solucao vimos ser dada por:
O(Z,t) = Flk - (T — )] (N.10)

para uma funcao qualquer F'.
Aqui a mensagem é que a solugao expressa propagacao, pois o valor da solucao em (Z,t) = (0,0)
é 0 mesmo que em (&, t) = (édt, 6t), ou seja em uma posi¢ao mais a frente e em um tempo posterior:

-

¢(cot,ot) = F[k - (¢ot — édt)] = F[0] = ¢(0,0).

A idéia de propagagdo tem a ver com o conceito de causalidade: os campos e potenciais se
propagam com velocidade c finita e os valores deles em posigoes e instantes atuais e futuros sao
causados ou ao menos correlacionados com a onda em posicoes distintas em instantes anteriores.

Muito embora a discussao acima sobre propagacao seja referente a solucao da equacao de onda
no vacuo, podemos imaginar que os campos e potenciais foram produzidos por cargas e correntes
no infinito e se propagam agora em regioes bastante afastadas destas cargas que lhes deram origem,
regioes estas que chamamos de vacuo. Ora, se a solucao se propaga no tempo por diferentes posicoes,
¢é natural esperar que voltando-se suficientemente no tempo, a onda estard bem proxima das cargas
e correntes que a deram origem naquele tempo (e nao agora). Note que apés produzir a onda, as
cargas e correntes podem inclusive se mover para outro local, e a onda continuara se propagando.
E como o filho prédigo que continua sua vida neste momento, independentemente do que seus pais
fazem agora, mas certamente dependendo do que os pais fizeram em algum momento do passado.
Nesta analogia, podemos pensar que a carga é a mae, algum efeito que faga a carga acelerar é o
pai, e a onda ¢ o filho.

A propagacao implica, portanto, que o comportamento da onda em um ponto agora dependa do
comportamento da onda em outro ponto em um instante anterior. Retornando essa série causal até
a carga que deu origem & onda (sua causa original), temos que a posi¢ao da carga no tempo passado
é que determina a onda agora. A causalidade é um conceito filoséfico, obviamente fundamental na
Fisica, especialmente na Teoria da Relatividade, e se contrasta frontalmente com a idéia de acdo a
distancia, na qual campos se propagam instantaneamente.

Assim, a solucao da equacao de ondas ndo-homogénea terd propriedades de ambas as solucoes
acima, i.e. o efeito das densidades de carga dado pela Eq. de Poisson, e os efeitos da propagacao



N.1. CALIBRE DE LORENZ 159

descritos pela Eq. de Ondas homogénea. De fato, a solugao é dada por:

CU_;tgl
¢@J%:/p(mﬂd (N.11)

Ameo|@ — 2|

onde o tempo retardado tyey = t — |T — $_7|/c Esta solugao é portanto praticamente idéntica a
solugéo da Eq. de Poisson, com a tunica e fundamental distingdo, de que o potencial no instante ¢
nao depende do arranjo das cargas no mesmo instante, mas em um instante anterior ou retardado
tret- Note que a diferenca de tempo 0t = ¢ — tyer = |& — z |/c é exatamente o tempo que a onda
demora para se deslocar, na velocidade da luz, da posicao 7' da carga até a posicao I onde temos
interesse em calcular o potencial.

Por fim, como mencionado anteriormente, este resultado é obtido formalmente via a funcao de
Green retardada para o d’Alambertiano, que é dada por (veja Apéndice :

G@J%z—ﬁ%&r—d%:—ﬁ;ﬂﬁc—ﬂ. (N.12)

Desta forma, a solugao da Eq. de Ondas fica

¢, 1) =(/ff/ﬁﬁw—£¢—w<_wzw>

3 / LE t, = - /
= dt ——" o §(|% — 2| Jc— (t = t))
47reo|3:—:v\
/
B /d3'/df’ ALY g~ (4 fi - @) fc)
N————

Aeo|Z — | -
ret

5
:Q/ff/W“%ﬁ (N.13)

Areo|T — o

onde a integracao em t’ foi feita trivialmente usando a fungao delta, que faz p(Z,t’) ser avaliado em
t =t =t —|T—2'|/c.
Similarmente, o potencial vetor é dado por:

. / 3./
Az t) = /Vm“tm”“” (N.14)

dr |7 — o]

N.1.1 Campos

Por fim, podemos obter os campos E e B. No caso do campo magnético, temos:

N _. oo 6 % ™ t d3z
B=VxA= /WO _ xﬂ%@@fﬂ+/mj I tret A7 (N.15)
E x'| T @ -
gl §2

Seguimos os mesmos passos do Apéndice |J| no cédlculo de B=VxA (mas 14 na magnetostdtica e
no Calibre de Coulomb), para obter para B; um resultado similar, mas com tyet:

= 0
B = /'uoj(x’,tret) X Lf)d?’x' (N.16)
m T — a3
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Para By, precisamos apenas nos lembrar de que tyy = ¢t — |¥ — z |/c. Portanto, do Apéndice @,
temos:

Lo 0j (@ tret) = 0j(a, ¢ ¢ —a
G % J(i ther) = — 22T tiet) Gz oy = D@ te) (=) (N.17)
8tret h,d_/ 8‘[: C’fl_f— l',’
(E—z')

cld—a’|

Portanto
Z = S
By =/maj(x’tret) « T2 g (N.18)
47 8t C‘f — [L'/P
Assim
TN (F—a)  9j@ te)  (@-7) ] 5,
B=[| — " tret) X = X —— | d N.19
/477 [](x’ ret) 7 — 2|3 + ot o|F — 2|2 v ( )
J4 para o campo elétrico E = —V¢ — 0A/0t. Temos
- 1 - 1 S V(e tre)d3a!
V(T t) = / \Y ) gt + [ VO he)d (N.20)
dmeg |7 — | dmeo|T — 2|
V1 6<l52
Para ﬁqbl, temos:
= 1o 1 . 1o (@)
Vo, = v - et )d? ’:_/ ! tret) ———s—dox N.21
¢1 /47T60 <|£_$,|> p(x ret) x 47’[‘60;)(58 ret) ’f—xlp €T ( )
E para 6(1)2, usamos:
o (2, tret) = - (2 tyey) (Z — 2
T, ) = 22 Tret) G 7y = DT tre) (T2 ) (N.22)
8tret ~— 8t c’x _ /‘
_ (@=al)
c|@—a’|
E assim, temos:
6@%)2 _ Vp($/7tret){3x/ / 1 8p(l’ 7tret) (.7) l;) B (N23)
Aeg| T — | dmeg ot ¢z —a!|?
Portanto,
- 1 5 y ) a W t r _ W
V¢:—/ D trog) L E) 00T re) (E2 ) | (N.24)
dmeg |7 — /|3 ot i — 2|2
Além disso,
% :/maj(x/’tret) 1 _ d3x/:/ 1 aj(x/?tTEt) 1 _ d3x/ (N25)
3t A7 8t |f — J;/| 47'('60 8t 62’1' IE/|

Assim,

-

, 1 - (Z—a")  Op(@ tret) (T—a')  Oj(d tret) 1 5
E = It ~ — _|d N.26
/471'60 [p(m, rot) 5 |2 ot 2|7 — 7| v )
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N.2 Calibre de Coulomb

No calibre de Coulomb,

V-A=0 (N.27)
e as equagoes gerais dos potenciais ficam

2, _ P
Vi = —— (N.28)

€0

. 92 A - oV
2 :

A— — — N.29
\% Ho€0 5 Ko + poco—, (N.29)

Note que diferentemente da Segao |J, onde tratamos da magnetostética (0p/dt = V- ; = 0) agora,
estamos impondo o Calibre de Coulomb em uma situagao dinamica.

Aqui vemos o motivo de este calibre ser chamado de Coulomb. Nele, o potencial escalar ¢
continua satisfazendo a Eq. de Poisson da eletrostatica.

Temos entao:

- p(x/,t) 3./
= [ g N.
o@n = [ At (N.30)
- po (@ tret) 5 / poco V', s,
Az t) = [ 2ot B tret)d N.31
(&) /47T |z — 2/ v Am|le —2!| Ot (@ trer) " ( )

onde novamente tyoy =t — |7 — 7' |/c . Neste calibre o potencial escalar ¢ continue tendo a solugao
instantanea da eletrostética (¢(f) no instante ¢ depende apenas de p(t) no mesmo instante t!).
Porém vale ressaltar que os campos elétricos e magnéticos (que sdo os verdadeiros observaveis)
ambos dependem de ff, e terdo solugoes de propagacao retardadas (com respeito as fontes p e ;),
como no calibre de Lorenz (ou em qualquer calibre, ja que os resultados fisicos ndo podem depender
de mera escolha de calibre).

De fato, ao calcular os campos E e B via estes potenciais, é possivel simplificar essas espressoes
e obter explicitamente os mesmos campos que no Calibre de Lorenz (ver J. D. Jackson, American
Journal of Physics, 70, 917-928 (2002). Stewart, Hnizdo, Dmitriyev, e outros autores, circa 2002-
2004. Também Brill & Goodman, (1967), K. McDonald (2008), Wundt & Jentschura (2012), Yang
& MacDonald (2015), e outros.).

N.2.1 Densidade de Corrente Transversal

Vamos apontar um fato interessante na Eq. Vimos na secao|10.7.1, que um campo ‘7, que decai
a zero no infinito mais rapidamente que 1/7, pode ser decomposto em componentes longitudinais e

transversais V =V, + Vp = —Vo¢+V x A, tais que

¢ = /dg’lw /di’”llev() (N.32)

| A | — |

Portanto V x Vi, = =V x (V@) =0e V- Vp = V- (V x A) = 0. Fazendo esta decomposicio para
o vetor densidade de corrente:

j=Jr+ir (N.33)
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temos
oo O[T D g a0 L
- antv/ & /47r€0 | _I ;/)‘ - eoa;‘ﬁ (N-34)
Portanto, o lado direito da Eq. fica
0] + poeo 8;¢ = pol-j + e 8§t¢] = pol=(jr + jr) + jr] = —pojr (N.35)

Ou seja, o campo A é determinado apenas pela componente transversal de 5 As equagoes ficam

v = L (N.36)
€0
VZJ‘T—MOE()%Q]; = —pojr (N.37)
cujas solucoes sao
o(z,t) = / p(x,’t),'d%’ (N.38)

» f10 J1 (', tret)
Alz,t) = / Eﬁd%’ (N.39)



Apéndice O

Valor Médio de sin’(kz — wt)

A funcdo sin?(kx — wt) aparece frequentemente no vetor de Poynting de uma onda eletromagnética
S o |E x B| o« sin?(kx — wt). A intensidade da onda é definida como I = (S), onde (...) denota o
valor médio dentro da oscilagdo de um periodo temporal T' = 27/w e/ou de um comprimento de
onda espacial A = 27/k. Vamos portanto calcular o valor médio:

A
(sin?(kz — wt)) = % /O sin? (kz — wt)da (0.1)

O.1 Meétodo 1: Relacao Trigonométrica

Vamos primeiro considerar o valor médio da funcao sin?z, do qual sera trivial obter o resultado
para a onda mais geral. Note que neste caso temos k = 1 e portanto o comprimento de onda é
simplesmente A = 27. Assim

2

2m
(sinz) = 1/ sin?z dz . (0.2)
0

Usando a relagao trigonométrica cos(z + y) = cosz cosy — sinx siny, que para = y nos da

1 — cos(2
cos(2x) = cos’x —sin’z =1 — 2sin’z — sinx = c;s(:c) (0.3)

1—sin?

Substituindo esta relagao na integral, temos:

2 1 _ . 2
(sin? z) = 1/ 1 — cos(2x) dr — 1 [z sin(22) _ 1 ] = 1 (0.4)
2m Jo 2 2m |2 4 0 27 2

Vamos considerar agora o valor médio de sin?(kz), que segue trivialmente considerando z’ = kax:

2w /k 2T / 1 2m 1
(sin?(kzx)) = Qk;r/o sin? kx do = 2];'/0 sin” 1’ d% =50 ; sin?a2’ da’ = (sin®z) = 3 (0.5)
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Finalmente, considerando o valor médio de sin?(kx — wt), também segue trivialmente conside-
rando 7’ = kx — wt, sendo que wt é constante na integracao espacial. Assim:

(sin?(kx — wt)) =

k

2

0

2m [k

k
sin?(kx — wt) da

2m—wt

27 —wt

da’

sin?z’ — =

k

1
_27'('0

2w

sin® 2’ da’ = (sin®z) =

1
2
(0.6)

0.2 Meétodo 2: Integracao por partes

Podemos integrar por partes, obtendo:

27
/ sinz dz =
0

2m
o . 2
/ sinzsinz dr = |sinz cosz[" +/
0 — Jo

27
cos x cos xdx

0

2 2
= / cos® x dx = / (1 —sin®z) dz
0 0

2m
= 27— / sin?z dx (0.7)
0
Combinando o ltimo termo do lado direito com o lado esquerdo, temos:
2m 2
2/ sin?z de = 27 — / sinfz de =7 (0.8)
0 0
Assim,
2 Lo 1
sin“z) = — sin“x dox = = 0.9
sinta) = o [ = (09)
0.3 Meétodo 3: Visualizagao Grafica
| ‘ ‘ ‘ Por fim, considere a Fig. que mostra a
J/v\ Compensated A £ ~ ) também linh tas t ‘ad
i sin(o) /3 ungao sin”x e também linhas retas tracejadas
08 | S\ wangles = formando 2 triangulos de base B = 7 e altura
VA /A
// \\ /’ \\ H=1.
: \ : \ .~ ~ s
06 ) 2 As regides entre as duas fungoes (dreas ama-
—————————————— A relas) tem 4dreas idénticas acima e abaixo da li-
04 j \ / j \ nha y = 0.5. Desta forma, no intervalo mos-
/ : : . N ~ ’
! ‘ \ // ‘ " trado, devido & compensacao das dreas amarelas,
: : \ 4 . s e 1A . <
02t/ j \\\ A : \ 1 temos que a drea sob a curva sin? z é idéntica &
// \ /// Y area sob os 2 triangulos tracejados:
\ \|
0 1 1
0 /2 b 3n/2 2m 2m ; Bx H Tx1
/ sinz de = 2Area A =2 =2
0 2 2
. - . 9 . 1 = 7 (010)
Figura O.1: Funcdo sin“z (linha azul sélida) e

triangulos (linha vermelha tracejada). Devido & com-
pensacao de dreas (regides amarelas), as dreas sob
ambas as curvas coincidem.



Apéndice P

Campo B de uma Espira Circular

P.1 Via Potencial Vetor A

(ver Jackson sec. 5.5) 2
Considere uma espira circular de raio a com P

uma corrente constante i. Vamos calcular o campo

magnético B devido a espira em um ponto P ar-

bitrario a uma distancia r do centro da espira. Vamos

usar o fato de que B =V x /Y, e primeiro calcular ff,
que no calibre de Lorenz é dado por

I
it

)

2 ,
A7) = /d%"‘om (P.1) a
47T |f — m”
Como f] dV’ = idl, sendo que j = j¢qz§ e dV' =
2 sin 0’ d¢’ d@’ dr' e dl = add' ¢, temos que x
/j¢¢> T’2d¢> dCOS(@') = jadg/ ¢ (P.2) Figura P.1: Campo B em um ponto P ar-
bitrario, préximo a uma espira de raio a e cor-

. , . ) ~ rente ¢ (Jackson).
Portanto é necessario que j, tenha funcoes § para

impor que 7 = a e matar as integrais do lado esquerdo,
tornando-se o lado direito:

= i(s(rlaa)é(cos 0 (P.3)

J ¢>(r/7 H/)
Como j = j¢g5, temos que A= A¢<z§. Note que o problema tem simetria azimutal, ja que A
e B nao devem depender do valor de ¢ do ponto P. Assim, podemos escolher o ponto P com
¢ = 0 para snnphﬁcar os calculos. Neste caso, sabemos que A deve apontar na direcdo y. Assim,
A(Z) = Ay(r, 0)¢. Note no entanto que o versor ¢ nio é fixo, e portanto difere na fonte e no
ponto P. No ponto P escolhldo por simetria sabemos que A deve apontar na dlregao y, portanto
apenas a componente y de ] contribui. E conveniente entdo decompor o versor gZ) em coordenadas
cartesianas, ja que nestas coordenadas os versores (i, j, k) sao fixos:

¢ = (cos(¢p+ 7/2),sin(¢ 4 7/2),0) = (—sin ¢, cos ¢, 0) (P.4)
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Assim, a densidade de corrente em coordenadas cartesianas fica:
7= (—jssing’, jscos¢’,0) (P.5)
Temos entao
o 0
A = /d ,qu( isin ¢ 4 jcos ¢') (P.6)
AT |7 — o
(P.7)

Como argumentado acima, sabemos pela simetria que A, = 0, mas vamos verificar explicitamente
abaixo. Por outro lado, A, neste caso corresponde a Ay para um ponto P arbitrario. Temos
(P.8)

(rsin@,0,rcosf)
(P.9)

7 =
¥ = (r' cos @', 7’ sin ¢', 0)
Portanto
T —a' = (rsinf — 1’ cos¢', —r' sin ¢/, r cos ) (P.10)
Sendo « o angulo entre & e #', temos das Egs. e
Za = axa’ +yy + 22 = r'sinfcos ¢’ = |F||2| cosa = rr' cosae  —  cosa = sinf cos ¢/ (P.11)
Assim, da Lei dos cossenos:
|7 — x’|2 = 2 4+r% - 2r'cosa — |T— ;1?’| =2 +r? - 2rr'sin6?cosd>’)1/2
(P.12)
Desta forma, temos
o(r' —a) 1 A .
dr' dcos@ d¢' r'™ MO iié cos & —isin ¢’ + j cos ¢’
/ ¢ ( )(7“2+r’2—2rr’sin0005¢/)1/2( ¢ +jcosd)
(P.13)
Fazendo as integrais triviais em 7’ e ', temos
»  poia /27r i (—isin¢’ + jcos¢’)
 Ar ), (r2 4+ a2 — 2rasin 0 cos ¢')1/2
(P.14)

Pode-se ver que a integral na direcao x é nula, enquanto a integral na direcao y, que representa a

componente Ay em geral, fica
. 2 /
Hota , cos ¢
Ay(r,0) = d
+(1,9) 47 /0 ¢ (r2 + a? — 2rasinf cos ¢')1/2
(P.15)
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Para pontos muito afastados da espira, r > a, temos

Ay(r.0) — poia [*™ cos ¢’
i 4tr Jo (1+ (a/r)% — 2(a/r)sin O cos ¢/)1/2
. 2m
~ HO / d¢' cos ¢’ (1 + 2 5in 6 cos ¢+ O(a®/r?) + >
drr Jo r
(P.16)
O primeiro termo na integral da zero, e portanto temos
22 2T -2
Ay(r,0) ~ ’i‘:ﬂ sin 0 /O d¢ cos®¢)  —  Ag(r0) ~ “zi;‘ sin 0 (P.17)
—_—
O campo magnético B =V x A fica entdo com as seguintes componentes:
1 9, . 1 0 ,uoia2 . 9 1 ,uoiaz .
B, = — PAy) = ——— 0) = A cosf
" rsin @ 8€(Sm 2 TSinH@H( 4z O rsing 2r2 0%
;92
= ,u;ﬂgb cos 6 (P.18)
r
10 10 uoiaQ . 1 ,um'aQ .
o ror (rds) ror ( 4 r 4z
;92
= 'UZZ(; sin ¢ (P.19)
r
By, = 0 (P.20)

Expressando a resposta em termos do momento de dipolo magnético da espira u = 14 = ima’:

;2
poia” cos  pg . 9.cosl  pg p
" 2 73 2 (ima”) 73 27 3 cosf (P-21)
. 2 . .
_pota®sin®  po . o.8inf  po po
B@ = 4 3 = E(Zﬂ'a ) 3 = E’)"? sin 6 (P22)
O moédulo do campo B fica
Po 2 . Ho 2
B*=B?4 B} = (Eﬁ) (4cos® +sin? 0) = (ET—ZJ (3cos® 6+ 1) (P.23)

No eixo da espira, 0 =0, r = z, # = 2, By = 0, e temos

5 Ho B, Ho A
B—%; =5..3 (P.24)

que concorda com o resultado da Eq.
No plano da espira, # = /2, r = (22 +y*)Y/%, 0 = -2, B, =0, e

5 _ Mo H 7 Ho H
Bt _ Mo P.25
A7 (J:Z + y2)3/2 A (J:Z + y2)3/2 ( )
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P.2 Via Biot-Savart
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Podemos calcular B diretamente via a Lei de Biot-Savart. Definindo B = & — 2/ , temos

Como qg =

Portanto,

dl x R =

Assim, temos

=V I~ T~

~ uozdﬁxR

dB = B (P.26)

(—ising’ + jcos¢') e dl = ad@'$, temos em coordenadas cartesianas

adg’(—sin ¢’ cos ¢',0) (P.27)
(rsinf — acos ¢, —asin @', r cos ) (P.28)
(1% + a®> — 2rasinf cos ¢')/? (P.29)

adg’(rcosfcos @', 7 cosfsin ¢, asin® ¢ — rsinf cos ¢’ 4 a cos® ¢')

adg’(rcos @ cos @', rcosfsing’, a — rsinf cos ¢')

(P.30)

,uoza / r cos ) cos ¢’
(r? 4+ a2 — 2rasin 0 cos ¢')3/2

,uoz / r cos 0 sin ¢’

(r2 + a? — 2rasin 6 cos ¢')3/2

,uoz / a — rsinf cos ¢’
(r2 + a? — 2rasin f cos ¢')3/2
(P.31)

Usando a aproximacao para r > a:

temos

(7"2 +a®

Hota
43
3uoia®

473
Hota
4mr3

3uoia®

2

— 2rasinfcos ¢)¥? ~ 13(1 — 3% sinfcos ¢ + O(~5) + ...) (P.32)
T T

rcosH/dqb cos ¢'[1 —|—39(Sin9005¢/)]

3uoira’ 310

cosﬁsm@/dqﬁ cos? ¢ = 3 cosfsind = O coshsing
4dmr a7

r3

rcosH/dqb sin ¢'[1 —|—3;(Sin9005 ¢

4y
Hota
43
Hota
43
Hota
473

3 cosﬁsin@/dqﬁ sin ¢’ cos ¢’ =0

/dgb (a —rsinfcos¢’)[1+ 3%(Sin0COS @]

2
/ d¢(a — rsin@cos ¢’ + 3% sin 6 cos ¢' — 3asin? 0 cos® @)

[27a — 3masin® 0] =

,u02'7ra2

4dr3

[2 — 3sin? 0] = ZT(:_;;(SCOS 0—1)
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Da Fig. podemos relacionar estas componen- p
tes de B em coordenadas cartesianas com as compo- B,
nentes em coordenadas esféricas via

B, = B;sinf+ B, cos0, (P.33)
By = Bgcosf — B,sinf, (P.34)

de onde temos

3
B, = MOMCOSGS]H 9+'MOM

4 73 47
= ZO o cos0(3sin? 0 + 3cos® 6 — 1) v 0
mwrTr \
= 50 'L;COSQ (P.35) . \
Tr «

(3cos® 6 — 1) cos

Figura P.2: Componentes de B em coordenadas

cartesianas (B, B.) e esfericas (B,., By)

3
By = RO B s 951119———(3608 6 —1)sinf
47 r3

47 73

= @ﬂsmﬁ(?)cos?@ —3cos?0 +1)
dr

= ~—-sinf (P.36)

Estas componentes concordam com a solucao obtida via B =VxA (Egs. [P.21]e .

P.3 Comparacao com Espira Quadrada

Considere agora uma espira quadrada de lado 2a (portanto com p = i4a?) localizada no plano xy.
Vamos considerar apenas o campo no eixo z da espira. Por simetria, o campo deve apontar na
diregao z. Cada lado da espira contribui um campo B4, dado pela componente z do campo da
Eq. (enquanto as componentes no plano xy se anulam em pares):

Lot 2a

Biage = 220 2% Ging, P.
lad 4ﬂrmsm (P.37)

onde
sinf = = e r’=ad’+27. (P.38)
z

Assim, os campos dos 4 fios se somam para dar o campo total:

ot 2a a
4rva + 22 V2a2 + 22 2

Bz = 4Blado =4 (P39)

Finalmente, para z > a, temos

Lot 2aa_@i4a2_@ﬂ

= = . P.40
Az 2z z 2w 23 21 23 ( )
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Portanto
5 Mo [
B~V E P.41
5 53 (P.41)

que é exatamente a mesma resposta para o campo no eixo de uma espira circular.

” From very far away, all loops look the same...”
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