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1 Um nada sobre a topologia de R"

Durante o estudo dos moédulos Espacos vetoriais completos e Teoremas de ponto fixo, sur-
giram algumas dividas que eu nao antecipara, por pensar que todos sabiam o que significam,
em matematica, palavras como aberto, fechado, compacto, etc. Esses conceitos admitem gene-
ralizagoes extremamente amplas em Topologia, o que causou um problema inesperado: alguns
alunos foram atrds de aprendé-los e cairam nas defini¢oes as mais gerais, legiveis as menos.

Por esse motivo, resolvi apresenta-los aqui de uma maneira rapida, mas ainda assim com
definicoes utilizaveis, ou seja, com definigoes precisas que estejam corretas do ponto de vista
topolégico (ainda que em casos muito particulares, de intervalos em R e regides em R") e que
permitam seu uso em demonstracoes de teorema, sem recorrer a explicagoes tangenciais que, ao
fim e ao cabo, desinformam mais que informam.

Entao vamos l4. Sabe o intervalo do tipo

(a,b) CR = {xr eRa < x < b}

que o seu professor do Ensino Médio chamou de aberto? O que ele tem de especial é o seguinte:
se vocé pegar qualquer ponto xg 14 dentro, ainda assim ele é um ponto interior, ou seja, ele tem
uma gordurinha de um lado e de outro tal que um pequeno intervalinho (xg — &, 29 + €) ainda
esteja contido em (a, b).

Definigao 1.1 (Conjunto aberto). Seja A C R™. Dizemos que A é aberto se, para todo zg € A,
existir um ¢ > 0 tal que a bola de centro xg e raio ¢,

Bu(zo) = {z € R", ||z — zo|| < },
esteja contida em A.

Esse tipo de conjunto é chamado de aberto porque uma sequéncia dentro dele pode escapar
para fora. Se tomarmos a sequéncia x, = a + ﬁ com um N > ( suficientemente grande tal
que z,, < b para todo n € N, ela estard inteiramente contida em (a, b); no entanto, o limite dela
é a, x, — a se n —» oo (pois niN — 0), e o préprio a nao estd contido no intervalo aberto
(a,b), ou seja, no limite, a sequéncia escapa.

Se tivéssemos um intervalo do tipo

[a,b) CR = {z € R,a <z < b},

que o seu professor chamou de fechado, entao a sequéncia nao teria como escapar. Com efeito,
dada uma sequéncia (z,) C |a,b|, i.e., tal que a < x,, < b para todo n, é possivel mostrar que

n ) b ) n b b
se a sequéncia convergir para algum z, entao a < = < b (faga).

Defini¢ao 1.2 (Conjunto fechado). Seja A C R™. Dizemos que A é fechado se, dada uma
sequéncia (x) C A que convirja para um limite x € R", entao necessariamente = € A.
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Ezercicio 1.1. Mostre que R™ é aberto. Em seguida, mostre que R™ é fechado.

Exercicio 1.2. Mostre que, em R", o vazio () é sempre aberto. Em seguida, mostre que é sempre
fechado.

Acabou.

S6 algumas observagoes:

Definigao 1.3 (Conjunto compacto). Seja A C R™. Diz-se que A é compacto se for limitado e
fechado.

Observacgdo 1.1. E importante atentar ao fato que essa definicao sé é valida para R™ e coisas
parecidas.

Ezercicio 1.3. Lembre-se sempre que a Definigao 1.3 s6 é valida para R™ e coisas parecidas.

Observagcao 1.2. Para ajuda-lo a lembrar que a Definigdo 1.3 sé é valida para R™ e coisas
parecidas, eu ia até dizer o que é um compacto no caso mais geral, mas ai eu comecei a escrever
e ficou longo.

Vamos a alguns fatos que usaremos, apresentados sem demonstragao.

Proposicao 1.4. Se a funcao f : R® — R™ for continua, entdo dentro de cada compacto
K C R” ela atinge seu maximo; em outras palavras, sempre existe xg € K tal que ||f(zo)|| =

super [1f(2)]-

Corolario 1.5. Se f: R® — R™ for continua, entdao dentro de cada compacto K C R" ela é
limitada, ou seja, existe k > 0 tal que ||f(x)| < k para todo = € K.

Demonstragao. Exercicio. Use a proposicao. |
E agora um fato bonito que usaremos para a aula de amanha:
Proposigao 1.6. Seja A C R um conjunto aberto e fechado. Entao ou A = (), ou A = R.

Demonstragao. Desafio. Dica: repare que um conjunto é aberto (respectivamente, fechado), se
e somente se seu complementar for fechado (aberto). |

Observagdo 1.3. Essa propriedade de um espago, de somente admitir dois subespacos ao mesmo
tempo abertos e fechados, o vazio e si mesmo, é tipica de conjuntos chamados conexos. Nao
vou falar muito disso, apenas comentar que, na reta, os conjuntos conexos sao os intervalos.
Olhando para um intervalo I nao como subconjunto de R, mas como espago total, podemos ter
as nogoes de subconjunto de I fechado ou aberto em I, e nao na reta inteira. E facil ver que [ é
sempre aberto e fechado em si mesmo, e a proposi¢cao acima pode ser generalizada para dizer que
os unicos subconjuntos de um intervalo I que sejam ao mesmo tempo abertos e fechados sao o
proprio I e, é claro, o vazio (). Verifique se essa propriedade continua vdlida para um subconjunto
da reta que nao seja um intervalo, digamos A = (a,b) U (¢,d), com b < ¢ estritamente, e vocé
entendera o que a palavra “conexidade” tem a ver com essa histéria.



