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1 Solucao geral da EDO de primeira ordem
Como vimos, uma EDO da forma
u'(z) = F(z,u()),

com F' e 0,F continuas em uma vizinhanca de (xo, ug), possui uma tnica solugao local tal que
u(zo) = up. Isso resultou de uma aplicagao do teorema do ponto fixo de Banach para a equagao
de Volterra u = F(u), em que a fungao F(u) é dada, para todo  numa vizinhanga € de xg, por

xT

(Fw) @) =wo+ [ Ft.u).
o

Ora, esse mesmo teorema ensina a calcular o ponto fixo de F a partir de aplicagoes suces-
sivas da prépria F, u, = F(v) (v é qualquer fungao continua na vizinhanca Q x I de (g, ugp),
podendo ser inclusive a func¢ao constante v(x) = ug), o que resulta em uma sequéncia de fungoes
convergente na norma do supremo para a solucao da EDO, u, — u, que é o mesmo que dizer
que sup,cq |un(x) —u(x)] — 0 quando n — oco. Conhecemos até mesmo a taxa de convergéncia
da sequéncia de aproximagoes para a solucao:

x,y)eQXT

Jun —ulle S <7"( sup ﬁyF(m,y)l) ,

em que r € o raio do intervalo em torno de xg em que a existéncia e unicidade da solugao é
assegurada.

Localmente, i.e., para r < Sup(y ,ycaxr |0y F'(z,y)]|, estamos falando de uma taxa de conver-
géncia exponencial, o que parece bom do ponto de vista computacional. No entanto, n aplicagoes
da F, sem nenhum tratamento ulterior, significa em principio o célculo de n integrais:

(Pw) @) = w+ [ F o (Fu)w)dn

0

T t1
= U —|—/ F <t1, Uo +/ F(tg, U(tg))dtg) dty,
o o
e, mais geralmente,

(F(w)) (2) = uo + /xF <t1,u0 + /: F (tQ, /;"_1 F(tn,v(tn))dtn...> dt2> i, (1)

Zo 0 0

o que pode tornar-se extremamente custoso em termos numéricos, se precisarmos de uma apro-
ximagao de ordem muito alta.
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Ezercicio 1.1. Calcule as primeiras aproximacoes para as solu¢oes da EDO «/(x) = u(x) com
u(0) = 1, cuja solugdo exata vocé conhece, e compare-as. Repita o procedimento chutando
varias funcoes iniciais v distintas.

Ezercicio 1.2. Compare, no caso autéonomo (quando F(z,y) = f(y) para alguma f: R >y +—
f(y) € R), a aproximagao u, = F(up) que parte da aproximagcao inicial constante v(z) = ug
com o polinémio de Taylor de ordem n de u em torno de xy. Avalie a diferenca entre essas
expressoes em termos da norma | ||co-

2 Solucoes de EDOs lineares homogéneas de primeira ordem

O procedimento de aproximacoes sucessivas receitado pelo teorema do ponto fixo de Banach
nao é completamente sem interesse do ponto de vista tedrico, apesar da cara de poucos amigos da
férmula (1). Vamos considerar uma equagao diferencial linear homogénea, ou seja, com F'(z,y)
linear na variavel y:

u'(z) = A(z)u(),

em que x — A(x) é uma fungao a valores matriciais; em outras palavras, é uma transformagao
linear com coeficientes variaveis. Aplicando a (1), com chute inicial v(z) = ug constante:

(Fu) (z) = u0+/z: Ayugdt = ug + (/:A(t)dt) o,

0

(F2u) (z) = uo+ (/x: A(tl)dh) uy + (/I: /g: A(t1)A(ts) dtgdtl) uo,

e assim vai até que:

depois

(Fu) (x) = > Ii(2,z0)uo,
=0

em que Ip(z,x0) =1, I1(z,x0) = f;o A(t)dt e, para j > 2,

Ij(m,xo):/;/:---/:l A(ty) -+~ A(ty) dt, - dty. )

Ezercicio 2.1. Se vocé ja fez Calculo III, mostre que, se tivermos A(t)A(t") = A(t')A(t) para
n
todos ¢, entre g e x, entdo I, (z,z0) = (f;;) A(t)dt) :

O caso em que as matrizes A(t) e A(t') comutam para ¢t # t' ndo é o mais geral possivel,
mas ainda assim é importante, pois engloba a situacao ubiqua de transformacdes lineares com
coeficientes constantes (ou seja A(t) = A(t')) e outros casos de coeficientes varidveis que nao
prejudiquem a comutacao de A(t) com A(t'), por exemplo se A(t) for sempre diagonal, ou se
tiver sempre os mesmos subespagos préprios (o que implica que ela pode ser diagonalizivel a
partir de uma mudanca de coordenadas que nao varia em t), etc. Nao é incomum referir-se
a tais situagoes como transformacoes adiabaticas, ou seja, lentas, graduais e seguras, que nao
misturem os subespacos proprios de A(t).

Assim, assumindo daqui por diante A(t)A(t') = A(t')A(t), ficamos com:

(;(%) (z) = ;ojl' </I:A(t)dt>juo, (3)

que certamente converge a solucdo da EDO na norma do supremo |||l = sup,eq ||u(z)|| (do
lado direito, || || é a norma euclidiana cabivel), pelo teorema do ponto fixo de Banach.
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Note que, até o momento, somente temos que a série na (3), que é uma série de fungoes a
valores vetoriais, converge na norma das fungoes vetoriais. No entanto, para todo n podemos
por ug em evidéncia,

(Fou) () = goj,( /I:Aa)dt)j o,

de modo que seria muito conveniente mostrarmos que a série de funcées matriciais

z— Jio]l, (/x:A(t)dt)j (@)

convirja, em algum sentido de fun¢oes matriciais, para alguma fun¢ao matricial £ : z — E(x),
pois assim ficaria bastante ficil resolver a EDO com dado inicial u(xo) = wug, bastaria dizer
u(z) = E(x)up, ou ainda, mais sucintamente, u = Euy.

Implementar essa ideia é, na verdade, factivel, e nem muito dificil, dependendo da quantidade
de informacao que temos sobre Andlise Funcional. J4 sabemos, por exemplo, que os espago
vetoriais de matrizes admitem vérias normas, e sao completos em relacao a elas. Fagamos, ou
melhor, faga:

Ezercicio 2.2. Considere 2 C R, M (n) o espago vetorial das matrizes n x n, || |37 a norma usual
em M (n), com a qual ele fica completo. Defina:

C(Q,M(n)) = {A : Q) — M(n), A é continua e sup ||A(z)||y < o0 }

e

Mostre que C (€2, M (n)) é um espago de Banach em relagdo & norma || Al|p.00 = Supgeq || Alla-
Dica: o limite uniforme de fungoes continuas é uma funcao continua, ndo apenas para fungoes
reais, mas para fungoes entre dois espacos normados; a fim de mostra-lo, lembre-se da prova no
caso real e “traduza-a” passo a passo para o caso de espagos vetoriais com norma.

FEzercicio 2.3. Verifique que a sequéncia com termo geral (4) estd em C (K, M(n)) e é de Cauchy,
para algum intervalo K C R compacto contendo xy onde exista a solucao u. Conclua que ela
possui um limite, no sentido de convergir na norma das fungoes matriciais || [| 37,00 @ um elemento

do préprio C (K, M(n)).

Ezercicio 2.4. Se nao deu para fazer o exercicio 2.2, paciéncia. Pelo menos, mostre que a série
(4) converge pontualmente para uma fungao matricial, para todo x € K, em que K C R é um
compacto contendo xg.

Feitos esses exercicios, ganhamos o direito de escrever:

o= (£ ([ a0 ) o

antes, nao tinhamos certeza se o limite dentro dos parénteses fazia sentido, apenas que a série
de fungoes vetoriais dada por matrizes aplicadas a um vetor estava bem definida. Agora, temos
certeza de que a coisa em parénteses é uma funcao matricial e, por motivos psicolégicos, vamos
denota-la por efjo Ayt
uma outra matriz por meio do limite da série >

matriz A, e denota-se e”.

Com efeito, dada uma matriz A € M(n), é sempre possivel definir

‘?30 %AJ , a que se da o nome de exponencial da
j=0 j!

Ezercicio 2.5. Nao acredita nessa histéria de convergéncia? Tudo bem. Dada uma matriz A,
pode-se definir o fluxo exponencial de 4, R 3 t — ¢4 € M(n), como a solucao da EDO
a valores matriciais M'(z) = AM(z) com dado inicial M (0) = 1; por existéncia e unicidade,
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a exponencial assim obtida estard bem definida em uma vizinhanca de xg; pela limitacao da
fungao caracteristica da EDO, F(x,M) = A constante, a solucao serd global (lembre-se da
aulal), portanto o fluxo exponencial estende-se a R e, em particular, podemos calculd-lo em
z = 1, definindo a exponencial e? da matriz A.

Ou seja, dada uma EDO linear v'(x) = A(z)u(z) tal que A(t)A(t") = A(t')A(t), com con-
di¢do inicial u(zg) = wug, sua solucdo é conhecida e razoavelmente simples de calcular (seja

numericamente, seja explicitamente, usando as ferramentas de Algebra Linear adequadas, como
diagonalizagao, forma de Jordan, etc.):

u(z) = elzo AWy

)

(z—x0)A

no caso de coeficientes constantes, temos simplesmente u(z) = e Uug.

3 Solucgoes de EDOs lineares nao homogéneas de primeira ordem
Considere uma EDO linear ndao homogénea, isto é, linear, mas com um termo fonte f:
u'(z) = A(z)u(z) + f(2),

Vamos procurar uma solugao com dado inicial u(zo) = up. Supondo que A(t)A(t") = A(t')A(t)
para todo t,t entre zg e x, calculamos sua solucao por meio do algoritmo do ponto fixo de
Banach e obtemos:

u(z) = elrodO%yy 4 / el AW £ (1), (5)
o

FEzercicio 3.1. Faca os cdlculos.

4 Solucao geral de EDOs lineares de primeira ordem

Antes de fazermos a hipétese de comutacao das matrizes A(t) e A(t'), j4 haviamos obtido,
por meio do teorema do ponto fixo de Banach e de um certo trabalho algébrico, que a série
T — Z?:o Ij(x,xz0)up converge uniformemente enquanto funcao vetorial para a solucao u da
EDO u/(z) = A(x)u(z). Serd que, a exemplo do que fizemos antes, é possivel mostrar que a
série de funcoes matriciais = — Z?:o Ij(x,x0) converge sozinha?

FExercicio 4.1. Repare que

x t1 tj1
ol < [ [ [ 1A LA Lty -t
xo Jx0 0

e use o resultado do exercicio 2.1 para demonstrar que

|z — xo|™

145z, zo) || < sup [|AQ)] 5

n! te|z,xo]U[zo,2]

Ezercicio 4.2. Seja K C R um intervalo compacto contendo zy onde exista a solucao u. Use o
exercicio anterior e a completeza de C(K, M (n)) (veja exercicio 2.2) para mostrar que a série
T Z?:o I;(z,z0) converge em C(K,M(n)). Dica: prove separadamente que, em um espago
de Banach, uma série > a, que convirja absolutamente (i.e., cuja série das normas Y ||ay]|
convirja em R) é convergente.

Egercicio 4.3. Ponha T'(z,z0) = 37 Ij(z,20). Mostre as seguintes propriedades de 7"

1. 0,1 (x,x0) = A(x)T(x,x0) para todo xp € K;
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2. T(zp,x0) = 1;

3. T(z,t)T(t,x9) = T(x,x0) para todo t € K

4. T(x,z0) = (T(xo, )"
Dica: lembre-se que u(x) = T'(z,zo)up resolve o problema de valor inicial de maneira tnica no
intervalo K.

A funcao T é chamada de fator integrante da EDO linear, e, no caso homogéneo, sua solugao
geral com dado inicial u(xy) = up é dada por:

u(x) = T(x, z0)uo.

Por fim, no caso nao homogéneo u'(z) = A(z)u(z) + f(x) com ponto inicial (xg, ug), teremos:

T

u(z) = T(:L“,xo)qur/ T(x,t)f(t)dt,

zo

que é o analogo da equagao (5), naquele caso com a hipdtese A(t)A(t') = A(t')A(t), e pode ser
obtida da mesma maneira, por meio do algoritmo do ponto fixo de Banach, ou, mais facilmente,
por simples verificagao:

W'(x) = 8T (x,x0)uo + Oy ( /IT(:n,t)f(t)dt>

zo

= A(x)T(x,z0)uo + T(z,z)f(z) + /x O, T(x,t)f(t)dt

xT

= A(x) (T(m,xo)uo—l-/
= Al@)u(z) + f(z).

T(x, t)f(t)dt) + f(x)

0

Nos casos mais favoraveis, teremos T'(x, ) = elo A(t)dt, mas as vezes o fator integrante,
embora exista, pode ser muito complicado para calcular explicitamente, e mesmo muito custoso
para ser encontrado de maneira numérica com boa aproximagao (mesmo a exponencial pode
ser trabalhosa). Por essa razao, ainda que dispondo de resultados de existéncia, unicidade,
ainda que de solugoes explicitas e algoritmos numéricos, faz-se necessario estudar as equagoes
com abordagens indiretas, a fim de compreender as propriedades de suas solugoes sem precisar
obté-las. E o que voce ja estd fazendo na atividade Andlise qualitativa de EDOs.

5 Solugao geral de EDOs lineares de ordem superior

Vocé ja deve ter ouvido falar, ao longo da graduagao (se nao em Fisica I, certamente em
Mecanica I), que a solugao geral de uma EDO linear homogénea de ordem n escreve-se como a
combinacao linear de n solucGes particulares linearmente independentes. O exemplo canoénico é
a equacao do oscilador harmonico:

u” () + wu(z) = 0, (6)
cujo termo geral é dado por
u(x) = ki cos(wz) + ko sin(wx),

com ki1, ko constantes a fixar (ja vimos o porqué da solucao de um problema de valor inicial de
ordem n depender de n constantes para ficar univocamente determinada).
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Ezercicio 5.1. Fixemos essas constantes de uma vez por todas. Mostre que, no caso da EDO
linear homogénea de grau n com valores iniciais, tem-se:

u@) = Y ejlapug, (7)

em que u(()] ) = U )(aco), e ¢; sao funcgoes de z que nao dependem de v nem das condigoes iniciais.

Voltando ao exemplo do oscilador, tanto o seno quanto o cosseno resolvem a equagao (6) e
sao linearmente independentes, no sentido que, se

acos(wzx) + bsin(wzx) =0

para todo x, entdao necessariamente a = b = 0.

Ezercicio 5.2. Mostre que as funcoes c; do exercicio anterior sao linearmente independentes e
que cada uma resolve a EDO em questao.

Tudo isso mostra, com efeito, que a solucao da EDO linear homogénea de grau n é a combina-
¢ao linear de n solucbes particulares linearmente independentes. E o inverso? Se encontrarmos
n solugoes particulares para essa EDO que sejam independentes, serd que necessariamente a
solucao geral poderd ser escrita como uma combinacao linear delas?

A resposta é: sim.

Ezercicio 5.3. Se puder, prove. Se nao, reflita bastante sobre isso durante o seu curso de Algebra
Linear I, e no fim do semestre tente de novo.

Observacdo 5.1. No entanto, atencao! Caso as n solugoes particulares que encontremos sejam
distintas das fungoes c; da férmula (7) (que sdo as entradas da primeira linha do fator integrante
da EDO), seus coeficientes nao serao necessariamente as condigoes iniciais.



