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1 EDOs de funcgoes valoradas em R"

Até aqui, consideramos equagoes diferenciais para fungoes valoradas em R. Mais geralmente,
poderiamos ter tratado o caso de fungoes vetoriais, valoradas em R™. Assim, terfamos uma EDO
da forma u/(z) = F(x,u(z)), andloga ao caso escalar, mas com a diferenca que u seria um vetor
de n componentes, u = (uy, ..., uy), € F seria uma funcao vetorial de n componentes e de n + 1
varidveis, o  mais cada uma das componentes de u, F(z,y) = F(z,y1,...,yn). O teorema de
Picard-Lindel6f vale, mutatis mutandis, para o caso n-dimensional.

Ezercicio 1.1. Escreva a equacao de Volterra correspondente a EDO com valor inicial para uma
funcao valorada em R™.

Ezercicio 1.2. Mostre que o espago vetorial

C(Q,R") = {u ‘R DO — R", wé continua e sup /u1(x)2 + ... + un(x)? < oo}
e

é completo em relagao a norma dada por

|t n,00 = sup \/ul(x)Q + ot up(z)?,
e

com u = (u1, ..., up), cada u; valorada em R.

Ezercicio 1.3. Mostre que é possivel encontrar um intervalo Q C R contendo xg e um hiper-

retangulo R C R” contendo ug tais que a aplicacao F oriunda de Volterra seja contrativa em
B={ueC(Q,R"),u?) C R}

com relagao a norma || |[n,0, estando satisfeitas hipéteses de continuidade sobre F' e 9, F (j =

1,...,n) em uma regidao de R"*! contendo Q x R.

Pessoas acostumadas a fazer contas com vetores de R™, como fisicos e engenheiros, certamente
terao apreciado o fato de a EDO para fungoes vetoriais ser, no fundo, igualzinha a EDO escalar.
No entanto, a importancia de considerar o caso n-dimensional vai muito além das aplicagoes
praticas na fisica ou na engenharia, em que grandezas centrais tém carater vetorial, como posigao
e velocidade.

2 Sistemas de EDOs de primeira ordem

Uma das aplicacoes tedricas mais diretas das EDOs a valores vetoriais é o tratamento de
sistemas de n equacoes diferenciais escalares do tipo:

uj(z) = Fi(z,u1(z),...,un(x)),

ub(x) = Fy(z,ui(x),...,un(z)).
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Repare que o sistema pode ser acoplado, isto €, F; nao ¢ mais necessariamente uma funcao sé de
«, ! ”.

R?, de forma que a derivada de u; dependesse apenas de z e da prépria u;, u () = Fj(z,uj(z))”;
aqui, essa derivada pode depender, além de z, do valor de todas as outras fungoes uy, k # j, o
que se reflete no fato de que F; é uma funcao em R

Isso é equivalente a pensar em uma tinica EDO para funcoes valoradas em R". Basta por
u = (Ui, ...,upn), Flz,y) = (Fi(x,y1, s Yn), s Fn(z, Y1, ..., Yn)), € 0 mesmo para os dados
iniciais u1(zg) = u1,0, .., Un(x0) = Upn0, que viram um vetor inicial u(z¢) = up = (u1,0, ..., Un0)-
Juntando tudo, obtemos v/ (z) = F(x,u(x)), com u(xg) = up.
Ezercicio 2.1. Mostre que o sistema (1) possui, para cada dado inicial (zg,up) € R x R™, uma
tnica solucao local, estando verificadas hipéteses de continuidade sobre cada Fj e suas derivadas

parciais 0y, F}.

3 Redugao de EDOs ao caso auténomo

Outra aplicacao tedrica muito importante do que estamos vendo é a redugao do estudo de
uma EDO geral, com uma fungao caracteristica (z,y) — F(z,y), a uma EDO auténoma, isto é,
uma equacao diferencial da forma

u'(z) = F(u(z)),
em que a derivada v’ depende do valor de u em cada ponto, mas nao depende explicitamente
de z. Isso ajuda, por exemplo, a reduzir uma EDO com valor inicial zg € R a um problema em
que se pode assumir, sem perda de generalidade, g = 0

Ezercicio 3.1. Seja u solu¢ao do problema autonomo u'(z) = F(u(z)) com u(xg) = ug. Mostre
que a fungao dada por @(z) = u(r — o) satisfaz & mesma EDO, mas com dado inicial %(0) = uo.
Ezercicio 3.2. Mostre que uma fungio u valorada em R™ satisfaz & EDO u/(z) = F(z,u(x)) se
e somente se a funcdo vetorial v(z) = (z,u(x)) valorada em R™"! satisfizer & EDO auténoma
v'(z) = G(v(z)), em que G(y) = (1, F(y)) para y € R*"1. Ademais, u satisfaz ao problema de
valor inicial com u(zp) = ug se e somente se v o fizer para o dado inicial v(zg) = (zg, ug).

4 Reducgao de EDOs a primeira ordem

Finalmente, falemos de EDOs de ordem superior. Uma equagao diferencial de ordem n é
uma equacao da forma:

u™(z) = F (a; w(@),u® (@), .., u<”*1>(a;)) , 2)

em que denotamos por ul¥) a j-ésima derivada de w; ou seja, a derivada de ordem maior é
determinada por z, pela prépria u, e também por todas as derivadas de u de ordem menor que
n. Por simplicidade e economia de papel (do meu papel, depois vocé fard o caso mais complicado
como exercicio), vamos supor que se trata de uma EDO escalar de ordem n, ou seja, suponhamos
que u, e por conseguinte todas as u(¥), seja valorada em R.

Essa equagao reduz-se a um sistema de n equagoes de primeira ordem da seguinte forma:
denote v1 = u, vy = o/, até v, = u™ Y, de forma que v] = u' = vy, vh = v’ = vz, até termos,
para a derivada de ordem maior:

o = u™ = F(m,u(az),u(l)(x),...,u(”_l)(az)) = F(z,v1,...,0pn).

n
Isso tudo se traduz no sistema de primeira ordem

vi(z) = Gi(z,vi(x),...,v,(x)),

vh(x) = Guplx,v(z),...,0.(2)),
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com Gi(z,y) =ypyr1 para k=1,....,n—1, e Gp(z,y) = F(x,y).
Ezercicio 4.1. Faca as contas passo a passo e convenca-se disso.

Formalmente, esse sistema é igual ao da equacao (1), e sabemos como transforma-lo em uma
EDO vetorial de primeira ordem, pondo v = (vy, ..., vy),

G(x,y) = (Y2, .-, yn, F(z,9)),

e por fim v'(x) = G(z,v(x)). Lembrando que v(z) = (u(z),u/(z),...,u" " V(z)), basta tomar a
primeira componente da funcao vetorial v, essa sera a solucdo da EDO de ordem n apresentada
em (2).

E um fato muito conhecido que as solucoes de EDOs de ordem n ficam univocamente definidas
a menos de n constantes. Esse enunciado é aprendido desde os cursos iniciais da graduacao,
como Fisica I, em que todo aluno escuta que, para determinar completamente a trajetéria de
uma particula (que obedece & equagao de Newton, uma equacao diferencial ordindria de segunda
ordem), é necessério estabelecer duas constantes: a posigao e a velocidade iniciais; ndo por acaso,
trata-se do valor inicial tanto da solugao propriamente dita da EDO quanto da sua primeira
derivada.

A luz do que vimos acima, fica facil entender rigorosamente tais afirmacées. Uma EDO
escalar de grau n equivale a uma EDO vetorial em dimensao n de primeira ordem, cuja solucao
fica inteiramente determinada (quando sua F' caracteristica é suficientemente regular, bem en-
tendido) a menos de um dado inicial, que no caso vem a ser um vetor inicial de n componentes
escalares. Estao ai as n constantes que fixam a solucao da equacao de ordem n; do mais, ja
que as componentes da funcao vetorial que resolve a EDO em n dimensoes, como vimos, sao,
nessa ordem: a solucao da EDO original, mais suas derivadas de ordem inferior a n, fica claro
do porqué dessas n constantes serem, em geral, os valores iniciais, respectivamente, da solucao
u e de suas derivadas de ordem até n — 1.

Nao obstante, as vezes é possivel fixar a solucdo de uma equacgao diferencial, digamos de
ordem 2, dando, por exemplo, valores para a solucao em dois pontos diferentes, ao invés de
especificar um dado inicial para a solugdo e outro para sua derivada. Resolva exercicios de
oscilador harmoénico e encontre exemplos do que estou dizendo.



