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1 Funcoes de crescimento controlado

Conforme discutimos longamente em aula, os problemas diferenciais com derivadas parciais
necessitam da prescricao de condicoes de contorno para ficarem bem postos: quando se resolve
uma EDP em um dominio compacto, faziamos hipéteses acerca do comportamento das solugoes
sobre a fronteira e, para dominios maiores como a reta ou R”, vimos que tais condi¢oes de borda
podem ser substituidas por imposigoes sobre o crescimento das fungoes. Alguns dos espagos
mais uteis, na minha vida, tém sido:

1. Delonge, o espago das fungoes de quadrado integravel, do qual apresento uma simplificagao:

L*(R™) = {f :R" — C, /Rn |f(2))?dx < oo}.

Pudera, eu sou uma pessoa que mexe com equacao de Schrodinger... A simplificacao de
que falei estd no fato de que esse espaco admite uma seminorma muito importante:

£l = [ 7@,

a qual pode ser transformada em uma norma verdadeira se identificarmos, por meio de
uma relacio de equivaléncia, fungoes tais que || f — g|| = 0; os verdadeiros espacos L? sio
espacos de classes de equivaléncia de fungoes segundo essa relacdo. De qualquer maneira,
os elementos dessas classes certamente sao fungoes que tendem a 0 pelo menos tao rapido

quanto W (e > 0 é qualquer) quando x — o0, do contrario nao se poderia ter

£l e < oo.
2. O espaco das fungoes regulares de suporte compacto:
CP(R™) ={ f € C*°(R"); 3K C R" compacto, tal que f(z) =0Vzx € R"\ K }.

E claro que essas fungoes ndao podem crescer muito, pois se elas sdo nulas para fora de um
compacto, nesse compacto elas atingem seu maximo, e para x grande ja teremos saido de
qualquer conjunto limitado, entao as fungées de C§°(R™) nao apenas decrescem, como de
fato zeram “antes que assintoticamente”.

A utilidade desses espagos para mim estd no fato de que eu tenho feito nos 1ltimos anos
analise microlocal de EDPs, ou seja, procuro conhecer o comportamento de suas solugoes
em regides onde elas dao problema, e uma boa maneira de fazer isso é testa-las contra
fungoes que tenham suporte apenas nessa regiao (isto é, tomar médias delas integrando-
as com fungées C§°); a compacidade do suporte é importante para apagar efeitos das
solucoes que sejam de fora da regiao em que estou interessado, e a regularidade perfeita é
para compensar os defeitos das préprias solugoes, pois se eu tiver algo muito irregular em
maos, al comeca a ficar dificil fazer alguma andlise util.
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3. Espagos de Schwarz (o inventor das distribuigdes):

S(RY) = { f € C(R™); Vo, f € N, sup

xaaff(x)‘ < oo };

zeR”
relembrando a notagao de multiindices: para um vetor de n componentes = = (z1,...,Z,) €
R™ e um multiindice a = (o, ..., @) € Njj, denotamos:
¢ = g e Opf(x) = Ogr...0x" f(x).

Claramente, uma fungao de Schwarz, além de ser perfeitamente regular, ainda decresce
mais rapido do que qualquer polinémio, e todas as suas derivadas também decrescem
mais rdpido do que qualquer polinébmio. Quem esteve na tultima aula do curso ja esta
desconfiando da utilidade desse requerimento: é que as transformadas de Fourier de fungoes
de S(R™) também serao infinitamente diferenciaveis e de decrescimento rapido.

Ezercicio 1.1. Mostre que a fungao gaussiana f(x) = e~llzl* pertence a S(R™). Comece traba-
lhando na reta, para n = 1.

Uma propriedade extremamente importante dos espacos C§°(R™) e S(R™) é que eles s@o
densos em espacos de funcdes maiores, como C*°(R"), L?(R"), ou mesmo no espaco das funcdes
meramente integraveis. Em outras palavras, pode-se escrever uma funcao desses espacos maiores
como o limite, em alguma norma, de uma sequéncia de fungoes de C5°(R™) ou S(R™); ou ainda, se
vocé lembra o que é completamento de um espago (falamos disso no primeiro médulo), podemos
dizer, por exemplo, que C*®°(R") e L?*(R") sdao o completamento de espagos como C5°(R™) ou
S(R™) utilizando as nogoes de convergéncia adequadas.

2 Transformadas de Fourier

Para uma fungao u : R — C, avaliemos, para cada £ € R™, o valor 4(§) da integral:

7 = 1 e 8T y(z) do
) = oo [ @

(em que &.x = &1 + ... + ey é 0 produto interno usual em R™). E evidente que precisamos
de hipdteses sobre u para que a férmula acima faga sentido, e uma boa maneira de comecar é
controlando o crescimento e a integrabilidade de u; supor u € S(R™), para nao corrermos riscos,
ja resolve. Com efeito, para uma u de Schwarz, 4(§) < oo para todo £ € R™ e, do mais, a
aplicagdo R" 5 & — u(&) € C também pertencera a S(R™).

Ezercicio 2.1. Mostre que o operador F : S(R") — S(R"™) dado por:

= 1 e 8T y(z) da
Fu©) = g [ ulw)a (1

para cada x € R™ estd bem definido.

Observagao 2.1. Como C§°(R"™) C S(R™), a transformada de Fourier de uma fungéo regular com
suporte compacto serd de Schwarz; no entanto, sabe-se que ela nao necessariamente mantera a
compacidade do suporte (por qué?).

O operador F estabelecido no exercicio acima é linear (verifique) e possui um inverso, dado

por:
) (z) = ! Sy
(F ') (@) 2n)? /R ) (€) de. (2)

Demonstrar que F e F~! sdo inversos nao é exatamente facil, mas, se vocé quiser tentar, fique
a vontade:
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Ezercicio 2.2. Seja P : S(R") — S(R™) dado por (Pu)(x) = u(—=z). Mostre que J = PFF
satisfaz a:

99% Ju=J (maafu) ,
para todos «, 8 € Njj e todo u € S(R").
FEzercicio 2.3 (Dificil!). Seja T': S(R") — S(R"™) tal que, para todos o, 8 € Nj e u € S(R"),
tenhamos xaa§ Tu=T (xo‘&/gu). Entao, existe k € C tal que T' = k1.

Ezercicio 2.4. Justifique ser PFF = kl para algum k € C. Para fixar a constante, tome
u(z) = e~ I=1” ¢ calcule PFFu. Conclua que F ¢ inversivel, com inverso dado por PF.

Exercicio 2.5. Observe que F~! definido na equagao (2) é precisamente P.F.

Agora que ja sabemos que a transformada de Fourier estd bem definida e é inversivel em
S(R™), podemos pensar em estendé-la para algum espago maior, em particular para o das fungoes
de quadrado integrével. Conforme comentamos acima, o espaco de Schwarz é denso em L?(R")
segundo a norma || || 2, ou seja, dada u € L?(R™), encontramos uma sequéncia (u,), C S(R")
tal que ||u — up|/r2 — 0 quando n — oo; dessa maneira, se F for um operador continuo no
espaco de Schwarz em relacdo & norma de || ||;2, poderemos estendé-lo a todo L?(R™) pondo:

Fu = lim Fuy,. (3)

Ezercicio 2.6. Dada u € S(R™), mostre que ||Ful[z2 = [Ju| 2. Conclua que ||[Fllop =1 (|| [lop €
a norma dos operadores no espaco de Schwarz munido da norma || ||2).

Ora, para operadores lineares, ser limitado é a mesma coisa que ser continuo, portanto F
sendo continuo e L?(R™) um espaco de Banach, é possivel encontrar uma tinica extensao continua
para ele, F : L*(R") — L?(R"), dada exatamente pela (3). Claramente, a norma operatéria
dessa extensao permanecera sendo 1.

Ezercicio 2.7. Sejam E, F espacos normados, F completo. Dado {l C FE denso em F, dada
f+ A — F uma funcio continua, mostre que existe uma tnica f : F — F continua que
estende f, i.e., tal que f(x) = f(x) para todo = € A.

3 EDPs lineares com coeficientes constantes

A transformada de Fourier é um instrumento de utilidade impar para a anélise de equagoes
diferenciais, pois, através dela, derivadas sao mapeadas em polinémios. Vejamos: tomemos uma
funcdo em R?, u = u(z,y), e suponhamos que satisfaca a uma EDP linear de segunda ordem
com coeficientes ¢;; constantes:

0%u n 0%u N 0%u n ou n ou n fay) (@)

0= + Co2== +Cc11=——=— + clo0=— + co1=— + coou = f(x,¥y);
205,72 02 B 11 Dy U 01 dy 00 Y
ser de segunda ordem significa que na equagao podem aparecer derivadas parciais de até segundo
grau, por isso nossos coeficientes tém indices ¢, j tais que i+j < 2. Ora, se estivermos procurando
por solugoes com crescimento controlado (em algum dos sentidos discutidos acima), teremos que
u é a transformada inversa de alguma @ (afinal, vimos que o operador F era inversivel, portanto
bijetivo):
1 )
U([B, U) = / eZ(I£+yC)ﬁ(§7 C)dgdC7
]RQ

T
o que implica no seguinte:

a" 1 -
S@y) = 5= /]R O ) (g, () dgdc;
o" 1 «
G ) = 5o [ e ale, e,
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portanto a equacao diferencial sobre u acarreta a seguinte equacao algébrica sobre :

(c20 €% + co2 (2 + 11 £ ¢ —ic10 € — icor € — coo) 4(E, C) = f

para tanto, precisamos ter em quase toda parte, se o polindmio em & e ( ndo apresentar raizes
reais:

aE, Q) =f (c20 &% + co2 (* + c11 £C —ic1p € —icor ¢ — Coo)i1 ;

ou, no caso homogéneo f = f = 0, a fim de néo trivializar a solu¢do tomando u(&,¢() =0:
20 &% + co2 (C 4 11 ¢ —ic1o € —icor ¢ — cop = 0.

Essa é a equagao de uma conica e, como vimos em aula, pode ser transformada, apds uma
mudanca de coordenadas conveniente da forma p = M (€ — &), v = M (¢ — (o) (M sendo uma
matriz de mudanca de base em R?), em uma cénica reduzida: uma elipse, uma hipérbole, uma
pardbola, ou degenerar; se as varidveis ¢ e ¢ obedecem a ela, descrevem uma curva em R?,
portanto hd uma dependéncia (locall) do tipo & = &(¢) ou ¢ = ((§), o que pode fornecer
informacoes sobre a u.

Ezercicio 3.1 (Importante!). Mostre que, para a equacao de onda %(w,t) = v?Au(z,t), obte-
mos a equacao algébrica:

72 = 22,
em que £ e T sao as varidveis conjugadas, respectivamente, a = e t. Estude as curvas em (£, 7)
definidas por essa equacao e, em seguida, demonstre o conhecido fato de que, dado qualquer
perfil inicial u(x,0) = f(z) € S(R"), as fungdes u™(x,t) = f(x + vt) sdo solucdes do problema
diferencial. Dica: quanto vale f(0)?

Segundo a conica obtida for uma elipse, uma hipérbole ou uma parabola, temos uma classe
de EDPs em R? bem estudada, da qual apresentamos modelos famosos:

e EDP eliptica: a equacao de Laplace no plano (potencial elétrico no vacuo), Au(z,y) = 0.
e EDP parabdlica: a equacao do calor na barra, %(m, t) = KAu(z,t).
e EDP hiperbdélica: a equagao de onda na corda, %(3}, t) = v2Au(z,t).
Essas nao sao as formas canonicas das classes de EDP enunciadas, mas possivelmente sao as que
vocé vai encontrar com maior frequéncia ao longo da sua graduacao.

4 EDPs lineares com coeficientes variaveis

Duas limitagoes do que vimos na secao anterior sao: para EDPs com coeficientes nao cons-
tantes as coisas se complicam (tente repetir o que fizemos para Cij = Cij (z,y) e diga vocé mesmo
onde a coisa pega), e para equagdes em mais varidveis, ou de maior grau, as curvas algébricas
ficam mais e mais complicadas. H& um terceiro problema: quem gosta de estudar equagoes
diferenciais, via de regra, detesta algebra.

E importante respeitar os trabalhos que durante um século e meio basearam-se nas técnicas
acima para estudar as equagoes diferenciais, porém é crucial saber que, desde héa algumas dé-
cadas, tem sido por outros caminhos que a anilise de EDPs vem conseguindo avancar. J4 nao
disse outro Victor que respeita o passado, contanto que consinta em ser passado? E com esse
espirito que eu gostaria de terminar o curso afastando-me das ementas usuais de disciplinas de
EDOs e EDPs, introduzindo uma nesga da teoria dos operadores pseudodiferenciais.

Se generalizamos para ordens n e d varidveis a EDP linear que haviamos descrito em (4),
chegamos na seguinte expressao:
Pu=f,
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em que P é um operador diferencial, formalmente dado por

P = Z ca()0s,

aENg

lal<n

com os multiindices o tendo médulo no maximo n, |a| = a; + ... +ag < n. Ora, essa expressao
lembra muito um polinémio de grau n com coeficientes ¢, (x):

Pa,6) = ¥ cal@)(i€)°,

aeNg

la<n

e, como descobrimos ao longo deste texto, a transformada de Fourier leva derivadas em poténcias
de i€. Serad que conseguimos relacionar de algum modo preciso P e P(z,£)? Observemos que
u = F~ 14 se e somente se & = F u; maos & obra:

Pu(z) = an<x>a§< — de”fa(@df)

aeN? (2m)
la|<n
1 .
- d ca(r) (i6)® i€ a(e) de
(2m)2 /]Rd a%g
|a|<n
1 ' 1 '
g P s ZCE.E — *ny d d
(27r)g Rd (.%' 5)6 <(27r)2 /Rde u(y) y> §
= (2i)d /R%z oi€-(z=y) P(z, &) u(y) dy d§. 5)

A férmula (5) estabelece um procedimento sistematico, chamado de quantizagao, para que,
dado um polinémio em &, encontremos o correspondente operador diferencial. A quantizacao,
ademais, nao precisa ficar restrita a polinémios, pois poderfamos substituir P(x, &) em (5) por
qualquer funcao de R?¢ cujo crescimento nao estrague a convergéncia das integrais. Assim, dada
uma fungao a = a(z,§), a que chamaremos simbolo, define-se o operador pseudodiferencial de
simbolo a, op(a), por:

op(@pu(z) = g [ 0 oo u(y) dyds: (6)

quando o simbolo a for polinomial na varidvel £, entao a formula de quantizagdo fornece um
verdadeiro operador diferencial.

Que requisitos a precisa satisfazer para que o operador definido em (6) faca sentido em
algum espaco de func¢des? Depende do crescimento das func¢des desse espago. Se quisermos, por
exemplo, aplici-lo as fungoes de Schwarz, a pode ter um crescimento até mesmo polinomial,
e a integral na férmula de quantizacdo continua convergindo. Uma tipica classe de simbolos
encontrada na literatura matematica é a seguinte (tome v € R):

A” = {aeCOO(RQd); sup

D 8?8?0,(:1:,5)‘ < Kop (1 + HgHV—Iﬁ\) Va, B € Ng} ;
x,£€

repare que a classe A" parece ter sido definida sob medida para conter simbolos que emulem o
comportamento de polinomios de ordem v... No meu trabalho, quase sempre eu uso C§° (R24)
como classe de simbolos, pois quero aplicar os operadores quantizados em funcoes de quadrado
integraveis, as quais podem deixar de ser L? muito facilmente quando multiplicadas e geralmente
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nio sdo regulares. Para a € C3°(R??), temos um op(a) limitado na norma dos operadores L2,
entdo também fica facil estendé-lo a todo o espago L2(R?).

Uma boa caracteristica dos operadores pseudodiferenciais é que conhecemos bem a &dlgebra
que eles formam. Dados simbolos a € AY, b € A* e k € C: op(a) + kop(b) = op(c), com
c € Ax{nr}t dado por ¢ = a + kb, e op(a)op(b) = op(c), com ¢ € A*tY.

Ezercicio 4.1. Mostre que, se op(a)op(b) = op(c), com a,b € C§°(R?"), entdo:

(w6 = g [, al O b dy e

Essa integral fica bem definida para quais classes de simbolo?

A expressao de ¢ nao é tao importante quanto sabermos que o produto de dois operadores
pseudodiferenciais ainda é um operador pseudodiferencial, e conhecermos a classe do seu simbolo,
a fim de avaliar a acao dele nos espacos de funcoes que quisermos. Talvez nao fique evidente
agora, mas é importante ganhar regularidade quando aplicamos um operador a uma funcao,
entao é bom que ele seja de classe AY para v pequeno, de preferéncia negativo; o produto, como
vimos, de um simbolo de classe AY com outro de A* leva-nos a um simbolo em A**Y, entao
precisamos ser cuidadosos ao compor muitos operadores.

Outra operac¢ao muito importante é o comutador [op(a),op(b)] = op(a)op(b) — op(b)op(a)
(vocé ja fez Quantica I7), que entra por exemplo na equacao de Heisenberg:

0A; i
A, % H7 A )

em que t > A; é uma funcio a operadores limitados em L?, e H é outro operador (em geral ndo
limitado, o que é triste), chamado de Hamiltoniano, que modeliza a dinamica do sistema fisico

correspondente a equacao. Pois, para uma particula de massa m sob um potencial V', temos:
H = op(E),

em que
2

B(a.€) = 53— +V ()

é a energia cldssica da particula na posicdo x e com momento &, portanto um simbolo de classe
A2, se o potencial nao estragar tudo.

Ezercicio 4.2. Mostre que H = —%A + V. Para sermos completamente corretos, pensemos em
V', aqui, como o operador que multiplica pela funcao V acima.

Sea € A* e b € AY, entdo [op(a),op(b)] = op(c), com ¢ € A*T¥~1 ou seja, com o comutador
ganhamos uma melhoria no simbolo em relagao ao que terfamos com o mero produto op(a)op(b),
e essa atenuacao do seu crescimento em £ garante uma melhor regularidade para médias de
observaveis quanticos que queiramos calcular, o que, por mais obscuro que pareca assim sO
falando, é relevante para calcularmos o limite cldssico da mecanica quéntica.

Por fim, uma das maiores tentacoes do que fazer com o célculo simbdlico é usé-lo para inverter
os operadores! Se tivéssemos uma equagao em u do tipo op(a)u = f, inicialmente poderiamos
avaliar se, utilizando o simbolo b = %, caso esteja bem definido, nao terfamos op(b)op(a)u = u,
e dai u = op(b) f. A realidade, no entanto, é mais dura, pois % nem sempre existe e, mesmo que
sim caso |a| > 0 estritamente, ainda seria necessdrio avaliar seu crescimento (notadamente em
€): quando a decresce rapidamente, isso implica que % cresce demais, e vice-versa.

H& saidas, porém. Vejamos, a titulo de ilustragdo, o que se pode fazer para a equagao
—Au = p, para calcular o potencial elétrico em um meio com densidade de carga p. Passando

em Fourier:

*u(€) = p(&);
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nao podemos ter u(§) = % por uma questao ébvia de problemas perto de £ = 0. No entanto,

podemos resolver uma equacao aproximadas:

p(€) =1 - x(6),

em que y € C§° é uma fungao corte (cut-off, na literatura especializada), ou seja: 0 < x < 1, e
existe £ > 0 de modo a ser x(§) = 1 para [|£]| < § e x(§) = 0 para [|z| > e.

Ezercicio 4.3. Desenho o grafico de x na dimensao que quiser, e observe como essa fungao se
anula longe de 0 e, perto da origem, mantém-se num patamar constante igual a 1.

Resolver a equacao aproximada nao é problemético:

. 1-—
o) = g’;“)

pois, longe de 0, temos uma fungdo vr que decai rapido com grau —2, e em toda uma vizinhanca

de £ = 0 ela se anula, portanto fica controlada. Agora, basta repararmos que 0(§) = 0p(§)p(§)
resolve aproximadamente a equacao para o potencial elétrico:

20(8) = (1 —x(6)p(&) = p(€) + resto com decaimento,

o que d&, finalmente,
u(x) =vp*xp+1*p,

em que r € C'°, e x indica o produto de convolucgao:
(Fe9)@) = [ flo—v)gv)dy.

Ezercicio 4.4. Mostre que F(fg) = f * § e, inversamente, F(f % g) = f 9.

E possivel estimar numericamente esse resto r? Serd que tomando fungoes corte y cada
vez mais estreitas a aproximacao fica melhor em algum sentido? Ja que em algum momento
tomariamos a transformada inversa, que envolve uma integral em &, serd que nao poderiamos
ter up = 5% para todo & # 0 e ignorar o que acontece nesse unico ponto £ = 0, que em nada
interferiria no calculo da integral da transformada?

Para responder a perguntas assim, precisamos comegar a falar seriamente sobre a teoria das
distribuigoes e solugoes de EDP em sentido fraco, a fim de dar sentido a certas quantidades,
mormente certas integrais, que divergem. Havendo interesse, esse serd assunto, quem sabe, para
a proxima Escola de Inverno Jayme Tiomno!



