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1 O teorema do ponto fixo de Banach

Seja V' um espago normado, e seja B : V — V um operador linear. Se existir uma constante
K > 0 tal que ||Bu|| < K||u| para todo u € V, diz-se que B é limitado, e prova-se que um
operador linear é limitado e se somente se é continuo.

Ezercicio 1.1. No caso de dimensao finita, em que B é de fato uma matriz, o que esse K tem a
ver com a norma da matriz B, ||B| a7

Vamos usar esses fatos no curso? Nao. Mas, para uma pessoa acostumada a trabalhar
com operadores em espagos vetoriais (matrizes, se quiser), é quase que um reflexo mexer com a
expressao ||Bul| < K||u|| e tentar tirar alguma coisa dela. Ora, é facil ver que ||B?u|| < K2/ ul|
(aqui, B?> = Bo B, assim, B?u = B(Bu)), e, por inducdo, que ||B"u|| < K"||u|| para todo n € N.
Se tivermos K < 1 estritamente, fica claro que a sequéncia v,, = B"u converge para 0 na norma
Illl, qualquer que seja u € V; como o operador é linear, B0 = 0, ou seja, B"u converge para
uma solucao da equacao de ponto fixo Bv = v. Esses fatos certamente podem ser generalizados,
pois repare que nem sequer usamos a linearidade de B nesse raciocinio.

Com efeito, podemos ir além e considerar uma funcao ® : V. — V que nem seja neces-
sariamente linear, mas que seja contrativa, ou seja, tal que ||®(u) — ®(v)|| < K||lu — v|| com
0 < K < 1, para quaisquer u,v € V. Da mesma maneira:

127 (u) — 2" (v)]| < K[[@"(u) — @"(v)]| < ... <E"(|®(u) ()] < K" u—vl,

portanto a sequéncia ®"(u) — ®"(v) converge em norma a 0, quaisquer que sejam u e v (ainda
que, a priori, separadamente ®"(u) e ®"(v) possam apresentar vérios comportamentos, talvez
nem serem convergentes). Em particular, isso vale se pegarmos v = ®(u) (fiz um N € N), do
que a sequéncia s, = ®"(u) é de Cauchy, pois, se tomarmos n,m € N suficientemente grandes
(sem perda de generalidade, suponhamos m = n + M), o que acabamos de ver da:

s — sl = [[@7 () — @7 (2 () || = [ ®" () — 2" (0)| —> 0.

Se tivermos a felicidade de V' ser um espaco de Banach, ou seja, um espaco vetorial completo,
em que toda sequéncia de Cauchy é convergente, estao fica assegurado que (s, ) possui um limite
s € V. Sabe o que ¢ interessante sobre esse limite?

FExercicio 1.2. Mostre que, se ® : V — V é contrativa, entao ® é continua.

Ezercicio 1.3. Mostre que, se & : V — V é continua e a sequéncia (s,) converge a s na norma
de V, entao a sequéncia (®(s,)) é convergente e lim,, ®(s,) = ®(s).

Ezercicio 1.4. Refaga o exercicio anterior usando diretamente a contratividade de ®.

Ezercicio 1.5. Se (sp) é uma sequéncia convergente a s em V, entdo a sequéncia S, = Sp41
também é convergente e lim,, §, = s.
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O interessante sobre o limite s da sequéncia s, = ®"(u), com ® contrativa, é, em primeiro
lugar, que qualquer sequéncia ®"(v), com v € V arbitrario, converge para ele; em segundo lugar,
j& que isso é fato para qualquer v, tomemos v = ®(u), e teremos:

B(s) = <I>(li711rn<I>”(u)> = m " (u) = lm®"(v) = s,

em que usamos, nas duas primeiras igualdades, o resultado dos exercicios (1.3) e (1.5) respecti-
vamente, e na terceira a associatividade da composicdo d funcdes, ®"1(u) = " (®(u)).

Em outras palavras, toda equagdo de ponto fixo ®(u) = u em um espago de Banach possui
uma solugao dada por u = lim,, ®(v), com v € V qualquer. Esse resultado é tdo bom que nos
fornece até uma taxa de convergéncia, para quem gosta de calculo numérico: dado v € V, a
sequéncia ®"(v) aproxima u com um erro £(n) majorado por:

e(n) = [|9%(v) —ul = [|9"(v) = ®"(u)|| < K"[u—wvl|.

Se tivermos a sorte de escolher v préximo de wu, a aproximacao é melhor, mas nao fica mais
rapida (a menos que cravemos v = u logo de primeira, ou que tenhamos u = ®"(v) para algum
m).

Ezercicio 1.6. Mostre que, se ¢ for uma contracao em um espaco de Banach, entao a equacao
de ponto fixo ®(u) = u possui uma tnica solugao.

Com a unicidade demonstrada, o tratamento do ponto fixo de Banach fica completo: ele
existe, é Unico, sabemos calcula-lo, e sabemos o quanto erramos se fizermos um calculo aproxi-
mativo.

Ezercicio 1.7. Escreva formalmente um enunciado para o teorema do ponto fixo de Banach.

Em aula, vamos aplica-lo para demonstrar o teorema de Picard-Lindelof, que versa sobre a
existéncia e unicidade de solugdes cldssicas para EDOs, dadas certas condigoes sobre a funcao
F' que caracteriza a EDO.



