4323102 - Fisica Il

Segunda lista complementar de exercicios

1. Seja um oscilador harmoénico amortecido unidimensional, livre de forcas externas, que € des-
crito pela equacao diferencial
d’z dx

w T

+ w%x =0. (D
Aqui, w? = k/m é o quadrado da frequéncia natural desse oscilador e tanto y = p/m como p

(ambos positivos) podem ser considerados como parametros desse amortecimento.

(a) Substitua a fungdo z (t) = ¢" na equagéo (1) e encontre qual é a equagio segundo grau

que r deve obedecer para tornar essa funcao solucédo de (1).

(b) Mostre que as raizes dessa equagédo que vocé obteve no item anterior sao

v 7\ 2 o 7\ 2
n=-g-y(3) ~ e n=-g+{(3) - 2)

2. De acordo com o Exercicio 1, mais especificamente com as raizes apontadas em (2), uma

situacdo que vale a pena ser analisada é aquela onde /2 > wy.

(a) Mostre que, neste caso, x1 (t) = el e x5 (t) = €"2! sdo solugbes da equacio (1) e que,
consequentemente,

T (t) = Aret + Age™ (3)

também é. Aqui, A; e A, sdo duas constantes que podem ser determinadas de acordo

com as condicdes iniciais do problema.

(b) Considerando que as condic¢des iniciais desse problema de oscilacédo sdo

dx

t=0

z(0)=z9 e wv(0)

obtenha quais precisam ser os valores das constantes A; e As que foram mencionadas

no item (a) e mostre que, neste caso, (3) se reduz a

x(t)2x0< L — em) : 4)

r2—r ro—"n



3. Novamente de acordo com o Exercicio 1, mais especificamente com as raizes que foram
apontadas em (2), outra situacdo que vale a pena ser analisada é aquela onde /2 = wy.
Afinal de contas, muito embora este caso pareca apontar apenas para x; (t) = e~ “°' como a

Unica solucdo da equacao diferencial (1) ja que
Ty =T = *% ; (5)

uma outra solucao que (1) também admite é x2 (t) = te7t/2,

(a) Mostre que, neste caso, z (t) = e M2 e 1y (t) = te= /2 sdo solucdes da equacao (1).

(b) Como a mostracgdo do item anterior implica que
z(t) = Are 2 4 Agte 2 = (Ay + Agt) e 72 (6)

também € uma solucdo da equacgédo (1), determine quais precisam ser os valores das

constantes A; e A, quando as condicOes iniciais desse problema de oscilacdo sao

d
T —)

z(0)=z9 e v(0)= Et—o_

4. De acordo com os resultados que vocé obteve nos Exercicio 2 e Exercicio 3, é possivel afir-
mar (seja pelos pontos de vista fisico ou matematico) que esses dois osciladores que foram

analisados, onde v/2 > wy, realmente retratam sistemas que estdo em oscilacdo? Por qué?

5. (a) Mostre que toda funcao
x (t) = Aj cos (wt) + Ay sin (wt) (7)
onde A; e A, sdo constantes, pode ser reescrita como
z (t) = Acos (wt+ ¢) , (8)

onde A e ¢ também sdo duas constantes.

Dica: Para reescrever a funcdo (7) do jeito que consta em (8), leve em conta que



cos (a+b) = cosa-cosb—sina - sinb.

(b) Existe alguma interpretacdo geométrica por trds da resolucdo do item anterior? Justifi-

que a sua resposta.

(c) Considerando que a funcdo (7) descreve um movimento qualquer cujas condi¢des inici-
ais sao
dx

z(0)=z9 e v(0)= T

=1 , )
=0

determine os valores de A; e Ay em funcao de x e vy.

(d) Refaca o item (c) considerando, agora, a funcdo (8). Ou seja, determine quais sdo os

valores de A e ¢ em fungéo dos valores x e vy que definem as condig¢des iniciais (9).

(e) Usando os resultados que vocé obteve nos itens (c) e (d), mostre que as funcées (7) e

(8) descrevem, de fato, a mesma situacao fisica.

6. Mais uma vez de acordo com o Exercicio 1, mais especificamente com as raizes que foram
apontadas em (2), outra situacdo que vale a pena ser analisada é aquela onde /2 < wy.

Neste caso, essas raizes sio

2
rlz—%—iw e mz—%—i—iw, onde w = wg—(%)

(a) Levando em conta que e™* = cos(s) + isin(s), onde s é um ntimero real qualquer,

mostre que
x1 (t) = e 2 [cos (wt) —isin (wt)] e ao(t) = e 7% [cos (wt) + isin (wt)]

sdo solucdes da equacdo (1).

(b) Como a mostragédo do item anterior implica que a combinacgédo
x(t) = Are 2 [cos (wt) — isin (wt)] + Age 2 [cos (wt) + i sin (wt)]

também é uma solucdo da equacdo (1), onde A; e Ay sdo constantes, manipule essa

combinagdo e mostre que ela pode ser reescrita como

z(t) =e M2 [A] cos (wt) + A sin (wt)] (10)

3



onde A} e A} sdo novas constantes.

(¢) Usando o resultado previamente obtido no item (a) do Exercicio 5, mostre que (10)
pode ser reescrita como

z(t) = Ae™ "% cos (wt + ¢) | (11

onde A e ¢ sdo duas constantes.



