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1 Definicao

Em linhas gerais, podemos afirmar que uma particula realiza um movimento circular
quando toda sua movimentacdo se sobrepde a uma linha s (¢) que se identifica com uma
circunferéncia ou, no minimo, com um arco de circunferéncia com raio R constante. E,
do mesmo jeito que pode existir uma infinidade de circunferéncias que podem servir como
um “trilho” para esse movimento circular, também ¢ infinito o niimero de movimentos

circulares que uma particula pode realizar sobre cada um desses trilhos.

Diante deste fato (ou seja, diante da infinidade de movimentos circulares que podem
ser definidos), passa a ser mais do que interessante (ao invés de analisar os movimen-
tos circulares mais complicados que existem e enlouquecer) analisar os mais movimentos
circulares mais simples para entender algumas das caracteristicas que podem ser gerais
a todos eles. E um desses movimentos circulares mais simples que ja somos capazes de

entender € aquele que podemos chamar de movimento circular uniforme.

1.1 Movimento circular uniforme

A uniformidade que predica esse movimento circular segue a mesma légica daquela que
predica o movimento uniforme de uma particula que nao estd restrita a se mover apenas
sobre uma circunferéncia. Essa uniformidade caracteriza a taxa de variacdo do espaco que
estd sendo varrido por essa particula com o passar do tempo: ou seja, dizer que temos um
movimento (circular) uniforme significa dizer que a particula que realiza esse movimento

(circular) faz isso mantendo essa taxa constante.

Sé que, no que diz respeito a esse movimento circular uniforme especificamente, cabe

uma pequena ressalva. Afinal de contas, enquanto num movimento uniforme (que néo



carrega esse rotulo de ser “circular”), toda essa uniformidade € caracterizada pelo fato da
velocidade de uma particula ser um vetor com moédulo, direcdo e sentido constantes,
num movimento circular essa velocidade também ¢é interpretdvel como um vetor de mé-
dulo constante, s6 que a direcdo e o sentido desse vetor podem variar com o tempo. E
um bom jeito de entender porque isso acontece é olhando para os ponteiros de um relégio:
se olharmos para o ponteiro dos segundos, por exemplo, e interpretarmos esse ponteiro
como um vetor 7 (¢) cuja origem estd fixada no centro de rotagdo desse ponteiro, fica bem
claro que esse ponteiro possui um tamanho (ou seja, um modulo) que é constante, porém,

a cada segundo que passa, esse ponteiro assume uma nova direcdo e um novo sentido.

E claro que, quando olhamos para a situacio do movimento que esse ponteiro executa,
parece que todas essas caracteristicas de possuir um moédulo fixo, porém direcdo e sen-
tido varidveis, ndo estd associada especificamente a velocidade deste movimento circular.
No entanto, quando lembramos que esse vetor velocidade v'(¢) do ponteiro precisa ser

interpretado como a derivada total

do vetor posicdo em relacdo ao tempo, o fato da dire¢éo e do sentido de 7*(¢) variarem com
o tempo automaticamente implica que a direcéo e o sentido de ¢/ (¢) também mudam.
1.1.1 Como a modelagem do movimento circular uniforme pode ser feita?

Uma das maneiras de entendermos direitinho essa tltima afirmacao é através da cons-

tatacdo de que a posicdo de um movimento circular pode ser modelada através de

F(t) = (¢ (t).y (1) = (Reos[6 (1)), Rsin [0 (1)) . (D)

onde R é o raio desta trajetdria circunférica e 6 (¢) é uma funcido que, por mais maluca
que seja, modela como o dngulo (que existe entre esse raio e o eixo x da Figura 1, por

exemplo) varia com o tempo. No caso de um movimento circular uniforme, como esse



Figura 1

angulo pode ser caracterizado por uma funcao

0 (t) = 0 + wt 2)

onde 6, (o angulo inicial) e w (a velocidade angular) sdo ambos constantes, ao admitirmos
que, num instante ¢t = 0Os, a particula estava no ponto (R,0), esse movimento circular

uniforme fica modelado através da funcdo

7 (t) = (z(t),y (t)) = (Rcos (wt), Rsin (wt)) .

Assim, como

Cat \dt'dt g

v(t) = v _ (da: dy) = ( —wRsin (wt) , wR cos (wt) ) 3)
v;zt) v;(t)
o resultado dessa derivacdo acaba deixando claro duas coisas: (i) que o médulo v desta

velocidade é realmente constante, ja que

v=/vi+vi=wR \/sin2 (wt) 4 cos? (wt) = wR ;

-~

=1




e (ii) que esse vetor velocidade ¥/ (t) realmente assume uma nova dire¢do e um novo sen-
tido ao longo do tempo, ji que os vetores 7'(t) e U (t) sdo sempre perpendiculares, uma

vez que o produto escalar entre eles é

(Rcos (wt), Rsin (wt)) - (—wRsin (wt) ,wR cos (wt))

=
<y
Il

= (Rcos (wt)) - (—wRsin (wt)) + (Rsin (wt)) - (wWRcos (wt)) =0 . 4)

1.1.2 O que pode ser dito sobre a aceleracdo da particula num movimento circular
uniforme?
Diante do fato da aceleracdo de uma particula também precisar ser tal que
dv dv, dv
a(t)=—=— =2,
dt dt ’ dt

a substituicdo do resultado obtido em (3) para o vetor velocidade também permite tirar

conclusbes andlogas as que tiramos acima. Afinal de contas, como

a(t) = ( —Rw’cos (wt) , —Rw’sin (wt) ) , (5)

S\ s

g

ta(t) ay (t)

também é facil perceber que (iii) esse vetor aceleracdo também possui um maédulo

que é constante e que (iv) que a (¢) também assume uma nova direcdo e um novo sentido

ao longo do tempo.

Alids, uma boa maneira de entender a afirmacdo que consta neste item (iv) €, por
exemplo, calculando o produto escalar entre os vetores ¥/ (¢) e @(t) e verificando que eles
também sdo sempre perpendiculares do mesmo jeito que fizemos em (4). No entanto,
uma maneira que é um pouco mais simples de verificar que @ (¢) também assume uma

nova direcdo e um novo sentido com o decorrer do tempo € através da constatacio de que,



o fato de (5) poder ser reescrita como
a(t) = —w?(Rcos (wt), Rsin (wt)) ,

acaba nos mostrando que

Ou seja, d(t) também assume uma nova direcdo e um novo sentido ao longo do tempo
porque d (t) é antiproporcional ao vetor posi¢do *(¢). Ou seja “dois”, a aceleracdo de um
movimento circular uniforme é sempre radial e, ao contrario do que ocorre com o vetor
7 (t), ela sempre aponta para o centro dessa circunferéncia de raio R. Note que é exata-
mente isso, esse fato da aceleracdo de um movimento circular uniforme sempre apontar
para o centro dessa circunferéncia, que justifica o fato desta aceleragéao ser conhecida como

aceleracao centripeta.

1.2 Movimento circular nao uniforme

No caso de um movimento circular que ndo pode ser caracterizado como uniforme,
toda essa ndo uniformidade estd associada tdo somente a ndo uniformidade que estd por
trds da modelagem do angulo 6 (¢). Em outras palavras: ao contrdrio do que acontece
com o movimento circular uniforme, onde 6 (¢) pode ser modelado pela funcdo (2) onde
w € constante, num movimento circular ndo uniforme a velocidade angular nao é mais
constante. E o exemplo mais simples de movimento circular ndo uniforme que podemos
explorar aqui, s6 para tentar entender alguma coisa diferente que ocorre nele, é o movi-
mento circular uniformemente variado, que recebe esse nome devido ao fato do angulo

ser modelavel por uma fungéo
1 2
0 (t) :90—|—w0t+§ozt :

onde 6, (o angulo inicial), w, (a velocidade angular inicial) e o (a aceleracao angular) sao

ambos constantes.



Alias, se analisamos esse movimento circular uniformente variado admitindo uma si-
tuacdo bem especial, onde, num instante ¢ = 0s, a particula estava no ponto (R,0) com
uma velocidade angular inicial nula, ndo é dificil notar que esse movimento fica modelado

através da funcéo

Ft)=(z(t),yt)) = (Rcos (%at2> , Rsin (%aﬁ)) : (6)

1.2.1 Qual é a diferenca geral entre os movimentos circulares uniforme e unifor-

mente variado?

Uma vez que a velocidade e a aceleragdo que estdo relacionadas a esse novo movimento

circular precisam ser tais que

. dr dx dy . dv dv, dv,
t)y=—=—,—7 t)=— = —
o (1) dt (dt’dt) e af) dt (dt’dt) )

respectivamente, a substituicdo de (6) na primeira relacdo em (7) nos mostra que

1 1
U(t) = | —aRtsin (§at2> , aRt cos (ﬁatz) . €))
—ua(t) oy (1)

Note que esse resultado (que é um pouco diferente daquele que foi obtido em (3), uma
vez que os coeficientes que multiplicam os senos e cossenos em (8) também sdo funcdes
do tempo) é bastante razoavel com a condi¢do que impusemos (ou que, melhor dizendo,
admitimos) ao problema: afinal de contas, como a velocidade angular inicial admitida é
zero, faz muito sentido que a velocidade da particula sobre a circunferéncia também seja
nula no instante ¢ = 0 s. Note também que, apesar dos coeficientes que multiplicam os

senos e cossenos em (8) serem funcdes do tempo, o vetor velocidade v (¢) continua sendo



perpendicular ao vetor posicdo 7 (), uma vez que

=y

- = (Rcos(wt), Rsin (wt)) - (—aRtsin (wt) , aRt cos (wt))

= (Rcos(wt)) - (—aRtsin (wt)) + (Rsin (wt)) - (aRt cos (wt)) =0 .

No entanto, existe uma diferenca relacionada ndo apenas a aceleracdo de um movi-
mento circular uniformemente variado, mas a todas as aceleracoes detodos os movimen-
tos circulares ndo uniformes. E essa diferenca é: essa aceleracdo ndo é mais radial,
uma vez que, quando levamos em conta o resultado obtido em (8), a derivagdo das suas

componentes nos mostram que

a, (t) = d;: = [jt (— oth)} - sin (%aﬁ) — aRt% {Sin (%aﬂ)}

1 1
= —aRsin <§o¢t2) — (at)® Rcos <§at2)

/ \\

(1) =ag!(t)

e que

d d 1 d 1
a, (t) = % = {% (aRt)] - oS (gatQ) + &Rta [cos (504252)]

= aRcos <%at2) — (at)® Rsin (%aﬂ)

[
-~ -~

=ay(t) =ai! (1)

Ou seja, como o resultado das duas dltimas derivagdoes nos mostram que o vetor aceleragdo

Q(t) = (as (), ay (1) = (a5 (t) 0y () + (a5 (8) 0" (1))

que descreve esse movimento uniformemente variado pode ser interpretado como o fruto

da soma de dois vetores

(a5 (1) 0, (1) = ( aRsin < atQ) , R cos (%az@))
% < aRsin (;aﬂ) ,aR cos Gat?)) — %g(t)

7



(ar) (t),a)" (1) = — ((at)2 Rcos (%a#) ,(at)® Rsin (%at2)>

= —(at)’ (Rcos (%a#) , Rsin (%aﬁ» = —(at)’ 7(1) ,

fica muito claro que ela ndo pode ser considerada como radial, muito embora a dltima
componente da soma

a(t) =-v(t)— (at)*7 (1)

~ | =

que define essa aceleracao seja, de fato, um termo radial.



