4323203 - Fisica III para a Poli

Uma seleta de exercicios resolvidos

Maria Fernanda Araujo de Resende — resende@if.usp.br

1 Calculo de alguns campos elétricos

1.1 Exemplo 1: Fio finito uniformemente carregado

Considere que uma carga () esta uniformemente distribuida ao longo de um trecho
do eixo x, mais especificamente entre x; = —L/2 e x5 = L/2. Devido ao fato desta
distribuicao ser uniforme, algo que podemos afirmar é que a densidade linear de cargas

que estd associada a essa distribuicdo é A = Q)/L.

No entanto, quando queremos avaliar qual é o campo elétrico que é gerado por essa
distribuicdo de cargas, que podemos identificar como a de um fio finito uniformemente
carregado, podemos fazer essa avaliacdo de varias maneiras. Afinal de contas, em que

ponto queremos calcular esse campo elétrico especificamente?
1.1.1 Casol

Supondo que queremos calcular o campo elétrico num ponto P que estd sobre o préprio
eixo = (ou seja, na posicdo xp tal que xp > L/2), podemos considerar a situacdo que
consta na Figura 1. Nela, por exemplo, estd destacado uma carga infinitesimal dq, a qual
representa a quantidade de carga que consta num elemento infinesimal do fio carregado

que possui comprimento dzx.

Considerando que P estd a uma distancia »r = xp — = da posi¢do x onde consta esse
dz, a lei de Coulomb nos permite estimar o valor desse campo elétrico dFE,, que é devido

a esse elemento diferencial de carga ao longo do eixo z, como

dE,i= —" _dgi=—2"_dzi. (1)
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Deste modo, como o campo total £ que queremos avaliar é devido ao fio todo, fica claro

que, para o conhecermos, precisamos integrar (1) de x; = —L/2 até x, = L /2. Ou seja,

L/2 1
E, = kX / ——dx,
L/2 (SL’P - SC)

Sé que, para resolver essa integral mais facilmente, é interessante considerar u = zp —

x. Afinal, como du = —dz, segue que
:Ep—L/Q 1 k}\ CCP—L/2
E, = —k/\/ —du=—
1P+L/2 u (Ep—‘rL/Q

1 1 kAL
= kA — = 5
LUP—L/Q l’p—i—L/Q x%—(L/Q)
Ou seja, se substituirmos () no lugar de AL nesta tltima integral, vemos que

kQ

E,=————, parazp > L/2,
& (e PRt

de onde acaba ficando claro que, para um P que estd bem distante do fio (zp > L),
esse campo elétrico é aproximadamente igual ao mesmo kQ/z% que decorre de uma carga

puntual Q.
1.1.2 Caso Il

Todavia, se o campo elétrico que queremos avaliar é gerado pelo mesmo fio, sé que

num novo ponto P que ndo pertence ao eixo x, precisamos fazer alguns ajustes sobre as
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Figura 2

nossas consideracgoes. E o primeiro ajuste que precisamos fazer é escolher um novo sistema

de coordenadas que seja o mais comodo para essa nossa avaliacgao.

E claro que, se ndo quisermos fazer ajustes tio radicais, um dos sistemas mais cobmodos
de coordenadas ¢ aquele onde continuamos colocando a linha de carga sobre o eixo x. Po-
rém, como P ndo mais estd sobre o eixo x, ao colocarmos P sobre qualquer lugar podemos
impor que o eixo y passe por ele, tal como ja mostra a Figura 2. Assim, quando levamos
em conta que a magnitude do campo elétrico, que é devido a um elemento de carga dq, é
dada por

dE| = T—kqu _ R ,

r2

essa mesma Figura 2 nos mostra que a componente y desse campo é

dE, = |dE|cos = (k—i\d:p) Y_Fg.
T r r



uma vez que cosf = y/r e r = (/2?2 + y%. Deste modo, se denotarmos por x; e x5 0S

extremos do fio, a componente total £, do campo elétrico pode ser estimada através da

o €2 1
E, = / drE, = k/\y/ —dx .
T 1 r

Observe que r depende de z; ou seja,

integral

2 1
E, =k\y / ——dx .
(@)
E para resolver essa integral é necessario fazer uma transformacdo de varidveis: mais
especificamente fazer uma substituicao trigonométrica. A mais natural, diante do que

mostra a Figura 2, seria uma
x=rsinf e y=rcosl 2

onde trocamos as variaveis cartesianas pelas polares. Porém, como r depende de z, iremos
usar a substituicdo’

r=ytanf e y=rcosl 3

pois é ela quem nos permite transformar a integral (1.1.2) em algo que depende sé de 6.

Afinal, como

d
@tan9:se(320 & dr =ysec?0df e
1 cosf
y=rcosl & — = ,
r Y

!Note que estamos considerando essa nova substituicfio trigonométrica porque (2) e (3) formam sistemas
de equacoes que sdo equivalentes. Afinal de contas, usando as duas equacdes que constam em (2), obtemos

a segunda

r rsinf
= - =tanf = x =ytan6
y rcosf

que consta em (3).



ao substituirmos tudo isso em (1.1.2), temos

02 3
E, = k\y / (COS 9) ysec’ 0db
01 Y

kX (%
= A cosfdf) = — (sinfy — sinby) = Ty (sinfy —sin6y) .

Analogamente é possivel demostrar que
E,=— 0y — cosby) .
Ta (cosfy — cosbq)
Ou seja,

~

= ~ ~ [ RQ : s [RQ . .
E=FEau+E,;= Ty (sin By — 811191)} i+ {L_y (sinfy —sinby)| J .

1.2 Exemplo 2: Fio infinito uniformemente carregado

De acordo com o resultado que foi obtido no exemplo anterior, € muito claro que, se,

ao invés de um fio finito, tivermos um infinito, o campo elétrico que é sentido em qualquer

ponto P que ndo estd sobre o eixo x pode ser obtido tomando os limites x; — —oo e

To — OQ.

Entretanto, como os resultados de E, e E, foram expressos em termos de ¢; e 65,

precisamos notar que

x; — —oo quando 0, — —7/2
r=ytanf =

9 — +oo quando 0y — +7/2.

Assim, substituindo isso nas equacoes acima, vemos que

2k
E,=0 e E,=>"2
y



e que, portanto, o campo elétrico total neste caso de fio infinito é dado por

= 2k 4

infinito — — ] -

2 Campo elétrico calculado via Lei de Gauss

2.1 Exemplo 3: Carga puntual

Sabemos que a distribuicdo mais simples que existe é aquela onde toda a carga @) estd
concentrada num tnico ponto. Alids, devido a Lei de Coulomb, sabemos que o campo

elétrico que € gerado por esta carga num ponto P é dado por
— 7, 4)

onde 7 € o vetor que descreve a posicdo de P em relacdo ao ponto onde essa carga foi

posta.

Entretanto, apesar de ja sabermos de tudo isso, é interessante ilustrar como esse mesmo
campo elétrico em P pode ser obtido através da Lei de Gauss. Afinal, ela nos diz que o
fluxo, que segue da existéncia desse campo ao atravessar uma superficie gaussiana .S, é

dado por
P = / E - dA = 47kQin
S

sobre a superficie. No caso, @Q;,: € a quantidade de carga que consta na regido contida por

S.

E para obtermos o valor desse campo, que é gerado por essa carga puntual (), via Lei de
Gauss, devemos explorar toda a simetria da situacdo admitindo que esse campo é radial.
Ou seja, devemos levar em conta que, em todos os pontos do espago que distam r desta
carga, o valor do campo elétrico que procuramos é sempre o mesmo. Desta maneira, como
essa simetria nos diz que, se centrarmos uma bola imaginaria no ponto onde a carga ()
estd, o valor do campo elétrico sobre a superficie desta bola serd sempre o mesmo, para

aplicar a Lei de Gauss neste caso basta considerarmos S como a superficie desta bola,
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conforme mostra a Figura 3.

Assim, como E ¢é paralelo ao vetor dA, que é normal a S em cada ponto, temos que

@:/E-M:E/dA:E(zm?):47er,
S S

onde r é o raio desta bola imagindria, de onde segue que

kQ

Ou seja, o mesmo campo mencionado em (4).
2.2 Exemplo 4: Distribuicdo de carga esfericamente simétrica

Ja& para avaliar qual é o campo elétrico que é devido a uma distribuicdo de cargas
esfericamente simétrica, a histéria ndo é muito diferente. Afinal de contas, como essa dis-
tribuicao de cargas é, de novo, esfericamente simétrica, podemos proceder analogamente
ao exemplo anterior e envolver essa distribuicdo de cargas com uma superficie gaussiana

que também se identifica com a superficie de uma bola imaginaria de raio r.

Porém, quando dizemos que uma distribuicio de carga é esfericamente simétrica, esta-
mos dizendo que existe um acimulo de cargas que ocupa o volume de uma bola real de
raio R. Ou seja, temos uma bola tridimensional real que (i) é preenchida internamente
por cargas que totalizam uma carga total () e que (ii) possui uma densidade volumétrica

de carga que chamaremos de p.
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Entretanto, antes de sairmos tentando aplicar a Lei de Gauss, devemos notar que exis-
tem duas situacOes que precisam ser avaliadas aqui: uma, que é o campo elétrico do lado
de fora desta bola real de cargas; e outra, que é o campo elétrico do lado de dentro desta

mesma bola.
2.2.1 O campo elétrico externo

E a situagdo mais facil de ser avaliada aqui é justamente essa primeira que acabamos
de mencionar: ou seja, a do campo elétrico do lado de fora dessa bola real de cargas. Pois,
devido a toda simetria esférica que esta novamente presente aqui, bem como ao fato de
que a carga total () estd completamente contida em qualquer bola imaginaria como a da

Figura 4, onde r > R, a lei de Gauss nos diz novamente que

@:/E-dﬁ:E/dA:E(zmﬁ):47er.
S S

Ou seja, a lei de Gauss novamente nos mostra que o campo elétrico externo é exatamente

O mesmo

Eoe = — 7 (5)

que seria associado a uma situacdo puntual como a do exemplo anterior.
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2.2.2 O campo elétrico interno

Entretanto, a situacdo do campo elétrico interno, embora néo seja nada dificil de ser
calculada, é um pouco diferente. Afinal de contas, apesar da mesma simetria esférica se
fazer presente aqui, a carga que estd contida numa bola imagindria como a da Figura 5,
onde » < R, ndo é (). Ou seja, antes de tentarmos aplicar a lei de Gauss, precisamos

determinar qual € a carga ()’ que estd contida nessa bola imagindria de raio r < R.

E uma coisa que podemos fazer, diante da possibilidade de ser possivel admitir que a

densidade volumétrica é constante, é notar que

_e_¢
P=v =
onde
4 4 .
V:§7rR3 e V/:§7rr5

sdo os volumes das bolas real e imaginaria respectivamente. Pois é exatamente isso que
nos permite notar que, neste caso onde r < R, temos
Q Q' 3
-
/

ST S R

Assim, tendo em maos o valor da carga ()’ que esta contida nessa bola imagindria de raio

r < R, finalmente podemos usar a lei de Gauss no cdlculo desse campo interno, o que nos



mostra que

d = /E-M:E/dA:zlka'
S S
.

3
E42:4k(1> E— ko

= ( r ) TkQ 7 = Q i3

Ou seja, do lado de dentro dessa distribuicdo esfericamente simétrica de cargas, o campo

elétrico é

Trata-se de um resultado bastante razodvel haja vista que, quando r = 0, o campo elétrico
é nulo e, quando r = R, o campo elétrico assume o mesmo valor

R kQ)
E=m=%

que € obtido via (5).
2.3 Exemplo 5: Casca esférica uniformemente carregada

E se quiséssemos calcular o campo elétrico que é devido a uma carga esférica unifor-
memente carregada? Quais seriam as diferencas em relagdo a tudo o que calculamos no

exemplo anterior?

A resposta dessa indagacdo pode ser dada de uma maneira muito simples, desde que
notemos uma coisa: que, ao contrdrio do exemplo anterior, onde tinhamos cargas distri-
buidas uniformemente dentro de um volume esférico, dizer que temos um campo elétrico
que é gerado por uma casca esférica significa que todas as cargas estao distribuidas apenas
sobre a superficie dessa esfera. Ou seja, ndo existe carga alguma no interior da bola

que é revestida por essa casca esférica.

Vendo as coisas por essa perspectiva, o calculo do campo elétrico usando a lei de Gauss
se torna trivial. Afinal, se a lei de Gauss nos diz que o fluxo de um campo elétrico é propor-

cional a carga total que estd no interior do volume contido por uma superficie gaussiana,

10



o campo elétrico, neste caso, é dado por

. kEQ/r?)7, quando r > R e
A (kQ/r*) 7, q ©)

0 , caso contrario .

Aqui, R é o raio da casca esférica.
2.4 Exemplo 6: Fio infinito uniformente carregado

Vamos considerar agora uma situacao que é um pouco diferente de tudo o que foi
calculado usando a lei de Gauss: vamos calcular o campo elétrico que é gerado por um
fio infinito uniformemente carregado. Em verdade, esse calculo ja foi feito anteriormente,
usando outra técnica, e o resultado obtido foi

= 2k\ ~

infinito = —— J

onde (i) y € a distdncia que existe entre um fio, posto sobre o eixo x, e um ponto P
que nao pertence a este eixo, e (ii) A é a densidade uniforme de carga associada ao fio.
Ou seja, embora o Exemplo 1 tenha sido resolvido considerando que o campo elétrico
era bidimensional, estamos diante de uma situacdo que tem uma simetria cilindrica. Em
outras palavras, se a situacdo do Exemplo 1 fosse tridimensional, o campo elétrico, em
qualquer ponto da superficie de um cilindro imagindrio que adota esse fio como o seu eixo

de simetria, possuiria a mesma magnitude.

Tomando por base a constatacdo desta simetria, e principalmente levando em conta

que a densidade linear de carga desse fio uniformemente carregado pode ser escrita como

)\:
L’

onde () é a carga finita que estd contida no trecho do fio que estd contido no cilindro
imagindrio de comprimento L que consta na Figura 6, ao tomarmos a superficie desse

cilindro imaginario como a superficie gaussiana S que precisamos para aplicar a lei de

11
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Gauss, segue que
cp:/E.M:E/dA:E(zwL):zlka. (7)
S S

Aqui, r é o raio deste cilindro imagindrio, enquanto A = 27rL é a area lateral deste

mesmo cilindro imagindrio, a tinica por onde o fluxo elétrico passa.

Nestes termos, de uma simples manobra algébrica em (7), obtemos

F— (%9) ;= (%) P (8)
r L r

como o campo elétrico que é gerado por esse fio infinito, o mesmo resultado ja obtido

anteriormente no Exemplo 2.
2.5 Exemplo 7: Placa infinita uniformente carregada

Uma segunda situacdo diferente das anteriores que iremos considerar aqui € aquela
onde temos uma distribuicdo de uniforme de cargas sobre uma placa que suporemos ser
infinita por questdes de comodidade. Aqui, ndo iremos nos importar com a espessura da
placa: ou seja, iremos assumir que esse conjunto de cargas funciona, na pratica, como

uma espécie de fronteira plana que pode ser idealizada como infinita, conforme mostra a

12
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Figura 7 a seguir.

Devido ao fato dessa distribuicdo de cargas ser uniforme, a simetria presente nesta
situacdo acaba nos dizendo que o campo elétrico E que é gerado por essa placa (i) é
perpendicular ao plano que a contém e (ii) possui a mesma magnitude em todos os pontos
que sdo equidistantes deste plano. Alids, se assumirmos que essa é uma distribuicao de
cargas positivas, conforme ja sugere a mesma figura, o simples fato de que essas cargas
imprimem uma forca que tende a afastar qualquer carga de prova positiva para longe da
placa ja indica que a dire¢do do campo elétrico de um lado da placa é oposta a direcédo
do outro lado. E esse é um fato importante que precisa ser considerado aqui. Afinal de
contas, como a superficie gaussiana S que podemos tomar aqui pode ser, por exemplo, a do
pequeno cilindro imaginario que consta na Figura 7, cujo eixo de simetria é perpendicular

ao plano, a lei de Gauss nos mostra que
@:/E-M:E/dA:E(zA):zlka,
S S

onde () é a carga que esta contida no interior do cilindro imagindrio e A é a area de cada
base desse cilindro. Ou seja, essa placa infinita é responsdvel por gerar um campo elétrico
cuja magnitude é

E = QWk% = 2rko = 7 9

13



Figura 8

em todos os pontos do espaco.
2.6 Exemplo 8: Duas cascas esféricas condutoras com espessuras nao despreziveis

Alids, ja que, no exemplo anterior, lidamos com uma situacdo onde pudemos desprezar
a espessura de uma placa, agora vamos lidar com uma situacdo onde nao podemos fazer
isso. E a situacdo com a qual lidaremos aqui é uma onde temos duas esferas condutoras
concéntricas, conforma ilustra a Figura 8 a seguir. Ou seja, uma situacdo onde ambas
esferas possuem raios internos e externos: no caso da esfera interna, ela possui raios

interno a e externo b, enquanto a esfera externa tem raios interno c e externo d.

Diante do fato de que queremos avaliar qual é o campo elétrico total que é gerado
por essas duas esferas quando elas estao carregadas, iremos admitir que a carga total que
consta sobre a superficie externa da esfera interna é ()1, enquanto que a carga total que
foi distribuida sobre a superficie externa da esfera externa é (),. Assim, notando que toda
a simetria radial que caracteriza esta situag¢do nos permite estimar esse campo elétrico, em
todos os seus pontos, através da lei de Gauss, a primeira coisa que pode ser dita aqui é
que, para todos os pontos que estdo a uma distancia r do centro dessas esferas e sao tais
que 0 < r < a, o campo elétrico é zero. Afinal de contas, qualquer superficie gaussiana

dentro dessa regido nao contém qualquer carga que seja capaz de gerar um fluxo elétrico.

Alids, devido ao fato dessas duas esferas serem condutoras e possuirem espessuras

14



que ndo sdo despreziveis, também é valido afirmar que o campo elétrico entre a < r < b
e c < r < dtambém é zero, uma vez que o campo elétrico no interior de qualquer
condutor é sempre zero. Desta maneira, as unicas regioes onde o campo elétrico nao é

nulo e, portanto, precisa ser avaliado, sdo aquelas onde (a) b <r < ce (b) r > d.

No caso (a), como a melhor superficie gaussiana que podemos adotar aqui é aquela
que se identifica como a superficie de uma bola imagindria de raio r tal que b < r < ¢,

vemos que esse campo elétrico satisfaz a
@:/E-M:E/dA:E(zm?) = 47kQ; |
S S

uma vez que toda a carga (); estd contida dentro desta bola imagindria. Ou seja,

— k N
E(a):%r, quando b<r<c.
r

Ja no caso (b), como a melhor superficie gaussiana que podemos usar € a superficie de
uma bola imagindria de raio » > d que contém a carga total Q); + ()2, a lei de Gauss nos
mostra que

Ewy =

E(Q1+Q2) .
2

7, quando r > d .
,

Note que, embora tenhamos carregado a superficie externa maior apenas com uma
carga ()),, o efeito pratico de toda essa concentricidade de esferas carregadas faz com que

a densidade de carga sobre essa superficie externa maior seja dada por

Q0

Ogq —
4 d?
Ja em relacdo as demais superficies, temos que o, = 0, e que

@ 1

= e Op = ———=
4h? dme?’

Op

haja vista que a presenca de uma carga (); sobre a superficie de raio b acaba induzindo

uma carga —(@), sobre a superficie de raio c.

15



3 Calculo de algumas diferencas de potenciais e capacitancias

3.1 Exemplo 9: Capacitor de placas planas

A grosso modo, podemos afirmar que um capacitor nada mais € do que um sistema onde
temos duas distribuicoes de cargas, com sinais opostos e separadas por uma distancia ndo
nula, onde existe uma relacdo um-pra-um: ou seja, se um capacitor estd sendo definido
usando duas regioes disjuntas do espaco, ao colocarmos uma carga () numa delas, devemos
colocar outra carga —() na outra regido. E um dos capacitores mais simples que podem
ser formados é aquele onde essas duas regioes se identificam como duas placas paralelas
carregadas, igual aquelas que constam no Exemplo 7: ou seja, uma situacdo onde podemos

desprezar os efeitos de borda que podem estar envolvidos para com esse sistema.

Considerando que este é justamente o caso que estd ilustrado pelo Figura 9, onde
as placas a direita e a esquerda tém densidades superficiais de carga iguais a 0 e —¢
respectivamente, a superposicdo dos campos elétricos que sdo gerados por cada placa
acaba definindo um campo elétrico uniforme ndo nulo apenas entre as placas: alias, de

acordo com o resultado obtido em (9) para uma tnica placa, o campo elétrico que consta

Figura 9

16



entre as placas do nosso capacitor tem magnitude igual a

E== (10)
€0

e aponta da esquerda para a direita.

Mas um fato interessante aqui é que, devido ao potencial elétrico num ponto P ser

vpz/ Bl

P

dado por

somos capazes de avaliar qual € a diferenca de potencial que existe entre essas duas placas

carregadas. Afinal de contas, quando levamos em conta que

sdo os potenciais sobre as placas com densidades o e —o respectivamente, essa diferenca

de potencial é dada por

oo . 0o ., (+)_} o
AV:W+)—‘/(_):/ E-dl—/ E-dl:—/ Bl
(+) (=) (=)

de onde vemos que, devido ao fato do campo ser uniforme entre as placas,

o
AV = FEd=—d. (11)
€0
Note que, nas situacOes praticas, em que nao lidamos com placas infinitas mas ainda
podemos descartar os efeitos de borda, essa densidade de carga pode ser vista em termos
da razédo

o =

A 7
onde () é a carga total que foi distribuida ao longo da placa a esquerda? que possui uma
area A exatamente igual a da placa a direita. E o aspecto mais importante desta constata-

cdo é que ela nos permite verificar que a magnitude a carga e essa diferenca de potencial

20u a magnitude das cargas que foram postas individualmente sobre ambas as placas.
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(11) sdo proporcionais entre si: ou seja, que

d
AV = —Q .
6014
Desta maneira, como a razao
Q
C=|——
a7

define a capacitancia que caracteriza qualquer capacitor, vemos que a capacitancia de um

capacitor de placas paralelas é igual a

3.2 Exemplo 10: Capacitor cilindrico

Imagine agora que temos um cilindro condutor de raio a e comprimento /, onde ha uma
carga elétrica () uniformente distribuida pela sua superficie. Imagine também que este
cilindro é coaxial a uma casca cilindrica que possui raio b > a, uma espessura desprezivel
e uma carga igual a —(). Este sistema, que é exatamente o que estd ilustrado na Figura
10 a seguir, define o que chamamos de capacitor cilindrico. Ou seja, trata-se de outro

sistema onde podemos atribuir uma capacitancia.

18



Para calcular essa capacitancia, € interessante levar em conta que existe uma simetria
aqui. Afinal de contas, antes de calcularmos essa capacitancia, precisamos calcular a dife-
renca de potencial que existe por decorréncia do campo elétrico presente no interior desse
capacitor cilindrico. Esse campo elétrico é exatamente o mesmo (8) que € devido a um fio
uniformemente carregado: basta ver que, quando levamos em conta a simetria cilindrica
aqui envolvida e usamos um cilindro imagindrio de raio a < r < b e comprimento L para

aplicarmos a lei de Gauss, isso nos leva a

<I>:/E~dfsz/dAzE(27rrL)z47er’.
S S

!
- (30) - (2):
rL T

onde A = '/L = @)/l é uma densidade linear que caracteriza essa distribuicdo de cargas,

Ou seja,

sendo ()’ a carga total contida dentro desse cilindro imaginario.
Diante disso, é imediato que
b b1
AV = Vb—Va:—/ E-dl:—Qk)\/ —dr
a a r

— 2kAInr|. = —2kA(Inb —Ina) = —2kAln (9)

a
e que, portanto, a capacitancia procurada é

l
~ 2kIn(b/a)

_ | @
“=|a

A Unica coisa que precisamos destacar aqui € que, apesar de toda a semelhanca com
o exemplo anterior, um capacitor de placas nao paralelas ndo possui necessariamente a
mesma densidade de cargas nas superficies: o que precisa ser necessariamente igual é o
numero de cargas que existe nas placas que definem esse capacitor, sejam elas planas ou
ndo. Ou seja, um capacitor é criado através de uma relacdo um-pra-um entre cargas elé-

tricas e ndo necessariamente entre densidades de carga. E no caso do capacitor cilindrico
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que temos aqui,

%0 = Sral ol

sdo as densidades superficiais de carga sobre as superficies de raios a e b respectivamente,

as quais necessariamente tém sinais opostos.
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