Como a Lei de Snell pode ser obtida do Principio de Fermat?
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1 Comentarios iniciais

A primeira coisa que devemos ter em mente para responder esta pergunta é a definicdo do indice de

refracdo absoluto de um meio homogéneo, que é dada por

n = - ) (1)
sendo

e ¢ avelocidade relacionada a luz no vdcuo, e

* v avelocidade (experimentalmente observada) da luz se propagando no meio supramencionado.

Alias, como ¢ é a maior velocidade ja observada na Natureza, de acordo esta definicdo é bem facil perceber

que

* sempre teremos n > 1 e, portanto,

* o menor indice de refracdo absoluto sera o do vacuo pois, para v = ¢,

Em posse desta informacdo, ao notar que o Principio de Fermat preconiza que, de todos os caminhos
possiveis para ir de um ponto a outro, a luz segue aquele que é percorrido no tempo minimo [1], se torna

interessante fazer uma estimativa para este tempo, para ver aonde isso nos leva.
2 Caminho optico

Para isso, tomemos dois pontos O e F' de uma unica vizinhan¢a U, que estd relacionada a um meio
fisicamente homogéneo. Diante do fato (experimentalmente observado) de que, ao associarmos O e F' aos
respectivos pontos de saida e de chegada de um feixe luminoso, o seu trajeto se identifica com o segmento

de reta OF, ao assumirmos que velocidade v deste feixe é constante, podemos expressa-la como

v = - 9 (2)



onde d é a distancia entre O e F, enquanto ¢ é o tempo gasto para o feixe se locomover entre esses dois

pontos. Deste modo, pela combinacdo de (1) com (2), € facil perceber que

= — . €))

Com base neste ultimo resultado é possivel notar uma coisa curiosa. Afinal, da mesma maneira que
podemos interpretar ¢ como o tempo que este feixe luminoso leva para percorrer uma distancia d, com a
velocidade v constante que é caracteristica do meio por onde ele se propaga, também podemos interpretar
t de um outro jeito: como sendo o tempo que a luz levaria para percorrer, com sua tradicional velocidade
¢ do véacuo, uma nova distancia nd. Ou seja, se encararmos a situacdo por uma outra perspectiva, que nos
permite considerar que, mesmo passando por um meio homogéneo diferente do vacuo, a luz nunca altera
a sua velocidade, tudo funcionaria como se a tradicional distidncia d (associada aos pontos O e F') fosse

ampliada pelo fator n: esta nova distancia, expressa por

d = nd

¢ o que chamamos de caminho dptico.

Obviamente existem situacOes mais gerais relacionadas a propagacao de um feixe luminoso, e uma delas
surge, por exemplo, ao supormos que O e F pertencem a dois meios que, apesar de serem considerados
homogéneos, ndo tém necessariamente a mesma homogeneidade. Neste caso, se considerarmos que estes
sdo os unicos meios pelos quais um feixe de luminoso deve transitar, é imediato que o trajeto efetuado por
este feixe (que se origina em O e chega até F') pode ser interpretado pela composicdo de dois segmentos de

reta OP e PF, sendo P um ponto da interface destes dois meios, conforme ilustra a Figura 1.

ny

Figura 1: Comportamento de um feixe luminoso que se propaga inicialmente através de um meio homogéneo
e que, depois de incidir sobre a interface que separa este primeiro meio de um outro (também homogéneo,
mas (a priori) distinto) é refratado.



Alids, como cada um dos segmentos suprarreferidos estdo relacionados a propagacdo, em linha reta,
deste feixe luminoso por um unico meio homogéneo, utilizando o mesmo raciocinio que nos levou a (3), ao
notar que

nid
t = 101

c

¢ o tempo relacionado ao percurso do feixe por um meio com indice de refracdo ni, onde estd inserido o

segmento O P cujo tamanho ¢ d;, enquanto
ngdg

ty =
c

é o tempo gasto pelo mesmo feixe que, ao emergir do meio anterior, transita pelo meio de indice de refracéo
ny no qual consta o segmento OP de tamanho d», por exemplo, se torna possivel fazer uma estimativa para

o tempo total gasto no percurso todo (que vai de O até F' passando por P) pela superposicdo

trotar = t1 + t2 . (4)

3 Respondendo a pergunta
Porém, diante de todas estas estimativas e observacoes, é natural fazer a seguinte pergunta:
E este ponto P da interface: ele pode ser um ponto qualquer?

Para respondé-la, vamos considerar o caso mais geral possivel, apenas supondo que feixe luminoso que se
propaga no primeiro meio incide sobre a interface fazendo um angulo 6; (a priori) arbitrario com a sua
normal enquanto, no segundo meio, o feixe sai desta mesma interface com um angulo 6, também (a priori)

arbitrario relacdo a mesma normal, de acordo com o que mostra a Figura 2.

Alids, uma coisa bem simples que segue desta figura é que, como d; é a hipotenusa de um tridngulo
retangulo com catetos de tamanhos a e z, assim como d, também ¢ a hipotenusa de outro triangulo retangulo

cujos catetos possuem tamanhos b e y — ,
3 =a*> + 2 = d = Va2+a? e B =0+ y—2)° = d = \/R+y-—x)° . (5

Desta forma, como as consideracOes anteriores nos indicam que o tempo total que um feixe luminoso leva,

para ir de O até F' passando por P, é dado pela superposicdo (4), por efeito destes dois tltimos resultados,

d d
trotal = n1c1 + 22 %\/a2+x2 + n—;\/bQ+(yffL’)2 . (6)

c

temos

sendo a, b e y constantes reais enquanto, diante do desejo de avaliarmos se P pode ser arbitrario ou néo,
x deve ser tomado como uma varidvel real: ou seja, t4.:o1 deve ser visto como uma funcdo da sua dnica

variavel que, no caso, é x.



Figura 2: Desenho esquematico do mesmo comportamento ja ilustrado na Figura 1, porém com a presenca
de algumas constantes e variaveis uteis a obtencao da Lei de Snell que sera feita a seguir.

Uma das coisas que naturalmente seguem de (6) é que

d ny d ny d n T n -
—— Ttotal = == a2+$2 + =22 b2—|—(y—x)2 = m_ v 72?/—
dx ¢ dx c dx

a qual, pelo uso de (5), se reduz a

(7)

Assim, tendo em vista que o principio de Fermat nos diz que (6) deve ser minimo, para que isso realmente
ocorra deve, pelo menos, existir um valor de x que anule este Ultimo resultado. Alids, olhando para este

mesmo resultado (7), é muito facil perceber que esse x existe, pois

d ny x Ng Yy — nady
—t =0 & —— - —= =0 &r= — 8
dr total c dl c d2 (n1d2 +n2d1) Yy ( )
Nestes termos, cOmo
d? ni n2
—t = — — >0 ,
dg? toret cdy cds

vemos que o valor de x obtido em (8) realmente o tinico que minimiza t..ta1 [2]: ou seja, se o principio
de Fermat é valido, P néo pode ser um ponto arbitrario sobre a interface destes dois meios e, portanto, os

angulos 6, e 6, estao relacionados entre si.

Alias, para entender como funciona o relacionamento entre #; e 6, basta tomarmos a igualdade (8) e

olharmos para ela de outra maneira: afinal, como todas as constantes e varidveis que constam na Figura 2



nos permitem notar que

T . Y
_ e S 9 =
a4 sin 0y & ,

sin 61 =

¢ muito facil perceber que o mesmo valor obtido em (8) também ¢é aquele que satisfaz a
ny sinfly — ng sinfy = 0 < ng sinfy = ng sinfy

resultado o qual se identifica com o j& observado (experimentalmente) por Snell.
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