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Capitulo 1

Aproximacao gaussiana para bosons e
férmions

1.1 Introducao

1.1.1 Estados quanticos e operadores densidade

A caracterizagao do estado de um sistema (hamiltoniano, para fixar as idéias), cldssico ou
quantico, deve necessariamente permitir atribuir valores numéricos as vaidveis dinamicas do
sistema. Classicamente, estados puros correspondem a pontos do espaco de fases. Estados mais
gerais (mistos) sao dados como distribui¢oes de probabilidades no espaggde fases. A evolugao
dinamica do estado é dada pelas equagoes de Hamilton, que descrevem o deslocamento temporal
de pontos no espaco de fases. No caso mais geral de estados mistos, a evolucao temporal da
distribuicao de probabilidade ¢ descrita pela equacao de Liouville.

Os espacos de fases quanticos sao mais estruturados que os classicos, no sentido de serem
espacos vetoriais complexos. Um estado quantico puro corresponde a um vetor num tal espago
(ou, mais precisamente, a um raio desse espago, isto é, a um vetor de norma um com uma fase
global arbitraria). O objeto que corresponde naturalmente a essa defini¢do é um operador de
projecao sobre um subespaco unidimensional do espago de fases quantico: ao vetor de estado
normalizado |a) corresponde o operador de projegao

F,=|a){a|, F>=Fl=F,.

Essa caracterizacao embute de uma forma natural a normalizacao do vetor de estado bem como
a sua definicao a menos de uma fase global arbitraria. O operador F, é chamado o operador
densidade associado ao estado quantico puro |a). Muitas vezes ele é expresso em termos de
alguma particular representacao, isto é, de uma particular base {|v)} do espago vetorial:
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F. — F(n,v/) = (W|FJ/) = (v|a){als/).

Essa matriz que representa F, na base escolhida é chamada matriz densidade associada ao
estado quantico puro |a). O fato de que F,, é um operador de projecao corresponde a hermiti-
cidade e idempoténcia da matriz densidade correspondente:

F (v,V) = Fo(V v) =Y Fo(v, V") E, (V" V).

V”

Na mecanica quantica variaveis dinamicas sao associadas a operadores hermiteanos D no
espaco de vetores de estado. A forma pela qual um estado, caracterizado por um dado vetor
|a), permite a atribuicdo de velores numéricos a tais operadores, consiste na correspondéncia

{D. |a)} — (| D]a)

isto é, a cada variavel dinamica D corresponde, no estado |a), o valor esperado de D nesse
estado. Note que esta sendo suposto que o vetor de estado estd devidamente normalizado, e
que uma fase global do vetor de estado é irrelevante para essa atribuicao. Quando o estado é
descrito em térmos de um operador densidade, essa mesma associagao pode ser expressa em
termos do tra¢o do produto da varidavel dinamica e do operador densidade:

(D, F,} = Tr(DF,) =Y (v|D|V){(V'|Falv) = (a|D|a). (1.1)
A forma fatorada do operador ou da matriz densidade correspondente a um estado quantico
puro sugere uma certa redundancia da descricao do estado. Para evitar essa redundancia é que
usualmente se utiliza o préprio vetor de estado |a) ou a func¢do de onda (v|a) para caracterizar
estados quanticos puros. A descri¢do em térmos de operadores (ou matrizes) densidade é no
entanto essencial para descrever estados quanticos mistos, que analogamente ao caso clasico cor-
respondem a uma distribui¢ao de probabilidades sobre vetores de estado. Uma tal distribuicao
pode sempre ser caracterizada através de um operador densidade do tipo

Fipoy = ZpaFa; Do > 0; Zpa =1, F,F,=F,00. (1.2)

E claro que essa definicao mais geral de um estado quantico contém a definicao de estados
quanticos puros como um caso particular, em que apenas um dos p, = 1. Sempre que mais de
um unico estado comparecer com probabilidade nao nula é claro também que a propriedade de
idempoteéncia se perde, isto €, em geral Fy,,y nao ¢ um operador de projegao:
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2 2
Fipuy = 2_PaFo # Fipay-
No entanto é imediato verificar que a propriedade de hermiticidade
Fpoy = Fl
{pa} {pa}

ou, em termos da matriz densidade,

F{pa}(y, V,) = F{pa}(’//a V)*

permanece valida. No caso de um estado puro, a idempoténcia esta ligada a normalizacao do
vetor de estado correspondente. No caso geral de um estado misto representado como em (1.2),
a normalizagao do estado quantico é dada pela normalizacao da distribuicao de probabilidades
{pa}. Tanto em um como no outro desses dois casos ela pode ser expressa em termos do traco
do operador densidade:

TrFa =) (vla)(alv) = TrFp,y = 3 pa 3 (Vla)(aly) = 1. (1.3)
A propriedade F,F, = F,d,. dos projetores utilizados na defini¢ao (1.2) corresponde a orto-
gonalidade dos subespagos (unidimensionais) correspondentes a eles. Ela corresponde & ortogo-
nalidade dos vetores de estado, (a|a’) = d,s. Disso resulta que esses vetores sdo na realidade
autovetores do operador densidade FYy,.; com autovalores pq:

Fipayla) = pal).

Os estados |a) sao chamados estados naturais do operador densidade Fy, 3, e os autovalores pq,
sao as probabilidades de ocupacao desses estados naturais.

E possivel também construir um operador densidade correspondente a um estado quantico
misto superpondo projetores correspondentes a estados puros nao ortogonais, isto é, relaxando
a condigdo F,F, = F,0aw, mas mantendo a normalizacao do trago, Eq. (1.3). Nesse caso
os vetores |a) nao serao autovetores do operador densidade. Este pode porém ser reduzido a
forma (1.2) através da determinacao de seus autovetores e autovalores correspondentes (isto é,
reescrevendo-o em termos de seus estados naturais). De fato, resolvendo nesse caso o problema
de autovalores

Fipoy18) = pslB), (B18") = dpp



¢ imediato reescreve-lo como

Fpay = 13)ps(B]
B8

que, em virtude da ortogonalidade dos autovetores e da invarianca do trago, preenche as
condigbes (1.2). A associagdo de valores numéricos as varidveis dinamicas é feita através da
generalizacao 6bvia da relacao (1.1):

{D, Fpuy} = Tr(DFg.) = Y (WIDIW )V | Fpaylv) = Y- palal Dia) = Zﬁ:p/@(ﬂlﬁlﬁ) (1.4)

v

Exercicios:
1. Qualquer operador hermiteano nao negativo de trago 1 pode ser posto sob a forma (1.2) e define portanto
um estado quantico misto.

2. Uma particula de spin 1/2 estd polarizada na diregdo z positiva ou na dire¢do x positiva com probabili-
dades iguais. Escreva o operador densidade que descreve esse estado de polarizacao e reduza-o a forma (1.2)
determinando os estados naturais e as probabilidades de ocupacao correspondentes. Verifique explicitamente a
equivaléncia das duas tltimas expressoes que aparecem na Eq. (1.4) para o valor médio da projecao do spin

numa duregao arbitraria u, & - .

A evolucao dinamica de um estado quantico puro descrito por um vetor de estado é descrita
(no contexto nao relativistico) pela equacao de movimento (representagao de Scrrédinger)

d
h—|t) = H|t).
in 1) = Hlt)

A equagao de movimento para o operador densidade correspondente F(t) = |t)(t| pode ser ime-
diatamente obtida da equagao para o vetor de estado (também na representacao de Schrodinger,
isto é, o representante do estado, F(t), depende do tempo) como

o d
ih—F(t) = [H, F(t)]. (1.5)

Essa mesma equagao (equagao de Liouville-von Neumann) se estende na mesma forma a opera-
dores densidade mistos, como pode ser verificado usando a representacao (1.2) e a unitariedade
da evolucao temporal dos estados naturais.



Exercicio:
3. Calcule a evolugao temporal do operador densidade do exercicio 2. sob a agdo de um campo magnético

externo, constante, na dire¢ao definida por dngulos esféricos (6, ¢).

1.1.2 Operadores densidade reduzidos, decoeréncia

A caracterizacao de estados quanticos em termos de operadores (ou matrizes) densidade é
crucial quando o sistema em considera¢do é parte (subsistema) de um sistema interagente
maior. Formalmente, nessa situacao o espacgo de fases quantico é realizado como o produto de
dois espagos vetoriais complexos, H = H; ®Hs, onde e.g. H, corresponde a parte nao observada
do sistema maior. As varidveis dinamicas do subsistema observado sao da forma 151 ®Z,, sendo
o segundo fator o operador identidade de Hs. Supondo que o estado do sistema maior seja um
estado puro descrito por um vetor de estado normalizado |a) de H ou, equivalentemente, pelo
operador densidade F,, = |a){a|, e introduzindo bases {|u)} e {|v)} respectivamente em H; e
'Hs, o calculo de valores médios das variaveis dinamicas do subsistema observado fica

Tr[(Dy @ Do) Fo| = 32 (ul D) S0 (/| Fal ) = S (| D) Y- (u'v|Foluv).  (1.6)

up' v’ pp! v

Nesta ultima expressao aparece o objeto

S (V| Falpr) = G\ TraFul) = | F ), (1.7)
chamado matriz densidade reduzida (correspondente ao operador densidade reduzido F(} =
TryF,) que descreve o estado quantico do subsistema H;. Em termos desse objeto o valor
esperado (1.6) pode ser escrito como

Tr (D@ L) Fa| = Tr |Dy F{V]. (1.8)

A operacao T'ro, cujo sentido explicito aparece na Eq. (1.7), consiste num trago parcial tomado
no ambito do espaco H, apenas.

O operador densidade reduzido F!) descreve completamente o estado quantico do subsis-
tema correspondente a H;. Mesmo no caso (considerado aqui) em que o estado do sistema maior
é puro, o estado do subsistema sera em geral misto, nao podendo portanto ser representado por
um vetor de estado no respectivo espago de fases. Esse operador (hermiteano, ndo negativo e



de traco 1) pode sempre ser diagonalizado, representando-o em termos de seus estados naturais
normalizados

FDIE) = pal&n),  (&alén) = S (1.9)

como

FY =" 16)pa(énl

e o carater misto de FI{) se deve a que, em geral, mais de um dos autovalores (ndo negativos)
pn € diferente de zero mesmo se F, corresponde a um estado puro. Essa perda de pureza do
estado quantico pela restricao da observacao a um subsistema do sistema maior do qual ele é
parte, é conhecida como decoeréncia, e desempenha atualmente um papel importante na anélise
do processo de medida quantico [1].

Exercicio:
4. Tomando, como acima, F,, = |a)(a| e os estados naturais |¢,,) da Eq. (1.9) com p,, # 0, defina os estados de
Ha

1

[Cn) = N

onde o produto escalar com barra dupla significa integracao sdbre as varidaveis de H1 apenas. Mostre entao que

{Enller)

<€n‘<n’> = 677,7’7,'7

isto é, os estados |(,) assim definidos sdo ortonormais. Mostre a seguir que, em vista desse resultado, o estado
|a) pode ser escrito como

o) = Z VPn 1€n) ® |Cn)

que é a chamada decomposi¢ao de Schmidt do estado |«) [2, 3]. Use essa decomposi¢do para mostrar que a

)

. . 2 1 L
densidade reduzida Fé ) = TriF, tem os mesmos autovalores que F((x , € que seus estados naturais sao os |(y).

1.2 Sistemas de muitas particulas idénticas

O espaco de fases quantico adequado para descever sistemas de muitas particulas idénticas é o
espago de Fock. Ele acomoda naturalmente tanto sistemas em que o niimero de constituintes é
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conservado (e.g. nicleos atomicos como estados de muitos nucleons, 1He, etc.) como sistemas
em que esse numero nao é conservado (e.g. fotons). No primeiro caso, permite ainda introduzir
de forma simples aproximacoes que se permitem violar a conservagao do nimero de constituintes
(e.g. aproximacao de Hartree-Fock-Bogolyubov para bosons ou fermions, teoria BCS). De fato,
introducao de aproximacoes que violam simetrias do sistema como recurso para simplificar o
tratamento de determinados tipos de correlagoes de muitos corpos ¢ um recurso geral muito
ufil e de uso comum para esta classe de sistemas.

O estado (em geral misto) de um sistema de muitas particulas idénticas serd portanto ca-
racterizado em geral por um operador densidade F' (hermiteano, nao negativo e de traco 1) no
espaggde Fock apropriado (bosons ou férmions). Esse objeto é em geral extremamente com-
plexo, ja que deve conter a informacao relativa a todas as correlagoes irredutiveis de muitos
corpos existentes no sistema. Na medida em que o interesse de trabalho recaia sobre um sub-
conjunto mais restrito e especifico de propriedades (e.g. propriedades de um corpo, fungoes
de correlagdo de dois corpos), é conveniente extrair dele a informacao relevante através da
construgao das densidades reduzidas apropriadas (e.g. de um ou dois corpos). Isso se faz cons-
truindo, a partir de F', mdias de produtos apropriados de operadores de criacao e aniquilagao.

A) Bosons.

Neste caso os operadores de criacdo e aniquilacao al, a, referentes a uma base de estados

v
de um corpo {|v)} satisfazem relagdes de comutagao

[CLZ,,CLL] = 51/1/’; [auaau’] = [aT aT’} = 0.

vy v

As densidades reduzidas mais simples que podem ser construidas nesse caso sao

A, = Tr(a,F)=[Tr(alF)|

Pvv = TT(GZ’GVF) = (:01/1/)*
M, = Tr(aaF)=|Tr(aad,F)| . (1.10)

Esses objetos sao em geral nimeros complexos, sendo a matriz p,,» hermiteana e a matriz II,,
simétrica. E imediato ainda que

Trp="Tr (ZalayF> =Tr (NF) = (N) (1.11)

que é o numero médio de bosons em F', sendo No operador nimero de bosons. As quantidades
A, e I, sao nulas quando a dispersao do nimero de bosons em F, AN? = Tr(N ’F) —
[Tr(NF))? é zero (isto é, F descrteve um estado com niimero bem definido de bosons).
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As matrizes p,, e I1,,, sao chamadas respectivamente matriz densidade de um corpo e matriz
de emparelhamento. A matriz densidade de um corpo contém toda a informacao necessaria para
o calculo de valores medios de varidveis dinamicas da forma (operadores de um corpo)

vv!

onde Dl(},)j = (V//|DW|v) sdo elementos de matriz do operador de um boson D) nos estados da
base {|v)}. De fato,

Tr (DlF) =Tr (D(l)p) .

Ela desempenha portanto o papel de uma densidade reduzida para um “subsistema de um
corpo” no sentido da segao 1.2 (cf. Eq. (1.8)), embora a condi¢cdo de normalizac¢do usual de
trago 1 seja modificada como na Eq. (1.11), que é mais conveniente no contexto de sistemas de
muitas particulas idénticas.

B) Férmions.

Os operadores de criacao e aniquilacao ¢l , ¢, satisfazem neste caso regras de anticomutacao
v

{c,,,ci,} =0 {e,cn}= {cl,cl,} =0

e as densidades reduzidas mais simples a considerar sao a matriz densidade de um corpo e a
densidade de emparelhamento

Pvv' = TT(CJL/C,,F) = (pV’V)*
I, = Tr(ccF)= {Tr(clcl,F)]*. (1.12)

A nao consideragao de tragos envolvendo um tnico operador ¢, se deve a suposicao de que,
embora a dispersao do niimero de férmions possa nao ser nula, F' nao contém componentes
com estatisticas diferentes, isto é, com nimeros de férmions com paridade diferente. A matriz
densidade de um corpo é hermiteana e tem seu traco normalizado também ao nimero médio
de férmions em F', e a matriz de emparelhamento é antissimétrica devido a anticomutatividade
dos operadores de aniquilagao. Uma particular vantagem da normalizagao de p,,, é aqui par-
ticularmente evidente: no caso particular em que F' corresponde a um estado determinantal
puro com N férmions (isto é, na auséncia de correlagoes entre os férmions, além das impostas
pela condigao de antissimetria) essa matriz é idempotente. Isso nao é verdade quando o trago
¢é normalizado a 1, o que pode ser entendido como uma conseqiiencia das correlagoes de Pauli
associadas a antissimetria.



1.2.1 A projecao gaussiana de F

Uma classe de operadores densidade F para sistemas de muitos bosons ou férmions idénticos que
¢é suficientemante simples para poder ser trabalhada explicitamente é a de operadores densidade
gaussianos Fy, que tem a forma de uma exponencial de uma forma quadrética hermiteana nos
operadores de criacao e aniquilacao. No caso de bosons

~exp [ZW/ (ml,,,/al,a,,/ +m?,al,al, + n,,,,/alal,/) +3, (q,,a,, + q;jaf,ﬂ
Ty {exp {ZW, (ml,,/al,al,/ + miy,al,al + n,,l,/alal,/) +>, (q,,a,, + qﬁal)”

(1.13)

*

com n,,, = n,,,. Para o caso de férmions devem ser omitidos os termos lineares, além de ser
feita a substituicao dos operadores de criacao e aniquilagao bosonicos pelos fermionicos.

A simplicidade do tratamento de tais densidades se deve a que é sempre possivel diagonalizar
a forma quadratica por meio de transformacgoes canonicas tipo Bogolyubov dos operadores de
criacao e aniquilagao. Para o caso bosonico, elas podem ser implementadas em geral pondo

a, = Ay + Y (Unuby = Viubf) (1.14)
o

onde as quantidades A, U e V sdo nimeros-c. A canonicidade da transformacao (isto é, a
condicao de que os novos operadores b,,, bL satisfacam também regras de comutagao bosonicas)
exige que as matrizes U e V satisfagcam as condicoes

uut-vvh =
vur —uvt = 0 (1.15)
onde UT, VT indicam as transpostas das matrizes U e V. Reescrevendo a forma quadratica da

Eq. (1.13) em termos dos novos bosons, é possivel escolher os parametros da transformagao de
modo que [ assuma a forma simples

p ConNL o en]
T Tr{expX, Nublibu} i Tr {exp [Nblb,]}

Os tracos nesta ultima expressao podem ser facilmente calculados. Introduzindo finalmente a
definicao

(1.16)



a forma geral simplificada da densidade gaussiana fica

1 n bl
F, =11 ( - ) : (1.17)

h 1+n, \1+mn,

Uma propriedade importante das densidades gaussianas (1.13) é a de que elas sao densida-
des no espago de Fock completo que sao inteiramente determinadas (no caso bosonico) pelos
observéveis (1.10). Em outras palavras, dada uma densidade qualquer F, é possivel determinar
os coeficientes da forma quadratica que entra em (1.13) (ou, equivalentemente e de forma mais
pética, os parametros n, e a transformacao (1.14) a partir das condigoes

Tr(a,F,) = Tr(a,F)
Tr(al,a,F,)) = Tr(al,a,F)
Tr(aya,Fy) = Tr(aya,F). (1.18)
Para levar a cabo uma tal determinagao [4], um primeiro passo é identificar os A, da Eq. (1.14)
com os valores médios ef F' dos operadores a, como na primeira das Eqs. (1.10). Feita essa

identificacao, as contribuicoes dos A, para a matriz densidade de um corpo e para a matriz de
emparelhamento sao separadas definindo

ﬁI/V/ = Pw — AI/Az’
]-:-[l/l// - Huu’ - AVAV’~

Como pode ser notado facilmente, as matrizes p e II sdo definidas da mesma forma que nas
Egs. (1.10) substituindo os operadores a, e al pelos operadores transladados de média nula
a, — A, e al, — A% respectivamente. Essas novas matrizes podem ser combinadas para definir
uma matriz hermiteana de dimensao dupla chamada densidade de um corpo estendida que é

escrita sob a forma
R=|[ P H~ — Rt
I 1+ p*

Essa matriz permite a determinacao da transformagao de Bogolyubov (1.14, 1.15) através da
solugao do problema secular

GRX = XGN (1.19)

onde as matrizes G, X e N tém a forma
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1 0 u Vv n 0
a=(o %) 2= (5 o) v=(517.)
A matriz G desempenha o papel de uma métrica indefinida exigida pela estatistica bosonica,
e a matriz N é diagonal e real. A submatriz n contém como elementos diagonais os n, que

aparecem na Eq. (1.17), e a transformagao para os novos operadores bosonicos b,,, bL é escrita
em notacao matricial como

b _ xi a— A - ut vr a—A
bt | at — A )\ vt UT al — A* |-

Para verificar que essa transformacao satisfaz, em particular, as condigoes de canonicidade
(1.15) basta notar que (1.19) é um problema de autovalores nao hermiteano. Considerando
entao o problema adjunto

RGX = XGN,

usando G = GT, G> = 1 e GN = NG (pois essas matrizes sao simultaneamente diagonais),
uma comparagao dessa equagao com a (1.19) mostra que X e X sdo relacionadas por

X =GX, X =GX.
A biortogonalidade das solugoes X e X permite entdo escrever a condicdo de normalizacio
XX =XGX=¢G
e a relacao de completeza
XGXT=aG.
Escrevendo essas relacoes em termos das matrizes U e V resulta

vt —vtyvr =
ViU -UTv = 0
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Ut —vvt =
VUt —uvt = o.

O resultado final desse processo é portanto a determinacao de uma particular densidade
gaussiana F, que é equivalente a densidade de partida F' (em geral nao gaussiana) no que
se refere ao cédlculo das varidveis dinamicas (1.14). Essa particular densidade gaussiana serd
chamada projecao gaussiana Fy de F. Essa denominacao se deve ao fato de que é posivel
construir explicitamente [4] um operador de projecao P tal que a projecao gaussiana Fy de F' é
dada por

Fy=PF (1.20)

Mais sobre esse operador de projecao sera dito no Capitulo 3. E importante lembrar que Fj
¢ um operador densidade definido no espaco de Fock completo. Isso significa que ele atribui
um valor definido a qualquer variavel dinamica do sistema de muitos bosons. No entanto,
esse valor coincide com o atribuido por F' apenas para as varidveis (1.10), que podem por isso
ser chamadas varidveis gaussianas. Pela propria construcao de Fjy se pode ver que os valorea
atribuidos a outras variaveis por Fj sera sempre expresso em térmos de parametros definidos a
partir dos valores dos observaveis gaussianos em F' apenas.

Exercicio:

5. O espago de fases de um oscilador harmoénico unidimensional pode ser visto como o espago de Fock para
bosons em zero dimensdes espaciais. Nesse caso existe um tinico operador de criagao a' e as somas da Eq. (1.13)
tém também um tnico termo. Obtenha as projecoes gaussianas para as seguntes densidades:

i) F =1n)(n|, a'aln) = n|n)
6—ﬁn

i) F=Y" n) =5 ("l

ii1) F =|v){(v|, alv)=uvv)
i) F = (a' —v")[o)(vl(a—v)

1
7 (10) +12)) -

Desses casos apenas i) e iii) sdo puramente gaussianos, i.e. F' = Fy; e apenas 4ii) é uma densidade gaussiana

v) F=la)(a], |a)=

pura, i.e. FZ = Fy. Note que este é um caso limite da Eq. (1.17) com n — 0.
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O caso de sistemas de muitos férmions pode ser tratado de forma inteiramente analoga
[5, 6, 7]. A forma quadrética geral que aparece na densidade gaussiana fermionica pode também
ser diagonalizada por uma transformacao de Bogolyubov

e =3 (Upudyy + Vipudl) . (1.21)
i

A auséncia do termo correspondente ao primeiro termo da Eq. (1.14) se deve a auséncia de
térmos lineares na forma quadratica neste caso. As relagoes de anticomutacao fermionicas
impoe como condig¢oes de canonicidade

uut+vvt =
uvt+vuTt = 0.
A equivaléncia entre a densidade gaussiana e uma densidade geral F' ao nivel das variaveis

gaussianas pode ser estabelecida através da consideracao de uma densidade estendida de um
corpo que se constroi neste caso como [6, 7|

(o I\
R_<H* 1_p*>_R (1.22)

que é também uma matriz hermiteana, em vista da antissimetria de II e da hermiticidade de
p. Os coeficientes da transformagao de Bogolyubov apropriada se obtém agora do problema de
autovalores hermiteano

() )= ) (e o)

onde a submatriz n é diagonal. As relagdes de ortonormalidade e completeza dos autoveto-
res sao novamente consistentes com as condigoes de canonicidade e os operadores fermionicos
transformados podem ser escritos em forma matricial como

(#)=(v e ) ()

A forma final diagonalizada da densidade gaussiana fermionica se simplifica consideravelmente
em vista da propriedade idempotente do operador niimero deu = (deu)2- De fato ela pode
ser escrita [§]

expY, Nudid, exp | N,udi,d,|
Tr{exp, N, d*d W e Tr{exp [N,dld,

Fy= ) =1 [rudid, + (1 = nu)d,df]  (1.23)
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onde foi usada a definicao

eN“

= 14 eNu’

Da mesma forma que no caso bosonico, a determinacao da transformacao de Bogolyubov através
da densidade de um corpo estendida (1.21) torna a densidade gaussiana Fy, Eq. (1.23), equiva-
lente a densidade completa F' no que se refere a valores de variaveis dinamicas gaussianas; e a
existéncia de um operador de projecao que implementa no caso fermionico a Eq. (1.20) permite
que Fy possa ser considerada de fato com a projecao gaussiana da densidade completa F' que
lhe deu origem.

1.2.2 Aproximacao variacional gaussiana

As densidades gaussianas (1.17) e (1.23) podem ser usadas no contexto dos métodos variacionais
estudados por Balian e Vénéroni [9] como ilustra¢ao do seu uso na aproximacao de propriedades
dinamicas de um sistema de muitas particulas idénticas. Numa descricao grand-canonica, o

estado de um sistema cuja dinamica ¢ dada por uma Hamiltoniana H ¢é descrito pelo operador
densidade

onde H = H — MN , N éo operador numero de particulas, ¢ ¢ um multiplicador de Lagrange
a que cabe manter sob controle o nimero médio de particulas no sistema e que desempenha o
papel do potencial quimico e Z é a grand-funcao de particao

7 = Tre P,

O método variacional de Balian e Vénéroni para aproximar Z consiste em buscar extremos do
funcional

f(M)=Tre ™

sujeito a condigao de vinculo M — fH = 0, que é levada em conta através da introducao de
uma matriz B de multiplicadores de Lagrange. Isso leva ao problema variacional

0®(M, B) = 6Tr [e™ + B(M — BH)| = 0. (1.24)

A variacio de M da B = e ™ e a eliminacao de B da Eq. (1.24) conduz ao objeto, dependente
apenas de M,
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®(M,B) — W(M) =Tr [ M(1+ M — BH)| . (1.25)

Balian e Vénéroni mostram [9] que Z > W (M) para qualquer M. Definindo z = Tre ™M ¢
possivel escrever

eM=zF

onde agora TrF = 1. O papel de uma tal parametrizacao de M é separar explicitamente a
normalizac¢ao do trago e a “estrutura intinseca” dessa matriz. Substituindo-a na Eq. (1.25) e va-
riando z resulta uma equacao que permite eliminar essa variavel levando a expressao variacional
para o grand-potencial €2

Q- —% InZ < Tr[(H + KT n F)F)] (1.26)

onde F é um operador densidade arbitrario de trago 1, e onde foi usada a notagao 1/ = KT.
Na Eq. (1.26) é possivel em particular identificar um fator que representa a entropia como
So = —K Tr[FInF]. Uma aproximacao gaussiana para {2 consiste simplesmente em tomar
para F uma densidade gaussiana Fj e tratar os parametros que a definem (i.e., os parametros da
transformagao de Bogolyubov além dos n,, e, para o caso de bosons, os A4,). Os tragos envolvidos
na Eq. (1.26) podem ser calculados explicitamente e o processo de variar os parametros que
definem a densidade gaussiana pode ser simplificado consideravelmente no caso de sistemas
dotados de simetrias que permitam restringir a forma da transformacao de Bogolyubov [5].

Exercicio:
6. Aplique esse método variacional gaussiano para temperatura finita ao problema de um gds de bose ideal [10]
cuja Hamiltoniana (na representagdo de momentos com condigdes periédicas de contorno num volume V) é

Rk?
H = Z: o apag.
k

Por simplicidade tome o estado do sistema como sendo uniforme e isotrépico. Essa hipétese permite restringir
a transformagao canoénica geral (1.14) dos ag, aTE (cujos pardmetros podem ser tomados como reais no caso de

problemas estéticos) escrevendo-a como
aj = Agdy, + coshoxb;; + sinh Ukb]:];,

isto é, o unico operador de aniquilagao que pode adquirir um valor médio nao nulo é o de momento zero, e a
transformacao de Bogolyubov preserva o momento e é independente dos angulos de k. Use entao esses elementos

para obter uma expressao para ) em termos de A, dos oy, e ny (estes também independentes de dngulos) usando
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e Eq. (1.26). A variagdo desses parametros leva aos resultados usuais, em particular para a condensacao de
Bose do gés ideal [11].

1.2.3 Aproximacao gaussiana cinética

Uma aproximacao gaussiana para a evolucao temporal do estado do sistema de muitos corpos
pode ser facilmente obtida a partir do resultado segundo o qual a densidade gaussiana F|, equi-
valente a uma densidade dada F pode ser implementada como uma projecao dessa densidade.
De fato, esse resultado permite escrever uma densidade arbitraria como

F(t) = PO)F(t) + (1= P(t)F(t) = Fylt) + F'(t) (1.27)

e conseqiientemente a equagao de Liouville-von Neumann (1.5) como
L d /

Uma propriedade importante do projetor P é a de que ele pode sempre ser escolhido de forma
que (na representagao de Schrodinger) PF = 0, de modo que a equagao acima de fato se reduz
a

ihFy = P[H, Fy] + P[H, F']. (1.28)

Essa projecao da equacdo (1.5) mostra que a dependéncia temporal da projecao gaussiana Fj
provém tanto de uma contribui¢do puramente gaussiana (primeiro termo do lado direito de
(1.28)) como de uma contribui¢do resultante da projegdo gaussiana da derivada temporal de
F'(t). A aproximacgao gaussiana cinética consiste em truncar a Eq. (1.28) eliminando o seu
ultimo termo. Como essa equacao representa um problema de condigoes iniciais, por con-
sisténcia deve-se supor que a condigao inicial F'(f = 0) seja também uma densidade gaussiana,
isto ¢ P(0)F(0) = F(0) e portanto F'(0) = 0. Como serd discutido no capitulo seguinte, essa
restricao da equacao de Liouville-von Neumann ao conjunto das densidades gaussianas corres-
ponde a aproximacao de Hartree-Fock-Bogolyubov dependente do tempo. Como uma densidade
gaussiana é completamente determinada pelos valores médios das variaveis gaussianas, ela pode
ser expressa sob a forma de equagdes de movimento (em geral acopladas) para essas quantidades.
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Capitulo 2

Dinamica na aproximacao gaussiana:
exemplos

Neste capitulo vao, apresentados breve e simplesmente, alguns exemplos da utilizagao dos
estados gaussianos, tanto num contexto estacionario quanto num dependente do tempo. Alguns
detalhes adicionais podem ser encontrados nas referéncias citadas em cada caso.

2.1 Aproximacao de Hartree-Fock para gas de Fermi nao
ideal

O objetivo desta secao é mostrar de forma simples e direta que a restricao do estado de um
sistema de muitos férmions a forma gaussiana (1.23) corresponde, no caso particular em que
a transformacio de Bogolyubov (1.21) é trivializada pondo UUT = U'U = 1 e V = 0, &
aproximacao de Hartree-Fock dependente do tempo, proposta por Dirac em 1930 [12]. Quando
essa restri_ao nao ¢ feita, a aproximagao resultante é a de Hartree-Fock-Bogoluybov dependente
do tempo. As solucoes estacionarias das equagoes respectivas dao evidentemente aproximagcoes
de campo médio com e sem efeitos de emparelhamento para o estado fundamental do sistema.
Essa aproximacgao é o ponto de partida para um dos calculos cinéticos com a inclusao de efeitos
colisionais descritos na ref. [13].
A Hamiltoniana a ser considerada tem a forma geral

1 g
H=> tusclcs+ 1 > (ozﬁ|v|7§>ci¥cEc(;cV
af afBvyd

onde os estados de um férmion {|a)} sd@o uma base de trabalho ortonormal conveniente e os
elementos de matriz da interagao de dois corpos v(1,2) é antissimetrizado:
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(af|D]yd) = (aBlv|yd — 7).

A equagao de movimento aproximada é dada pela forma truncada da Eq. (1.28)

ihEy = P[H, Fy) (2.1)

e o estado gaussiano fermionico obtido com V = 0 se escreve como

Fo =TT [mudidy + (1 = n,)d,d}]

m

onde os operadores de criacao e aniquilagao se referem a base de um férmion transformada

1) = ZUau|a> (2.2)

escolhida de forma a diagonalizar a matriz densidade de um corpo p,g, isto é, a nova base
corresponde a base (dependente do tempo) dos estados naturais da matriz densidade de um
corpo:

P = O = 3 U Uy P
aB

Neste caso a densidade Fj é completamente determinada apenas por p,s (ou, equivalente-
mente, pelos autovalores n, e por U), de forma que ¢ possivel evitar a explicitacdo do projetor
P tomando em vez disso o trago da Eq. (2.1) com cgca. O que se obtém entao é a equacao

ihpap = iR Tr (C/];;CO[FO) =Tr (cgca [H, FO]) =Tr ([czgca, H]FO) ) (2.3)

onde a ultima expressao foi obtida usando a propriedade ciclica do trago. A explicitacao com-
pleta dessa equacao, por outro lado, envolve a questao técnica de calcular o traco do ultimo
termo no espago de Fock. O célculo de tragos desse tipo é bem conhecido [14] e ¢ feito somando
todos os elementos de matriz diagonais numa base conveniente do espaco de Fock. A base
conveniente neste caso é a dos autovetores simultaneos dos operadores de ntmero deu- Os
operadores ¢, ¢ que aparecem em (2.3) sdo reescritos em termos dos d, d através da trans-
formacao U como na Eq. (2.2). Apds um célculo relativamente longo é possivel reescrever (2.3)
sob a forma

hpas =D (haypys = Parhop) (2.4)
o
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onde foi usada a definicao da Hamiltoniana efetiva de campo médio

hap = tap + D _(a[0]50) psy.

o7

Devido a hermiticidade dessa Hamiltoniana a evolucao temporal de campo médio da matriz
densidade de um corpo ¢ unitdria, e portanto os autovalores n, dessa matriz sao independentes
do tempo. Esse fato pode também ser mostrado diretamente calculando a derivada temporal
de um autovalor de pqg:

ihiv, = Tr ([d}d,, H|Fy) = Tr ([Fo, did,]H)

onde, dada a forma de Fy, é claro que o comutador na tultima expressao se anula. Na realidade
é uma propriedade geral das aproximagoes cinéticas de campo médio a de que, ao suprimirem
correlagoes, elas suprimem mecanismos de decoeréncia que seriam os responsaveis pela evolugao
temporal nao unitaria dos autovalores da matriz densidade de um corpo.

O caso especifico tratado na ref. [13] corresponde a solucao estaciondria da Eq. (2.3)
para um géas de Fermi uniforme. Nesse caso as bases {|a)} e {|u)} coincidem e consistem de
autoestados do monento com condicoes de contorno periddicas num volume de quantizagao V.
A hamiltoniana de campo médio é diagonal e dada por

272
e = S R 6l RF g

2m -
k/

com as ocupacoes normais de um gas de Fermi degenerado
np = O(kp — k)

onde kr é o momento de Fermi e O(z) é a fungao degrau.

2.2 Oscilador paramétrico

O problema tratado aqui é o problema de condi oes iniciais para um tnico oscilador harmonico
forgado e com parametros dependentes do tempo [15]. A Hamiltoniana a ser tratada é escrita
como

H = fi(t)a'a + fo(t)ala’ + f;(t)aa + f3(t)a’ + f3(t)a

onde fi(t) é real e positiva. A relevancia das projegdes gaussianas para este problema consiste
em que, se F'(t) é a solugao da equacao de Liouvilli-von Neumann correspondente a condigao
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inicial F'(0), entao a sua projegao gaussiana Fy(t) satisfaz a equacao (1.28) sem o 4ltimo térmo,
que se anula identicamente devido a particular forma quadratica de H sem termo de autoin-
teracao entre os bosons:

ihFy(t) = P[H, Fy(t)]. (2.5)

Isso significa que a dinamica das varidveis gaussianas (1.18) é fechada, independentemente da
presenca de correlagoes (no sentido F’(t) # 0, cf. Eq. (1.27)) no estado do sistema. Essa
dinamica pode ser expressa sob a forma de equacgoes diferenciais para os valores médios das
variaveis gaussianas simplesmente tomando os tragos apropriados da Eq. (2.5).

2.3 Oscilador paramétrico e teoria ¢* em 141 dimensoes

O desacoplamento dinamico das varidveis gaussianas que ocorre no caso da secao anterior
deixa de valer quando térmos anharmonicos sao acrescentados a Hamiltoniana. Estes termos
representam interacoes no sistema de muitos bosons que fazem com que a dinamica das variaveis
gaussianas passe a depender também de F”(t). O truncamento que consiste na eliminagao desses
efeitos de correlacao leva imediatamente a uma aproximacao de campo médio do tipo Hartree-
Fock-Bogolyubov para o sistema de muitos bosons. As refs. [16, 17] desenvolvem e calculam essa
aproximacao, e a ref. [18] trata da extensdo para o caso de um campo escalar unidimensional
¢ com autointeracao do tipo ¢*. Essas referencias tratam também os efeitos de correlacao
associados a F’(t), que serdo objeto do capitulo 3.

2.4 Modelo de Jaynes-Cummings

Este é um modelo soluvel simples que trata de um “adtomo de dois niveis” (formalmente descrito
por um spin 1/2) acoplado a um oscilador harmoénico conforme descrito pela Hamiltoniana

H = %O’g +a'a+ Nopa+o_al)

onde 03 e 04 = 07 £ 109 sao matrizes de Pauli. O que torna esse modelo solivel é a existéncia

da constante de movimento
- o
N = ?3 +a'a

que permite reduzir a hamiltoniana a uma cole¢ao de matrizes 2 X 2 na representacao definida
pelos autovetores de o3 e a'a {|+) ® |n), |—) @ |n + 1)}.
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As matrizes dae Pauli podem ser representadas em termos de um par de operadores fermionicos
c4+ pondo

o3 — cic:—cic_

e uma (dupla) aproximagao de campo médio pode ser obtida restringindo o estado do sistema
a um produto de densidades gaussianas para os subsistemas fermionico e bosonico respectiva-
mente [19]

Py = O(F) 2 FO(B)

com

bt
o _ 1 p
0 —_ - .
1+p\1+p

A interacao entre os dois subsistemas introduz efeitos importantes de correlacao entre eles,
responsaveis em particular por fenomenos de decoeréncia e de recoeréncia na evolucao temporal
de cada um dos dois subsistemas. Um tratamento aproximado desses efeitos foi desenvolvido e
calculado também na ref. [19] e serd tratado no capitulo seguinte.
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Capitulo 3

Correlacoes e dinamica efetiva da
projecao gaussiana

O propédsito central deste capitulo é reincorporar a cinética da projecao gaussiana Fjy de um
estado quantico representado por um operador densidade geral F' os efeitos das correlagoes,
separadas em F’ como indicado na Eq. (1.27) e truncadas nos tratamentos de campo médio
descritos no capitulo 2. A existéncia do operador de projecao P tem um papel central no proce-
dimento que vai ser descrito, cujo andamento geral em particular nao depende da forma explicita
desse operador em cada caso. A tnica propriedade relevante e geral além da propriedade idem-
potente é (tratando a dependéncia temporal do sistema na representacao de Schrodinger; uma
propriedade correspondente existe evidentemente quando se usa a representacao de Heisenberg,
v. ref. [18])

Pt)F(t) =0 (3.1)
como conseqiiéncia da qual se tem

d . ..
—PF =PF+ PF = Fy.

dt
Devido a isso, o desenvolvimento formal que consiste na projecao da equacao de Liouville-
von Neumann serd descrito inicialmente e de forma independente da daterminacao efetiva da
forma explicita de P. Esta é necesséria para a efetiva implementacao do procedimento a casos

concretos e serd tratada numa segao subseqiiente.
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3.1 Projecao da equacao de Liouville-von Neumann

A existéncia do projetor P com a propriedade (3.1) e usando a notagao introduzida em (1.27),
permite reescrever a equacao de Liouville-von Neumann como um par de equacoes acopladas
para Fy(t) e F'(t). Essas equagoes se escrevem como

inEy(t) = P()[H, Fo(t)] + P(t)[H, F'(1)]
inF(t) = Q(t)[H, Fo(t)] + Q(t)[H. F'(t)) (3.2)

onde Q(t) =1 — P(t). A segunda dessas duas equagoes pode ser reescrita sob a forma

[ih% — Q(t)L] F'(t) = Q(t)LFy(t)
onde, além de um rearranjo ébvio de térmos, o Liouvilliano L foi definido (por conveniéncia
de notacao) como o (super)operador [H, ]. E importante notar que (super)operadores como
ésse sdo objetos que agem linearmente sobre operadores (como, no caso, o operador densidade)
dando como resultado outros operadores. A tltima equacao pode ser resolvida formalmente
com a ajuda da funcao de Green

G(t,t") = Texp <—% /Ot dTQ(T)L) (3.3)

onde T exp indica uma exponencial ordenada temporalmente em vista da dependéncia temporal
e da possivel ndo comutatividade em tempos diferentes de Q. A expresap resultante para F'(t)
é

F/(t) = G(t,0)F'(0) — ;_L / GO LRy (). (3.4)

O primeiro termo dessa equacgao tem em conta as condigoes iniciais. Esse termo se anula para
estados iniciais gaussianos, para os quais F'(0) = 0. Ela exprime a parte de correlagdes F'(t)
de F(t) em termos de uma integral sobre a histéria do componente gaussiana Fy(t), além da
contribuicao relacionada com as correlacoes iniciais. Substituindo-a na primeira das equacoes
(3.2), resulta uma equagao, formal mas ezata, para Fy(t) que é além do mais fechada nessa
densidade, além de depender explicitamente da parte de correlacao das condigoes iniciais:

inEy(t) = P(t) LFs(t) — %P(t) / LG QW) LR + POLGE OF(0).  (3.5)
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O resultado final dessas manipulagoes é portanto um par de equagoes (Egs. (3.4) e (3.5))
que remetem a determinacao tanto de Fy(t) como de F’(t) a determinagao apenas de sua
projecao gaussiana, além evidentemente das condicoes iniciais. Quando a parte de correlagoes
F'(t) é simplesmente ignorada elas reproduzem a equagdo de movimento para Fy(t) obtida na
aproximacao de campo médio.

Em termos praticos, aproximacoes sao indispensaveis para o uso efetivo dessas equagoes. O
objeto que forga isso é a fungao de Green (3.3), que descreve o desenvolvimento progressivo de
correlagoes (filtradas por meio da agao repetida do operador Q) no sistema de muitos corpos.
Nas aplicacoes que foram feitas dessas equagoes foi usada uma aproximacgao que consiste essen-
cialmente em substituir essa funcao de Green por uma funcao de green de campo médio que
simplesmente propaga as correlagoes geradas pela primeira acao de L no integrando das Egs.
(3.4) e (3.5).

3.2 Forma explicita dos operadores de projecao

3.3 Aplicacoes e resultados numéricos
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