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ADVERTENCIA

Esta notas foram preparadas para um mini-curso de trés aulas oferecido durante o programa
de verao de 2002 pelo Instituto de Fisica da USP. Os estudantes inscritos no curso estavam
em estagios muito varidveis de formagao, desde os anos de graduagao (varios deles nao tendo
tido ainda contacto mais formal com a mecanica quantica de cursos introdutérios) até estégios
iniciais de pos graduacao. Devido a essa circunstancia, a apresentacao procura introduzir
algumas idéias de circulacao corrente na area sem no entanto impor demandas maiores sobre
conhecimentos ou habilidade prévia com a teoria quantica.



Capitulo 1

Idéia da condensacao de Bose-Einstein.

O trabalho que deu origem ao que veio a se chamar “condensacao de Bose-Einstein”, geralmente
tratada em textos de mecanica estatistica sob o titulo geral de “estatisticas quanticas”, tem uma
histdria bastante curiosa. Uma primeira surpresa é a sua data de publicagao, 1924 (a referéncia
completa é Zeitschrift fir Physik 26, 178 (1924)), portanto anterior ao trabalho de 1925 de Hei-
senberg onde pela primeira vez a teoria quantica aparece desvencilhada da cinematica classica
de trajetorias que ainda prevalece na velha teoria quantica de Bohr, por exemplo. Outra surpre-
sa € a autoria do trabalho, que aparece simplesmente como “Bose”, da Universidade de Dacca,
India. Hoje essa referéncia é citada como sendo de autoria de S. N. Bose (as iniciais significam
Satyendra Nath, talvez uma formatacao anglo-saxonica ultramarina de Satyendranath, veja
www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk /-history /Mathematicians/Bose/html). Ela foi escrita em in-
glés mas publicada em alemao numa traducao de A. Einstein, com uma nota do tradutor, que
afirma tratar-se, “em sua opiniao”, de uma “contribuicao de peso”, que “fornece também uma
teoria quantica dos gases ideais”, como “mostrard em outro lugar”!. O titulo do trabalho de
Bose de certo modo desanuvia a questao de datas: trata-se de “A férmula de Planck e a hipétese
dos quanta de luz”. O assunto é, portanto, a radiagao de corpo negro. O trabalho foi enviado
a Einstein por conter uma critica ao uso de um ingrediante classico, a lei do deslocamento de
Wien, e de um outro que valoriza a concordancia da teoria quantica com a teoria cléassica, o
principio de correspondéncia de Bohr, no trabalho (de 1917) em que Einstein, por sua vez,
obtém a formula de Planck utilizando a idéia de quanta de luz. O que Bose faz, essencialmente,
é tratar de evitar tais licengas com o uso de idéias da mecanica estatistica aplicadas diretamente
aos quanta de luz. E o que Einstein fez em seguida, cumprindo a promessa feita em sua nota
de tradutor, foi estender o tratamento a um sistema de particulas livres, mostrando que em

INao hé aqui, portanto qualquer referéncia a possivel existéncia de qualquer outro tipo de “estatistica
quantica” (tipo férmions). A primeira sugestdo de que um conjunto de eléctrons tivesse um comportamento
estatistico diferente foi, de fato, feita por Sommerfeld apenas em 1928 (Zeitschrift fiir Physik 47, 1 (1928)).



temperaturas suficientemente baixas ocorre o empilhamento de uma fragao finita das particulas
(a qual tende a 1 quando a temperatura tende a zero) no estado de menor energia (que pode
ser sempre tomado como tendo energia zero com uma escolha apropriada da escala de energia).
E a esse empilhamento que se chamou condensacao de Bose-Einstein.

1.1 A féormula de Planck segundo Bose.

O modo pelo qual Bose chegou a férmula de Planck depende, em primeiro lugar, da idéia de
que a luz de freqiiéncia v é formada de “quanta” (que, usando a linguagem de hoje, passamos a
chamar fétons) cuja energia é hv e cujo momento é um vetor de médulo p = hv/c na dire¢do de
propagagao do quantum (ou féton). Para poder escrever a energia total de um sistema contendo
muitos fotons de diversas freqiiéncias dentro de un volume V', é conveniente em primeiro lugar
dividir a escala de freqiiéncias em um grande ntimero de pequenos intervalos dv. Chamando n;
o numero de fotons com freqiiéncia dentro do pequeno intervalo cuja freqiiéncia média é v;, a
energia total E/ pode ser representada pela soma

O problema consiste entao em determinar os valores dos 7n; que correspondem ao estado de
equilibrio termodinamico do conjunto de fétons no volume V. Isso foi feito por Bose a moda
de Boltzmann e Planck, escolhendo a distribuigdo macroscépica (isto é, observada com baixa
resolucao, sem ter em conta diferencas finas demais que existem em principio mas que nao sao
detectdveis através de meios de observagao adaptados, digamos, a escala humana usual) que é
compativel com o nimero maximo de realizagoes microscopicas. As realizagoes microscopicas
de uma distribuicao macroscépica especificam essa distribuicao de modo em principio completo,
isto é, a menos de diferencas sem conseqiiéncia macroscopicamente observavel. Uma vez aceito
esse principio, e uma vez escolhido um modo para caracterizar as distribui¢coes microscopicas e
também as macroscopicas, a determinacao da distribuigao macroscopica de equilibrio pode ser
feita através de processos de contagem e comparacao, que podem ser levados a cabo sem muita
dificuldade.

Para caracterizar uma distribuigao microscopica do conjunto de fotons Bose divide o espaco
de fases dos fétons (que é tomado como sendo um espago de seis dimensoes, contendo além
das trés dimensoes espaciais x, ¥, z, trés dimensoes adicionais correspondentes as componentes
Dy Py, P» do momento?) em pequenas “células”, cada uma das quais com volume h*. Note que

2Com isto, na realidade, e malgrado as criticas feitas a Einstein, Bose estd se amarrando em idéias cléssicas,
embora de um modo que, na época, nao poderia ter sido advertido, pois a versao quantica do espago de fases
(entendido de forma geral como o espago no qual residem os estados do sistema) ainda pertencia ao futuro.



h tem dimensoes de “acao”, que corresponde a comprimento vezes momento, de modo que h?
tem dimensoes corretas para representar um volume no espaco de fases de seis dimensoes, um
produto de trés comprimentos por trés momentos. Essas células sao, entao, todas numeradas,
e uma distribuicao microscépica é caracterizada em termos de “nimeros de ocupacao” n; que
especificam quantos fétons se encontram na célula ¢ do espago de fases.

Dentro do mesmo esquema, uma distribuicao macroscépica é apenas algo como uma visao
miope de distribuicoes microscépicas: as células de volume h? sao agrupadas em “pacotes” de
g > 1 células, os pacotes sao numerados cada um com o seu proprio roétulo j e sao contados
todos os fétons N; que estao contidos em cada um dos pacotes. A distribuicao macroscépica
¢ caracterizada entao pelo conjunto dos N;. As coisas devem ser arranjadas de forma que o
numero de pacotes também seja muito grande, embora cada um deles contenha, como foi dito,
um numero muito grande g de células.

A questao que se coloca, entao, é quantas distribuigdes microscépicas correspondem a uma
dada distribuicao macroscépica. A resposta a essa questao® é dada pelo nimero de maneiras de
redistribuir os IV; fétons do j-ésimo pacote entre as suas g células constituintes, um problema
combinatodrio bastante tipico. Para ver qual é a sua solucao, é conveniente representar cada
um dos N; fétons por um simbolo e e representar a parte da distribuicao microscépica que
corresponde as g células do j-ésimo pacote por uma sequiiéncia do tipo

le23e0ede56700e3)e .. .goe

significando que na célula 1 ha um féton, nenhum na 2, trés na 3, etc. A quantidade de e depois
de cada numero representa os fétons que estao na célula do pacote considerado que tem esse
ntimero, de modo que o nimero total de ® na seqiiéncia é N;. Com esse estratagema ¢é facil ver
que o nimero de distribui¢oes microscépicas distintas dentro do j-ésimo pacote (que é chamado
o “peso estatistico” do pacote, P;) é

(g+N; —Dlg

'Pj:

De fato, cada seqiiéncia deve comecar por um numero entre 1 e g; o nimero de permutagoes
dos demais é entao (g + N; — 1)!, mas se o primeiro puder ser qualquer um dos nimeros entre
1 e g, é preciso ainda multiplicar esse nimero por g. O resultado inclui agora permutacoes
tanto dos fotons quanto das células. A permutacao dos nimeros é redundante, porque qualquer
distribuicao microscopica pode ser representada escrevendo os nimeros de 1 a g na sua ordem

Por sorte, no entanto, o resultado dos argumentos de mecanica estatistica resulta ser valido sob condigoes mais
gerais que as que foram usadas para obte-lo!

30 célculo a seguir constitui na realidade uma variante daquele que foi utilizado por Bose. Ele reproduz o
que se encontra em W. P. Allis e M. A. Herlin, Thermodynamics and Statistical Mechanics, McGraw-Hill, 1952.

4



natural, e essa redundancia é corrigida por g! no denominador. O outro fator do denominador,
N;!, é incluido a pretexto do fato de que os fdétons sao indistinguiveis e portanto a contagem de
suas permutacoes é tembém redundante. Esse procedimento pode ser usado para cada um dos
pacotes independentemente, de modo que o peso estatistico total P, de uma dada distribuigao
macroscopica, caracterizada por um conjunto de numeros N;, é dado pelo produto

(9+N; —1lyg

J J

O problema seguinte ¢ determinar qual ¢ a distribuigao de N;’s, com uma energia F total
dada, para a qual P, é maximo. Em vez do maximo de P, € mais conveniente buscar o
méximo do logaritmo de Py (uma quantidade que Boltzmann identificou como sendo propor-
cional a entropia), dado que o logaritmo é uma func¢ao que cresce monotonicamente. O célculo
¢ ainda simplificado pelo fato de que g e os N;’s devem ser ntimeros suficientemente grandes
para que logaritmos de suas fatoriais possam ser bem aproximados pela férmula de Stirling

In Nl~ N InN — N,

de modo que

lnPtot ~ Z[lng+(g+N]—1)ln(g—|—N]—1)—(g+NJ—1)—glng+g—lenN]—l—N]]

J

Z [(g+ N;)In(g + N;) —glng — N;In Nj]

J

12

A simplificacao conseguida na tultima linha resultou de desprezar também 1 e In g em compa-
ragao com g, N; e g + N;. Esta dltima expressao pode ser escrita de uma forma ainda mais
conveniente introduzindo mais uma definicao, a da ocupa¢cao média de cada uma das células do
Jj-ésimo pacote, n; = N;/g. Com essa defini¢do, de fato, se obtém

In P,y ~ Zg [(n; 4+ 1)In(n; + 1) — n;lnn] = [(7; + 1) In(n; + 1) — 7; In i) (1.2)

J %

onde finalmente o fator inicial g foi absorvido substituindo a soma sobre pacotes j pela soma
sobre células i (todas as células de cada pacote tendo a mesma ocupagao média).

O maximo de In P, deve ser agora calculado variando as ocupacoes médias n; das células
com a condi¢do de que a energia total tenha o valor prescrito E. Supondo que as células
tenham sido escolhidas de forma que cada uma delas corresponda a fétons de energia dada



hv; (o que pode ser feito retalhando, como sugerido de inicio, o espago de fase de uma forma
apropriada) essa condigdo pode ser expressa em termos das ocupagoes médias 71; usando nada
mais que a expressao (1.1). Essa condigao pode ser levada em conta através de um multiplicador
de Lagrange (3 (recurso de uso freqiiente!), calculando o extremo nao apenas de In P, mas de
In P,y — B E, isto é, obtendo os 7; que tornam nula a varia¢ao dessa quantidade, §(In Pt —E) =
0. Em termos dos n;,

ou seja

Como o anulamento deve valer para variagoes dn; arbitrarias, resulta que

B 1
Coefi ]

n;+ 1 . _
1n< —~ ) = Bhy; ou seja n;
Esse resultado é uma fungao do multiplicador de Lagrange (3, que deve ser determinado através
da condigao (1.1). O significado de 3 pode ser obtido a partir da expressao de Boltzmann para

a entropia

S == klnf’tot

onde k ¢ a constante de Boltzmann, e da rela¢do entre a entropia e a energia 0S/0E = 1/T,
sendo T' a temperatura. Isso dd 3 = 1/kT.
A distribuicao de equilibrio resultante
_ 1

ni = hv;
er — 1

¢é o que se chama hoje uma distribuicao de Bose-Finstein. Ela conduz diretamente a formula de
Planck. De fato, como as ocupagoes médias obtidas n; dependem apenas da energia dos fotons,
e como esta, por sua vez, depende apenas do médulo do momento, o volume do espaco de fases
que corresponde a um pequeno intervalo de energia dv tomado em torno da energia média v
serd, usando o fato de que p = hv/ec,

h32
V x dmpdp = V x dr———dv
C




de modo que o ntimero de células com volume h? serd V x 47r’é—§dy. A rigor, esse numero deve
ser multiplicado por 2 para acomodar os dois estados possiveis de polarizagao dos fotons, o que
leva o nimero de células a V' x 87r‘c’—§dv. Usando esse resultado na expressao para a energia
(1.1), a contribui¢ao dE dos fétons que se encontram nessas células sera

VQd " hv 1dE 8r hi?
—dv X —— ou —_—— =
c eit — 1 V dv 3 e —1

dE =V x 8m

que ¢é a férmula de Planck.

1.2 Diferencas entre fétons e atomos.

Cierro los ojos y veo una bandada de pdjaros. La visiéon dura un segundo o acaso
menos; no sé quantos pajaros vi. | Era definido o indefinido su nimero? El problema
involucra el de la existencia de Dios. Si Dios existe, el niimero es definido, porque Dios
sabe cuantos pajaros vi. Si Dios no existe, el nimero es indefinido, porque nadie pudo
llevar la cuenta. En tal caso, vi menos de diez péjaros (digamos) y més de uno, pero no
vi nueve, ocho, siete, seis, cinco, quatro, tres o dos pdjaros. Vi un numero entre diez y
uno que no es nueve, ocho, siete, seis, cinco, etcétera. Ese niimero entero es inconcebible;

ergo, Dios existe. (J. L. Borges, ARGUMENTUM ORNITHOLOGICUM,).

O tratamento dado por Bose aos “quanta de luz” os torna muito semelhantes a particulas
(ou, mais concretamente, a &tomos, na medida em que estes possam ser tomados como “elemen-
tares”, isto é, na medida em que a sua estrutura interna possa ser ignorada para fins dinamicos).
Em particular, o espaco de fases (cldssico!) usado serve também para particulas, ou dtomos.
Existe, no entanto, uma diferenca importante, que teve que ser levada em conta por Einstein em
sua extensao do trabalho de Bose: ao interagir com a matéria (digamos, a superficie interna da
cavidade que constitui o corpo negro), fétons podem ser absorvidos, podendo ocorrer também
a emissao de outros, novos, fotons pela matéria. Isso significa que, mesmo em condi¢oes em que
o valor da energia total é prescrito, o numero total de fotons presentes no sistema nao precisa
obedecer a qualquer prescricao. Este fato se fez presente no cédlculo da se¢ao anterior no ponto
em que obtivemos o extremo de In P, impondo apenas condicoes sobre a energia total, nao
sobre o nimero total de fétons. No caso de particulas (dtomos), porém, esse nimero total é
também prescrito (dado que dtomos nao sao absorvidos ou emitidos, como sao os fétons) e isso
implica em que o calculo do extremo de In P, feito na secao anterior deva ser modificado de
modo a ter em conta esta prescricao adicional.

A modificacao é na realidade simples. Se o nimero total de a&tomos é N, a nova prescri¢ao
pode ser escrita em termos das ocupacoes médias 7n; das células como



N = Zm (1.4)

que pode ser incluida em (1.3) por meio de um segundo multiplicador de Lagrange o, de modo
que a condi¢ao de extremo passa a ser agora

Um célculo em tudo semelhante ao que foi feito no caso dos fétons leva agora ao resultado

B 1
n;, = W.
Note que a expressao hy; para a energia dos fotons foi substituida por e;, que deve ser entendida
como a energia associada aos atomos na célula i. O valor de « deve ser determinado através de
(1.4), da mesma forma que o de (3 é determinado pela prescrigao (1.1) sobre o valor da energia
total (também com a substituicdo hv; — e;!). Se [ é expresso em termos da temperatura, a
prescricao sobre o nimero total de atomos é levada em conta escolhendo v de modo a satisfazer
a relacao
N L 1.6

B 21: erfer — 1 (16)
Do mesmo modo que, dada a relacao entre In P, e a entropia S, relagoes termodinamicas
gerais foram usadas para relacionar 3 com a temperatura, é possivel relacionar também a com
variaveis termodinamicas. Para isolar a variavel relevante a deve ser escrito em termos de uma
nova quantidade g como o = —p/kT, onde k é a constante de Boltzmann e T é a temperatura.
A quantidade p (que tem dimensoes de energia) corresponde entao ao que se chama o potencial
quimico. Desse modo

_ K
eaze k

1 e
T = — onde portanto z=erl =¢
z

—a
A quantidade z é por sua vez conhecida como fugacidade. A determinacao de « através de
(1.6) determina portanto uma outra quantidade termodinamica, o potencial quimico p, ou,
equivalentemente, a fugacidade z. A ocupagao média das células do espaco de fases n; pode
entao ser escrita em termos do potencial quimico como



Esta tultima expressao revela uma limitacao importante sobre o potencial quimico p: como
n; nao pode ser negativo (qualquer que seja a célula i!), é preciso que e T > 1, o que por sua
vez implica que se deve ter e; > u, para todos os e;. Em outras palavras, o potencial quimico u
deve ser menor que o menor dos e;. Quanto mais ele tiver que se aproximar do menor dos e; na
tentativa de satisfazer a condicao (1.6), mais a ocupagao média das células correspondentes sera
favorecida com relacao as demais. O mecanismo numérico por tras do que se chama condensagao
de Bose-Einstein é, a partir deste ponto de vista, o favorecimento extraordinario da ocupacao
média das células de menor energia quando, para acomodar o ntimero prescrito N de bosons, é
preciso que p se aproxime drasticamente desse limite superior.

1.3 Condensacao de N atomos confinados em uma
armadilha harmonica.

A passagem da ultima secao para o que vem a seguir envolve na realidade um salto temporal
de mais de 70 anos. A continuacao natural do que foi dito até aqui, e que foi efetivamente
implementada por Einstein ao cumprir a promessa feita por ocasiao da publicacao do trabalho
de Bose, consiste em usar energias de particulas livres de massa M, e¢; = p?/2M para com elas
calcular efetivamente uma distribuicao 7n;, tomando o “limite termodinamico” que consiste em
pensar em um nimero muito grande de &tomos em um volume também muito grande, de modo
que a densidade tenha um valor dado. O fato de que hd seis ou sete anos* a condensacao de
Bose-Einstein em um gés rarefeito de Rubidio foi pela primeira vez produzida e observada num
laboratério, estando os dtomos do gas confinados em uma armadilha magnética, reorientou o
interesse para uma situacao fisica diferente: de um “vasto gas” no sentido termodinamico usual
para um conjunto finito de N atomos presos em uma armadilha.

Em 1996 Ketterle e van Druten® estudaram a relagao (1.6) para um sistema formado por N
bosons submetidos a um potencial externo de oscilador harmonico, que representa a “armadilha”
experimental que os mantém sob a mira e poder do experimentador. Esse potencial é tomado
como sendo

V(z,y,2) = &xz + &QZ + &ZQ
2 2 2
nao sendo portanto necessariamente isotrépico, de modo que suas superficies equipotenciais sao
em geral elipsdides mais ou menos alongados e/ou achatados, dependendo dos valores adotados
para as constantes elasticas K, K, e K,. A idéia era verificar como o acimulo de bosons no

4M. H. Anderson, J. R. Ensher, M. R. Matthews et al., Science 296, 198 (1995).
SW. Ketterle e N. J. van Druten, Phys. Rev. A54, 656 (1996)



estado de menor energia depende da forma do potencial confinante, particularmente em casos
em que as equipotenciais sao muito achatadas (“configuragoes bi-dimensionais”) ou muito finas
e compridas (“configuracoes uni-dimensionais”). Mas vamos nos restringir aqui ao caso em que
as trés constantes elasticas sao iguais, K, = K, = K, = K, que corresponde a equipotenciais
esféricas. As energias e; que entram no célculo de (1.6) sdo agora os niveis quanticos de energia
de um boson de massa M nesse potencial de oscilador que, escolhendo a escala de energia de
modo que a energia do primeiro estado seja zero, sao dados pela expressao simples

x z K
€ — € (@), W) () = (nl( ) + nz(»y) + ng )) hw com W=7 (1.7)

onde n!”, n{¥ e n{?

por 27.
A condigao (1.6) assume uma forma mais conveniente re-escrevendo as ocupagoes médias 7;
como

sao inteiros nao negativos, 0,1,2,... e h é a constante de Planck dividida

1 _&i—H _

B e~ kT ze kT

n’L = e;i—H = e;—H = _ & (18>
e Tt —1 1 —e %7 1— ze #®r

onde z = et é a fugacidade. Como a escala de energia foi escolhida de modo que a menor
energia é zero, resulta, em particular, que a ocupagao do estado de menor energia 7y (que neste
caso € unico, por isso nao é preciso dizer ocupacao médial) se exprime simplesmente em termos
da fugacidade z como
z

Nng = 11— Z, (19)
um resultado que vai ser util logo adiante. A expressdo (1.8) pode ainda ser escrita como a
soma de uma série infinita, usando o estratagema de uso freqiiente que é a expressao para a
soma de uma série geométrica

1
1—2z

, <1

R
=0
que dé, usada de tras para diante em (1.8),

e X2 _eiN\J
Z(ze kT)
Jj=0

n; = ze k

3
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Isso pode agora ser levado a condigao (1.6), usando a forma explicita (1.7) para as energias e;.
Com um pouquinho de dlgebra ela fica assim reduzida a
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[e.e] 3 e}

[ee) Zj
N=Yn=Y2 Y e =3 —— g
i j=1 T

n=0 j=1 (1 — e’Jk_>3'

Pode ser 1til apontar alguns dos possiveis meandros e corredeiras desse cdlculo. Em primeiro
lugar, as energias sao, no caso do oscilador tri-dimensional, dadas pela soma de trés termos,
veja (1.7). Levada ao expoente, essa soma déd o produto de trés exponenciais, cada uma com seu
préprio n. A soma sobre 7 é, neste caso a soma sobre todas as ternas possiveis ngx), ngy) e n§Z>.
Isso equivale entao ao produto de trés somas iguais, ou seja, ao cubo de uma delas. E claro que,
de acordo com (1.7), existem muitos estados com a mesma energia, quando esta é um multiplo
inteiro grande de fiw, pois um ntmero inteiro grande pode ser escrito como a soma de outros trés,
nao negativos, de muitas maneiras diferentes, e uma das caracteristicas tteis do procedimento
seguido é que nao foi necessario parar para conta-las, pois a multiplicidade correta resulta
automaticamente da soma tripla que foi efetuada. Finalmente, estamos na realidade fora das
limitagoes associadas ao espago de fases classico usado por Bose, pois estamos somando sobre
estados genuinamente quanticos! Para isso temos, é claro, que confiar na robustez do resultado
obtido através dele para as ocupacoes médias de estados de energia bem definida. E claro que
nos 70 anos transcorridos houve ampla oportunidade para que isso fosse verificado, embora nao
esteja sendo esmiucado aqui.

O resultado do trabalho feito é entao ter a condi¢do (1.6) posta, no caso da armadilha
harmonica, sob a forma

(1.10)

Uma vez fixados N e o potencial da armadilha (este ltimo através da freqiiéncia w do oscilador),
e para um dado valor da temperatura 7', essa relacao pode ser vista como uma equacao para
determiar a fugacidade z (ou, equivalentemente, o potencial quimico u). Essa equagdo nao
pode ser resolvida analiticamente, mas isso nao ¢ um problema maior com os recursos atuais de
calculo numérico, pelo menos para fins praticos. Resultados numéricos tanto para a fugacidade
z como para a fragdo do nimero N de bosons que ocupam o estado de menor energia, 79/N,
sao mostrados como funcao da temperatura no grafico da figura 1.1. A figura contém curvas
para trés valores de N, N = 100, N = 10000 e N = 100000. A relacao entre no/N é dada
pela relagap (1.9). A temperatura estd representada em unidades de uma “temperatura de
referéncia” 70, dependente de N e w, definida como

1
N \3 hw
70 = <—) —. 1.11
¢ 1.202 k (1.11)
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O curioso nimero 1.202... é na realidade a soma da série 372, 1/ 72, incluido na defini¢ao de
T? para que o valor de T//T? abaixo do qual o empilhamento de bosons no estado de menor
energia se instala se aproxime de 1 quando N se torna muito grande.

Como mostrado na figura, a fracdo Ny/N dos bosons que se empilham no estado de menor
energia (note que como o estado de menor energia aqui é 4nico, o nimero N,, na realidade
coincide com o 79, dado em termos da fugacidade pela relagao (1.9) cresce rapidamente quando
T/Ty cai abaixo de 1, especialmente nos casos em que o nimero de particulas é maior. A
temperatura 7, desempenha portanto o papel de uma temperatura de transicao para o empi-
lhamento massigo. O valor da temperatura de transigao pode ser obtido substituindo os valores
das constantes em (1.11), com o resultado

TOITOE

— %48 1071 H2)°K
¢ (1.202) e < v(Hz)

onde v ¢ a fraqiiéncia da armadilha em Hertz. Para um valor “tipico” de 200 Hz, T} é da ordem
de 40 nano-Kelvin para N = 100, 200 nano-Kelvin para N = 10000 e 400 nano-Kelvin para
N = 100000 particulas. Para ter uma ocupacao francamente majoritaria do estado de menor
energia, portanto, é preciso atingir temperaturas substancialmente inferiores a essas!
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Capitulo 2

Descricao e papel das interacoes
entre bosons.

Os bosons tratados até aqui tém a invulgar simplicidade de nao interagirem um com outro. Na
realidade, as interagoes existem (em tltima andalise sdo as mesmas que fazem com que os atomos
se organizem em moléculas, liquidos, cristais, etc.), e o propdsito do que segue é indicar modos
de lidar com os seus efeitos no contexto particular dos condensados atomicos de Bose-Einstein.

A primeira idéia que pode ocorrer é a de que nada do que foi feito até aqui seja relevante, e
por ter sido feito sobre pressupostos por demais irrealisticos. Afinal, gracas as interacoes, o que
existe nao sao gases atomicos ideais, mas moléculas, liquidos, cristais, etc. em que diferentes
atomos, e possivelmente um ntmero enorme deles, estao de varios modos correlacionados entre
si. Os estados de um tal sistema certamente nao sao bem descritos por energias de atomos
individuais, e é preciso inventar entao esquemas melhor adaptados a essas complicacoes reais
para descreve-los. E claro que tudo isso é de certo modo (e de um modo bastante importante)
verdade. Nio ¢, no entanto, toda a verdade. B apenas o lado da verdade segundo a qual
Rubidio a temperaturas proximas do zero absoluto é um soélido, quando, de outro lado, um
gas rarefeito de Rubidio mostrou condensacao de Bose-Einstein em laboratério a essas mesmas
temperaturas. As interagoes aqui podem ter tido (e tiveram, e tém) seus efeitos, mas eles nao
tém muito a ver com os que dominam a cena no caso do solido. Procurando entender os efeitos
das interagoes no gas rarefeito e frio vamos ter mais elementos para fazer uma idéia mais clara
do que pode separar tao bem essas duas verdades.
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2.1 Interacao efetiva.

Os condensados atomicos de Bose-Einstein produzidos em laboratério sao nao apenas sistemas
muito frios mas também sistemas bastante rarefeitos: densidades tipicas sao 104 ou 10*® 4tomos
por centimetro ciibico (compare isso com a densidade padrao de 4gua comum de torneira, cerca
de 3 x 10?2 moléculas por centimetro ciibico). Isso faz com que a distancia média entre dtomos
seja suficientemente grande para que, quando dois deles interagem, a probabilidade de que
um terceiro esteja também por perto, apto a participar da interagao dos dois, seja também
bastante pequena. Como os atomos do condensado sao extraordinariamente frios, a interagao
de dois deles ¢é essencialmente elastica, pois o preco energético das excitagoes disponiveis nao
pode ser pago por eles. Os processos eldsticos conservam energia e momento (ou o pouco disso
que hd), e uma combinagao dessas duas circunstancias (espalhamento eldstico, e quase sempre
espalhamento eldstico de dois atomos) é o que dd ao condensado sua relativa estabilidade. De
fato, a interacdo entre os atomos é rica em estados ligados (estados moleculares diatomicos),
mas para que dois atomos nao ligados passem para um desses estados é preciso que eles se
livrem de parte da energia com a qual iniciam a interacao. O modo mais viavel para que isso
aconteca é a participacao de um terceiro atomo no processo, que fica encarregado de carregar
consigo a energia sobressalente (providenciando, além disso, para que o momento total seja
devidamente conservado). Esse mecanismo, chamado recombinagio de trés corpos, é de fato
um fator limitante para a vida dos condensados, mas ele é inibido pela baixa densidade a ponto
de que a vida dos condensados chega a faixa de varios segundos.

Na medida em que mecanismos de colapso do tipo da recombinagao de trés corpos possam
ser ignorados, o que ha a considerar é portanto a interagao de um par de atomos quase livres, que
antes de iniciar a interacao dispoe para isso de muito pouca energia cinética. Nessas condigoes,
o processo de colisao é extraodinariamente insensivel as particularidades da interacao, e pode
ser muito bem caracterizado através de um unico paramentro diretamente relacionado com a
segao de choque para o espalhamento (eldstico) dos dois dtomos.

Em geral, para um valor dado da energia envolvida na colisao, a secao de choque elastica
do /dS) é uma funcdo possivelmente complicada do angulo de espalhamento, e portanto exige
varios parametros para a sua caracterizacao. No entanto, quando duas particulas interagem
a uma energia muito baixa, no sentido que o comprimento de onda de de Broglie A\ = h/p
(onde p é o momento relativo das particulas) é muito maior que o alcance da interagao entre
elas (e esse é efetivamente o caso para os bosons de um condensado armadilhado) a segao
de choque se torna independente do angulo de espalhamento. Como ela tem dimensoes de
drea, pode ser escrita como do/dQ) = a?, onde a tem dimensoes de comprimento. Devido &
independéncia do angulo de espalhamento, a se¢ao de choque total (integrada sobre os angulos)
¢ dada simplesmente por o = 4ma?. Nestas condicoes, qualquer modificacao da interacao que
preserve o valor de a se torna irrelevante. Isso abre caminho para a substituicao do que possa
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Figura 2.1: Ondas radiais no espalha- ° A
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ser a “interagao real” entre as particulas por qualquer outra (possivelmente mais conveniente
para o uso!) que leve ao mesmo valor de a. O valor de a pode ainda variar ligeiramente
com a energia disponivel para a colisao, e o limite desse valor quando a energia disponivel é
extrapolada para zero é chamado comprimento de espalhamento. No regime de temperaturas
extremamente baixas dos condensados atomicos de Bose-Einstein é possivel ignorar também a
dependeéncia da secao de choque com a energia, restando portanto para caracteriza-la apenas o
comprimento de espalhamento.

Existe porém um problema grave com essa identificacao do comprimento de espalhamento
que precisa ser devidamente considerado. Como a secao de choque é real, a é também real,
mas como a secao de choque é dada em termos de a?, permanece uma ambiguidade no sinal
de a, dado que 4a levam a mesma secao de choque. Esse sinal na realidade tem a ver com
o carater atrativo ou repulsivo da interacao, embora nao seja completamente determinado por
ele. Para ter uma idéia do que acontece, é preciso ter pelo menos uma imagem esquematica do
que acontece em um problema quantico de espalhamento, e para isso a figura 2.1 pode ser 1til.
O movimento relativo de duas particulas livres é representado pela onda mostrada na figura
como uma linha cheia, que pode ser escrita como sen27r/\. Quando existe uma interacao
repulsiva entre as particulas, que age quando as particulas estao préximas (digamos, dentro da
regiao delimitada por ry/A na figura) um observador do espalhamento vé a onda que representa
o movimento relativo das particulas empurrada para fora dessa regiao. No caso da figura, o zero
que estd na origem para a onda que representa o caso sem interac¢ao foi empurrado para ro/\,
o que corresponde a duas “esferas duras” de raio ro/2 cada uma. A onda vista pelo observador
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Figura 2.2: Se a onda livre sen 277/ [ T
¢é puxada para dentro de um potenci- 10 SR
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do por 1 — A, sendo A, 0 mesmo i |
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fora (potencial repulsivo) e dado por f o

Amplitude

Arep . 0 0.5 1
r/A

nesse caso pode ser escrita como sen 27 (r/\ — A,,), usando a notacdo indicada também na
figura. Para uma interacao atrativa, por outro lado, o observador do espalhamento vé a onda
que representa o espalhamento puxada para dentro da regiao de interagao, que pode entao ser
escrita como sen 27 (r/A + A,;) (essa onda foi representada na figura com amplitude 2, isto
é, 2sen27(r/A + Ay); isso foi feito apenas com o intuito de tornar a figura mais clara, note
que esta discussdo tem a ver apenas com a fase das ondas, ndo com a sua amplitude). Note
que o observador nao tem acesso ao que acontece na regiao de interacao, tudo o que ele vé é o
deslocamento A da fase da onda com relagao a situacao correspondente a auséncia de interacao.
O sinal do comprimento de espalhamento resulta, nestes casos, ser contrdrio ao sinal de A, isto
€ positivo num caso como o de A, € negativo num caso como o de Ay.

Mas isto ainda nao é o fim da questao, pois a periodicidade da onda pode pregar (e prega)
algumas pecas. Por exemplo, uma interagao suficientemente atrativa pode puxar a onda para
dentro da regiao de interagao dando-lhe um deslocamento Ay =1-— Apep, com Ay, < 1/2,
como na figura 2.1. O observador do espalhamento vé entao uma onda

sen 27 (r /A + Ag) = sen 27 (1 /A + 1 — Apep) = sen 27 (r/ X — Ayep)

e é levado a crer que a interacao € repulsival Essa situagao é mostrada na figura 2.2, onde aparece
uma das possiveis formas da onda na regido interna ao potencial, /A < ro/A. Os bosons frios
do condensado atomico pensam da mesma forma, e se comportam como se a interacao entre eles
fosse repulsiva. Por outro lado, o comprimento de espalhamento é neste caso também positivo,
que ¢é a sua forma de compartilhar da opiniao do observador e dos bosons frios.

De uma forma geral, o que determina o sinal do comprimento de espalhamento ¢é o sinal
do “deslocamento efetivo” Ay = A + n/2, onde n é o inteiro positivo ou negativo tal que
essa quantidade esteja compreendida no intervalo —1/2 < A < +1/2. O comprimento de
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espalhamento é positivo se Ay for negativo, e vice-versa. Uma diferenca de um ntimero inteiro
em A simplesmente modifica por um multiplo de 27 o argumento do seno e portanto nao
tem nenhum efeito sobre a onda; uma diferenca de um nimero semi-inteiro, por outro lado,
simplesmente troca o sinal da onda, o que também nao tem nenhum efeito porque quantidades
fisicamente relevantes nao dependem da onda, mas do seu quadrado (mais precisamente, do
quadrado do seu médulo, caso ela seja complexa).

Desse modo, a “interagao efetiva” que determina as propriedades do condensado real de
Bose-Einstein depende apenas do comprimento de espalhamento, e é atrativa ou repulsiva
quando ele é negativo ou positivo, respectivamente. E qualquer interacao que corresponda
ao mesmo comprimento de espalhamento sera igualmente boa. Uma classe de potenciais que
satisfaz a esses requisitos pode ser representada por

4d7ha 1 _ (Fl—;g)Q

v 72) = =3 |77

A “intensidade” do potencial é dada pelo primeiro fator, onde a é o comprimento de espalha-
mento. A expressao entre colchetes é uma “forma” escolhida arbitrariamente como sendo uma
gaussiana cuja integral é 1, com uma largura (que corresponde a um “alcance”) b, muito menor
que os comprimentos de onda de de Broglie envolvidos. O que se usa, na realidade, é o limite
dessa classe de potenciais quando b — 0, isto é, quando a gaussiana se torna infinitamente
fina e alta, sempre com integral 1. Nesse caso os bosons (que s@o tratados como particulas
puntiformes) interagem apenas quando estdao no mesmo ponto, e o potencial é chamado um
“potencial de contacto”. A gaussiana-limite é escrita como (7 — 7%5), que é uma fungao (cha-
mada fungao delta de Dirac) que é zero para 7} # 75 e infinita para ; = 75, e isso de modo
que [d®rd(F) = 1. A interacao entre os bosons do condensado é portanto usualmente escrita
em termos do potencial efetivo

4A7ha

U(Fl,FQ) = 6(7?1 _FQ) (21)

que é repulsivo se a > 0 e atrativo se a < 0.

2.2 Papel da interacao entre bosons no condensado.

Em principio, a existéncia de interagao entre os bosons, mesmo no gas atomico rarefeito, faz
com que ele se torne tao intratavel quanto qualquer dos outros sistemas correlacionados de
muitos corpos que garantem a continuidade e sustentacao do trabalho em fisica da matéria
condensada, fisica atomica e fisica nuclear, por exemplo (férmions tém papel central nestas
fisicas, mas isto pode ser visto como um pequeno detalhe técnico, deste ponto de vista). A
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interacao entre bosons faz com que a dinamica de cada um deles nao seja independente da
dinamica dos outros, ao contrario do que acontece no caso do gas livre. Em outras palavras,
o sistema “se correlaciona” dindmicamente, e o tratamento de correlacoes dinamicas® é sempre
uma tarefa complicada, mesmo quando encarado de forma apenas aproximada.

Quando o sistema é bastante rarefeito (cada uma das particulas esta suficientemente sepa-
rada das demais a maior parte do tempo), como acontece no caso dos condensados atomicos de
Bose-Einstein (e também em casos em que ele é apenas efetivamente rarefeito, isto é, cada uma
das particulas tem sua interacao com as demais inibida a maior parte do tempo, como acontece
notadamente com of férmions da fisica nuclear), existe um tipo de aproximacdo o qual, sem
ignorar completamente a interacao entre particulas, ignora no entanto efeitos de correlacao de-
vidos a essa interacao. Esse tipo de tratamento consiste em tratar a dinamica de uma particula
tendo em conta apenas o efeito “médio” de sua interagao com as outras. Este efeito médio se
traduz simplesmente num potencial adicional, ao qual cada uma das paticulas esta sujeita, o
qual depende no entanto do estado das demais. Como o estado de cada uma das particulas que
contribui para esse potencial adicional depende, por sua vez, dele, o que se perde nesse tipo de
tratamento é a linearidade caracteristica das equagoes da mecanica quantica: o potencial que
define a dinamica de cada particula ja depende, ele mesmo, dessa dinamica.

Aproximacoes desse tipo sao conhecidas como aprozimacoes de campo médio, e sao extre-
mamente uteis também em outros ramos da fisica, como os que foram citados acima. E claro
que, por serem cegas as correlacoes dinamicas entre particulas, a utilidade destas aproximacoes
se restringe a aspectos ou propriedades do sistema que nao dependam de modo essencial dessas
correlacoes. Um exemplo do que ndo pode ser tratado em termos tao simples é a modificacao
do mecanismo de condensacao de Bose-Eistein devido a existéncia de interagoes entre os bosons
(isto é, o mecanismo de condensacao em um gas de Bose-Einstein nao ideal). A existéncia de
correlacoes faz com que a imagem simples de muitos bosons se empilhando no estado de menor
energia tenha que ser modificada na medida em que o estado de cada boson nao possa ser
mais pensado como sendo definido independentemente do dos demais. Na realidade, o efeito
das correlagoes dinamicas entre bosons até mesmo sobre quantidades definidas macroscopica-
mente, como a temperatura que demarca a transicao para um regime condensado, é até hoje
um problema em aberto. No entanto, este particular efeito é empiricamente pequeno no caso
dos condensados atomicos rarefeitos, pois as temperaturas de transigao observadas (e postanto
reais!) sdo, dentro da precisdo disponivel, compativeis com os valores calculados para o gés
ideal (v. pag. 12).

LA insisténcia, que pode até parecer desmesurada, em fazer acompanhar ’correlacdes’ do adjetivo ’dinamicas’
nos proximos paragrafos se deve ao fato de que em sistemas de particulas idénticas ha outro tipo de correlacoes
a ter em conta, as quais estara reservado o adjetivo ’cineméticas’, por nao terem elas nada a ver com a interagao
entre particulas, mas apenas com o fato de elas serem idénticas. Essas correlacoes tém extrema relevancia para
a questao dos efeitos de interferéncia em condensados de Bode-Einstein, e serao tratadas no capitulo 3.
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2.2.1 Aproximagao de campo médio gaussiana.

O que vamos procurar montar aqui, e com recursos minimos, € um tipo particularmente simples
de aproximagao de campo médio para o estado de um conjunto rarefeito de N bosons com uma
interagao efetiva descrita pelo potencial de contacto dado por (2.1), a temperatura zero. Nesse
caso nao vale a pena introduzir explicitamente uma temperatura, e depois faze-la tender a
zero, mas € mais simples procurar diretamente o estado de menor energia do sistema de muitos
bosons, que deve servir para aproximar pelo menos algumas propriedades de condensados reais
observados no laboratéorio que nao dependem de correlagoes de modo crucial. Vamos estar
considerando especificamente a energia total e a distribuicao espacial do sistema de muitos
bosons.

Vamos entao supor, dentro do espirito da aproximagao de campo médio, que o estado de
cada um dos N bosons seja descrito por uma fungao de onda ¢(7), de modo que o quadrado
de seu médulo, |¢(7)|?, represente a distribuicao espacial da localizacao desse boson. Entao ¢
natural impor sobre essa funcao a condi¢cao de normalizagao

[arlo@mP =1 (2.2)

que significa, de acordo com as regras da mecanica quantica, que a probabilidade de que o
boson esteja em algum lugar (ndo importando qual!) é 1. Além disso, todos os bosons do
sistema terao, no estado de energia minima, a mesma funcao de onda. Para fazer contacto
com o calculo do gés ideal, feito na se¢ao 1.3, vale a pena observar que ali todos os bosons, na
temperatura zero, terao a funcao de onda correspondente ao estado fundamental do oscilador
harmonico que serve como armadilha. No caso de haver interacao entre bosons, no entanto, a
presenca do potencial médio devido aos outros bosons modifica a funcao de onda.

A energia total do gas pode entao ser escrita como a soma de trés contribuicoes: a primeira é
a energia cinética K dos bosons; a segunda ¢ a energia potencial V,,,,, dos bosons na armadilha;
e a terceira é a energia potencial média de interacao Vi, devida a interagao (2.1) entre os bosons.
Entao

E =K+ Vym + Vine (23)

e, usando as regras normais da mecanica quantica, ¢ possivel escrever cada uma das trés con-
tribui¢oes em termos de ¢(7) como

K= Nﬁ/dgrgb*(??) (?ﬁ) G Virm = N/d?’rcb*(F)%(F)qb(F) ;
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Vi = o [ 17 (7) (V= 1) [ @Yo o) 61,

Nao é dificil entender a estrutura dos dois primeiros termos: no primeiro, o operador hﬁ/z
representa 0 momento de um boson, e no segundo Vj(7) representa o potencial que constitui a
armadilha, de modo que, a menos do fator N, eles representam a energia cinética e a energia
associada ao potencial da armadilha para um boson. Os fatores N tém em conta o fato de que
cada um dos bosons contribui igualmente para a energia total no que se refere a esses dois tipos
de energia. A estrutura de Vjy, por outro lado, pode ser facilmente entendida tendo em vista a
forma de V., e a idéia de potencial médio que faz parte da aproximagao. De fato, o termo entre
colchetes é uma funcao de 7 que tem, aqui, um papel semelhante ao que é desempenhado por
Vo(7) em Vi € a estrutura do que esta dentro dos colchetes mostra que essa funcao representa
um potencial adicional agindo sobre cada um dos bosons e devido a sua interacao com os N — 1
demais. Como cada um dos demais bosons por sua vez estd associado também a funcao de
onda ¢(7”), esse potencial adicional tem a forma de uma média em 7’ do potencial de interagao
v(r,7"), tomada com a distribuicao espacial de cada um dos N — 1 demais bosons. Finalmente,
o fator global 1/2 em Vj, evita a contagem dupla da interagao entre pares de bosons.

O problema de obter uma aproximacao para o estado de menor energia desse sistema se
reduz dessa forma ao de achar a func¢do ¢(7) que torna o valor de £ minimo. A solugao desse
problema pode ser reduzida a resolu¢ao de uma equagao diferencial (que conforme anunciado,
nao ¢é linear), usando técnicas padrao de célculo variacional?, mas vamos nos limitar aqui a um
estratagema mais simples que acaba dando uma boa aproximacao para o problema variacional
de resolver exatamente a aproximacao de campo médio: vamos impor que a funcao de onda
¢(7) seja uma gaussiana com largura [ a ser determinada

1y 2
¢(F)_><\/7_rﬁ> e 7,

2A expressdo (2.3) para a energia em termos da funcdo ¢(7) adquiriu muito recentemente um interesse
adicional: em 16 de dezembro de 2001 apareceu no servidor de preprints de Los Alamos um trabalho de Lieb
e Seiringer (math-ph/0112032 v1) no qual é provado que, no limite em que N — oo e o comprimento de
espalhamento a — 0 com a condicio de que N x 4wh?a/M se mantenha constante, a funcio ¢(¥) que minimiza
essa expressao para a energia dd uma solugao exata para o estado de menor energia do sistema de N bosons.
Isso significa em particular que, nessas condigbes, o que seria uma aproximacao de campo médio é na realidade
a solugao exata. E claro que o limite considerado por Lieb e Seiringer nao é realizavel fisicamente, pois a fungao
¢(7) que minimiza a energia tem uma extensao espacial finita e independente de N, de modo que ele corresponde
a densidades que também tendem para o infinito. No entanto, a demonstracao do teorema pode lancar alguma
luz sobre quao longe do limite exato estao diferentes situagoes experimentalmente realizdveis, e aqui reside,
eventualmente, o seu conteido empirico. (Devo agradecimentos ao Joao Carlos Barata por ter chamado minha
atencao sobre este trabalho e por um par de conversas sobre ele).
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onde o primeiro fator garante a validade da condigao de normalizagao (2.2) qualquer que seja o
valor de 5. Uma vez feita a escolha do potencial V(7) que representa a armadilha, isso permite
calcular as integrais explicitamente, e portanto escrever a energia total £ como uma fungao de
B. O passo final serd entao determinar o valor de # que minimiza a energia E(f3). Isto é o que
se chama a aprorimacao gaussiana ao problema variacional.
Vamos manter para V() a escolha feita na se¢ao 1.3, isto é, um potencial de oscilador

harmonico de freqiiéncia w
Mw?

5 " (2.4)
com o que o calculo da energia total se reduz a algumas integrais gaussianas, levando a um
resultado que pode ser posto sob a forma simples

b 52> (N -1 531

3

Vo(r) —

Vorb 3

onde b = (/h/Mw e a é o comprimento de espalhamento proveniente de (2.1). O objeto
entre colchetes ¢ adimensional, e representa a energia por particula em unidades da energia
de oscilador, hw. O minimo da energia total corresponde, é claro, ao minimo da energia por
particula, quando 3 é variado com todos os outros parametros constantes. Para identificar esse
minimo é conveniente usar apenas as variaveis adimensionais

(2.5)

B (N —1)a E(3)
== = 7/ =77 2.6
e analizar os zeros da derivada
de(x) d [3/1 9 ol 3/1 3y
0= —— |2 (= Ll=—S (= —z) -2
dx dx |4 (x2 e ) + 3 2 (a:?’ ) xt
1 ¥ T . 5
— == ou simplesmente x4+ 2y =2x°. (2.7)

203t 2
Note que para escrever a equacao nesta tltima forma foi feita uma multiplicacao por z*, o que
introduz uma solucao espuria em x = 0 quando v = 0.

A solugao gréfica desta equagao é representada na figura 2.3. O seu lado direito é uma
parabola de quinto grau, repesentada pela curva cheia, enquanto o seu lado esquerdo é uma
reta que encontra o eixo x = 0 no ponto 27, representada na figura para varios valores de 7.
E importante lembrar que o valor do parametro v depende do ntimero de particulas, do com-

primento de espalhamento e do potencial harmonico que representa a armadilha, v. defini¢oes
(2.6).
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Figura 2.3: Solugao gréfica da eq. (2.7). Dos
dois casos representados com valores de v ne-
gativos, o que corresponde a v = —.15 mostra
a existencia de dois extremos, ao passo que o
que corresponde a vy = —.5 ja nao da nenhuma
solugao (real). O caso v = 0 corresponde ao gas
ideal, e neste caso a solucao x = 1 corresponde
ao estado fundamental do oscilador que repre-
senta a armadilha, enquanto a solucao z = 0 é
espuria, resultando da multiplicacao por z* feita
para chegar a eq. (2.7).

Quando o comprimento de espalhamento é positivo (i.e., a interagado entre bosons é efe-
tivamente repulsiva) existe uma tnica interse¢io das duas curvas em um valor x > 1 que
corresponde a um minimo de €(z), pois e(x > 0) é sempoe positiva e se torna muito grande
quando x — 0 e quando r — oo. O fato de que o minimo corresponde a um valor z > 1
significa que 3 > b, ou seja, a funcao de onda gaussiana que minimiza a energia é mais larga
que a que representa o estado fundamental da armadilha. Isto é um efeito do potencial médio
adicional visto por cada boson, que é neste caso também repulsivo.

Quando, porém, o comprimento de espalhamento é negativo (a interagao entre bosons é
efetivamente atrativa, e v < 0), o eixo x = 0 é interceptado pela reta que representa o lado
esquerdo da equac¢ao em um ponto de ordenada também negativa, o que leva inicialmente a duas
solucoes, ambas com x compreendido entre 0 e 1, para a condigao de derivada nula. A medida
que 7 se torna mais negativo, as duas solucgoes se aproximam uma da outra, se juntam para um
determinado valor de «y e em seguida desaparecem (como nimeros reais, pelo menos). Quando
v < 0 a energia por particula e(x > 0) cresce para z — oo mas decresce para —oo quando
x — 0, pois o termo negativo /2 finalmente domina o termo positivo 3/42? nesse limite. Isso
permite concluir que a menor das raizes corresponde a um maximo, ao passo que a maior ¢ um
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minimo. A medida que 7y se torna mais negativo, o maximo e o minimo se aproximam até que
ambos desaparegam, e €(x > 0) passe a ter um comportamento monotonicamente crescente (v.
figura 2.4).

A interpretacao desses resultados em termos das propriedades dos condensados é a de que
condensados de atomos que interagem entre si de forma efetivamente repulsiva sao estaveis
e adquirem numa armadilha dimensoes espaciais maiores que a que corresponde ao estado
fundamental da armadilha. J&4 quando a interacao entre os atomos é efetivamente atrativa,
a energia por particula e(x) sempre se aproxima de —oo quando z — 0. Isso significa que a
energia diminui a medida que o sistema se torna mais e mais denso. Em outras palavras, o
sistema sofre colapso atrativo quando a densidade é suficientemente grande. No entanto, para
valores ndo muito negativos de y (o que, para um dado valor do comprimento de espalhamento e
para uma dada armadilha, pode ser conseguido limitando suficientemente o niimero de dtomos)
¢(x) tem um minimo com z < 1, e portanto com 3 < b, a gaussiana associada ao estado
correspondente do condensado sendo mais estreita que o estado fundamental da armadilha.
Esse minimo é separado da regiao de colapso por uma “barreira” o que garante uma situacao
de metaestabilidade para o sistema de bosons. A medida que N aumenta, v se torna mais
negativo, o efeito protetor da barreira diminui levando finalmente ao colapso do sistema. Todas
essas propriedades foram efetivamente observadas no caso de condensados atémicos de “Li, para
o qual a ~ —1.5 nm. Nas condicoes experimentais utilizadas, o nimero maximo de atomos que
pode ser acumulado sem que o sistema colapse é da ordem de alguns milhares?.

2.2.2 Limite e aproximacao de Thomas-Fermi.

Os valores de 7 realizdveis no caso de interagoes efetivamente repulsivas chegam facilmente a
valores apreciavelmente maiores que 1. Nestas condigoes, o termo da energia total (2.3) que
representa a energia cinética se torna pequeno em comparacao com a soma dos outros dois,
e em vez de simplificar o problema variacional impondo uma forma gaussiana a func¢ao ¢(7),
pode-se recorrer a aproximacao alternativa de ignorar o termo referente a energia cinética na
expressao para a energia total. E claro que os resultados desta aproximacao alternativa sao tao

melhores quanto melhor estiver satisfeita a condicao

K << ‘/arm + ‘/int-

Situacoes desse tipo pertencem ao que é chamado o “limite de Thomas-Fermi”, e a funcao,
normalizada segundo a condigao (2.2), que minimiza a energia aproximada

3C. A. Sackett, C. C. Bradley, M. Welling e R. G. Hulet, Appl. Phys. B65,433 (1997); J. M. Jerton, D.
Strekalov, I. Prodan e R. G. Hulet, Nature 408, 692 (2000).
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Figura 2.4: Energia adimensional i e o
por particula e(z) para os dois va- j P
lores negativos de v incluidos na 2 ol |
figura 2.3. O minimo metaestavel ? ‘ ’
aparece no caso em que y = —.15, |

., ~ ,‘ / ----y=-.15

enquanto no caso 7y = -5 Ja nao |
! |

|

I

]

I

|

| —— - y=-5

hé “barreira” para inibir o colap-
so atrativo. 4

4rh?*a N?
E 2 Vi Vi = N[ drlo(7)PVo(7) + 52 [ drlo()]!

corresponde a chamada “aproximacao de Thomas-Fermi” para o estado de menor energia do
sistema de muitos bosons. Nesta expressao aproximada para a energia o fator N(N —1) de Viy
foi substituido simplesmente por N2, o que nao tem maior gravidade em casos tipicos nos quais
N é da ordem de 10° 4tomos, e o potencial efetivo de interaciao v (7, 7”) foi substituido por sua
forma usual (2.1).
Uma simplificacao importante conseguida descartando a contribuicao da energia cinética é
a de que o problema variacional nao leva mais a uma equacao diferencial, mas a uma simples
equagao algébrica. A determinacao da fungao ¢(7) (que pode ser tomada como sendo real) que
minimiza a expressao aproximada para E pode ser feita a partir da condigao
3 o N? drh’a 4 9
3 [ |t + o 0 = N =0 (25)

onde o simbolo § indica o termo linear em d¢(7) da integral sobre 7 quando a funcdo ¢(7) sofre

uma variagao
O(7) — o(7) + 0(7).

O tltimo termo em (2.8) da conta da condigao de normalizagao através de um multiplicador de
Lagrange, escrito por conveniéncia como Npu. A fungao que minimiza a energia na aproximacao

de Thomas-Fermi deve portanto satisfazer a condig¢ao
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N/f[ oY) + N w>—umﬂ5wﬁ=o

quanquer que seja a variagao 0¢(7) efetuada sobre a fungao ¢(7). Isso sé é possivel se a funcao
entre colchetes for identicamente nula, isto é

dAh%a

o) |Vitr) — s+ NI Lo o

Portanto as possiveis solucoes sao

No(7)? = % ou ¢ =0.

M

A quantidade N¢(7)? representa a densidade de particulas em 7, e deve portanto ser positiva.
Desse modo, a primeira solugao é valida em todos os pontos em que pu > Vy(7). Nos demais
pontos a unica solugao possivel é a segunda, nula. O valor do multiplicador de Lagrange u (que
resulta ser o potencial quimico) é determinado através da condi¢ao de normalizagao (2.2), que
agora pode ser escrita como

/ d37” n— ‘/26(7_”) N,

w>Vo(7) 47rh

onde a integragao é estendida a toda a regiao em que p > V4(7). No caso da armadilha
harmonica (2.4) a densidade de particulas tem uma forma de sino, que difere do resultado da
aproximacgao gaussiana notadamente pelo corte abrupto nos pontos em que Vo(7) = u. Esta
caracteristica das densidades obtidas através da aproximacao de Thomas-Fermi resulta de ter
sido ignorada a energia cinética. Como esta ¢ sempre positiva e envolve o laplaciano da fungao
¢(7), tem a tendéncia de suavizar as curvaturas da distribuigao de densidades.
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Capitulo 3

Ondas de matéria e os condensados.

Na pégina do grupo de W. Ketterle sobre “gases alcalinos quanticos no MIT” a mecanica
quantica é apresentada para leigos como “um modo de descrever as leis do universo pensando
tudo como ondas”!. Curiosamente, este enfoque estd na mais completa contra-mao daquele que
levou, em primeiro lugar, a idéia dos condensados de Bose-Einstein que, como visto no capitulo
1, foi considerar a luz (entao associada a solugoes ondulatérias das equagdes de Maxwell) como
particulas, ou “quanta de luz”. Este outro enfoque foi desenvolvido por de Broglie e Schrodin-
ger, se relaciona diretamente com os fenomenos de interferéncia de “ondas de matéria” (hoje
associados, por exemplo, as bem conhecidas técnicas de difragao de neutrons, eléctrons, etc.)
e ¢ tido geralmente como algo mais palatavel que os métodos algébricos desenvolvidos pouco
antes por Heisenberg?. Dentro do ponto de vista ondulatério, o ingrediente basico através do
qual aparecem os fenomenos de interferéncia na mecanica quantica é a descricao do estado de
uma particula quantica através de uma onda (em geral complexa) e a possibilidade de rea-
lizar estados cuja representacao é dada como a superposi¢ao (no sentido de soma) de vérias
ondas, cuja “intensidade” (relacionada com o quadrado do médulo da soma) representa uma
distribuicao de probabilidade de coisas diretamente observaveis, como a posicao da particula.
Isso é talvez melhor explicado através de um exemplo simples: o estado de uma particula
livre (por simplicidade em uma dimensao apenas) com momento p = hk (h tem dimensoes
de momento vezes comprimento, de modo que k tem dimensdes de inverso de comprimento) é
representado pela onda plana (que é, no caso, o que se chama func¢ao de onda da particula)

thttp : //cua.mit.edu/ketterle_group/Introduction_to BEC /htm

2Essas formulagoes e contra-formulacoes aparentemente desencontradas e conflitantes estdo na realidade
associadas com o fato de o comportamento quantico tanto da luz como do que chamamos particulas é tal que
nao é possivel declarar qualquer uma das duas classes de objetos como sendo ondas ou corpusculos. V. e.g. a
primeira aula do terceiro volume das The Feynman Lectures on Physics, Addison-Wesley 1965.
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Gyl) = Ac

onde A é uma constante, de modo que o quadrado de seu médulo |@,(z)|* = |A]? é independente
de z. Isso significa que é igualmente provavel encontrar a particula que esta nesse estado em
qualquer posicao x. Isso é muitas vezes expresso dizendo que nesse estado a particula estd
“completamente deslocalizada”.

Em seguida, usando a possibilidade de superpor estados (ou fungées de onda) para criar
novos estados (ou novas fungoes de onda) o estado da particula pode tomado como sendo
dado pela superposigao (isto é, a soma) de dois estados com momentos diferentes, p; = hk; e
P2 = hksg, isto é, algo como a funcao de onda com duas componentes

Gpy () = A’ (eiklx + eik2x> (3.1)

onde A’ é tambem uma constante. Note que esse é o estado de uma unica particula. O quadrado
do médulo desse estado mais complicado é

(k?l — k?Q)Z’
2

e ja nao ¢é independente de z, significando que serd mais provavel encontrar a particula em

algumas posi¢oes (no caso, nas vizinhangas dos pontos x = 2nw/|ky — ka| com n inteiro, em

que o cosseno quadrado é méximo) e menos provavel encontra-la em outras (nas vizinhangas de

x = (2n+1)7/|k1 — k2|, em que o cosseno quadrado é minimo). A distancia entre dois maximos

ou dois minimos consecutivos é

| Dy po (a:)\2 = ]A']Q [2 4 2cos(k; — ko)x] = 4]A’]2 cos? (3.2)

2 . 21h (deBr)
’kl —sz |p1 — P2

‘_Apa

que é o comprimento de onda de de Broglie associado a diferenga dos dois momentos. A
dependéncia de x resultou dos termos cruzados ao se tomar o quadrado do mdédulo da soma,
também chamados “termos de interferéncia”. Como os dois termos da soma sao componentes
do estado (ou da fungao de onda) da mesma e tnica particula, essa interferéncia é algumas vezes
descrita como sendo “da particula consigo mesma”. Esse tipo de interferéncia é absolutamente
geral e corriqueiro na vida de uma particula quantica, e decorre da prépria formulagao da
teoria, quando permite a superposicao (soma) de estados que funcionam como amplitudes,
cujos modulos quadrados é que se relacionam com o que é afinal observado. Isto é, por certo,
extremamente peculiar em termos de qualquer tipo de “intuicao classica”, ou “senso comum”.
Ja no ultimo exemplo, o momento da particula nao tem um valor definido, sendo p; e também
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P2, uma situacao que produz avalanches de pensamento levando a idéias como a do gato de
Schrodinger, por exemplo.

Finalmente, vale enfatizar que o que é predito pela teoria quantica nos exemplos precedentes
é apenas a probabilidade de que a particula seja encontrada em diferentes posi¢oes. A forma
(ideal) de verificar essa predicao é efetuar medidas de posigdo em um nimero muito grande
de réplicas iguais do sistema (no caso, de uma sé particula, mas no estado apropriado) e em
seguida verificar se o comportamento estatistico dos resultados se conforma com a predicao.
Portanto, a possibilidade pratica de verificar a predicao depende da possibilidade pratica de
efetivamente poder reproduzir o sistema em ntmero em com fidelidade suficientes.

3.1 Tipos de interferéncia com muitos bosons idénticos.

Do caso mais simples de uma unica particula, passamos agora ao caso mais interessante de
varios bosons idénticos. Os bosons de interesse aqui sao atomos bosonicos, isto é atomos cujo
momento angular quantico total (em unidades de k) é inteiro. Os exemplos mais utilizados
experimentalmente sao os dtomos de metais alcalinos, notadamente “Li, »*Na e 8Rb. O que
pode tornar o momento angular total do a&tomo um nimero semi-inteiro é o spin semi-inteiro
(1/2) dos férmions que os constituem, prétons, neutrons e eléctrons. Os “nimeros de massa”’
indicados nos atomos citados correspondem ao numero de nucleons nticleo (nimero de prétons
mais numero de neutrons). Nos trés casos esse numero é impar, o que diz que o momento
angular total do ntcleo é semi-inteiro. O nimero de protons para esses atomos é no entanto
respectivamente 3, 11 e 37, e para que o atomo seja neutro é preciso que ele contenha um
nimero igual (e portanto também fmpar nos trés casos) de eléctrons. Cada um dos tés dtomos
contém, portanto, um nimero par de férmions de spin 1/2 (protons, neutrons e eléctrons sendo
contados), o que faz com que, embora montado de partes semi-inteiras, o momento angular
total atomico seja inteiro. Isso é suficiente para que eles tenham um cardter bosonico. Além
disso, sempre que em condigoes tais que nao haja energia suficiente para mexer com a dinamica
interna dos dtomos (como efetivamente ocorre nos condensados atomicos), os dtomos podem
ser tratados como bosons “elementares”.

Em termos de fungoes de onda, o que caracteriza um conjunto de bosons idénticos é o fato de
que a funcao de onda que representa qualquer estado accessivel ao conjunto deve ser simétrica
em todos os bosons. Isto significa que uma permutacao qualquer de varidveis que se referem
a diferentes bosons nao pode alterar o valor da fungao de onda. Como serd discutido mais
adiante, esta condicao em geral implica na existéncia de correlagoes entre os bosons mesmo que
eles nao interajam entre si. Como as correlagoes entre bosons devida a interacoes entre eles
foram chamadas “correlacoes dinamicas”, é conveniente distinguir este outro tipo de correlagoes,
proveniente inicamente da condicao geral de simetria, como “correlagoes cinematicas”.
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Passamos entao a considerar especificamente as formas mais simples de representar os esta-
dos de condensados atomicos, com o intuito de poder entender algo a respeito de superposicoes
e efeitos de interferéncia neste caso. A imagem mais simples que se pode fazer de um consensa-
do atomico de Bose-Einstein “puro”, isto ¢, bem descrito numa aproximagao de campo médio
e a temperatura zero (em termos praticos, isto significa a uma temperatura muito menor que
a temperatura T definida em (1.11), por exemplo) é a de que todas as particulas (no caso, os
atomos bosonicos) tem seu estado descrito por uma mesma fungdo de onda ¢(7). Uma dife-
renga importante com a situagao anterior é que agora existe nao apenas uma particula, mas um
grande numero delas. Isso significa, entre outras coisas, que ha muito mais coisas (por exemplo,
posicoes de particulas) que podem ser observadas em uma unica cépia do sistema.

O estado do condensado puro, com o estado de cada um dos N bosons descrito pela mesma,
fungao de onda ¢(7) é descrito por uma func¢ao de onda dependente de N posigoes, que é dada
pelo produto das fungoes de onda de cada um dos bosons. Chamando ®(77, ..., 7y) essa grande
funcao de onda, ela se escreve entao como

O(r, ..., TN) = UQS(FJ) (3.3)

Para ter uma idéia de que esta é a precricao correta pode-se notar, em primeiro lugar, que ela
¢ simétrica como devido, pois uma premutacao qualquer dos 7; nao tem qualquer efeito sobre
O(71, ..., 7n). Além disso, o quadrado do médulo dessa grande func¢ao de onda é

N
(7, ) = T o ()1
j=1

e essa funcao de N posigoes deve corresponder a distribuicao conjunta de probabilidade de
localizagao dos bosons em 77,...,7y. Mas cada um dos fatores |¢(7;)|* dd a distribui¢ao de
probabilidade que descreve a posi¢ao de um boson em 7, de modo que a distribuicao conjunta
é dada neste caso como o produto de N distribuicoes de um boson. Essa forma da distribuicao
conjunta significa que as distribuicoes de um boson que a constituem sao na realidade inde-
pendentes, isto é, nao ha correlagoes de qualquer tipo entre os bosons de um condensado puro
descrito por uma func¢do de onda do tipo (3.3). A condi¢do de normalizagao (2.2) sobre ¢(7)
garante a normalizacao tanto da distribuicao de probabilidade associada a cada boson como a
distribuicao de probabilidade conjunta.

Sem considerar, por enquanto, os aspectos praticos da questao, podemos agora supor que
a fungao de onda ¢(7) comum a cada um dos bosons do condensado puro seja manipulada
de modo que se transforme na superposigao (no sentido de soma) de duas outras fungoes de
onda, exatamente como foi feito no caso de uma unica particula na secao anterior. Uma das
superposicoes interessantes é a que é representada por
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o(7) — A'() (1+€*7) (3.4)

onde A’ é uma constante que garante a normalizacao da nova funcao de onda de um boson. O
fator entre parénteses nada mais é que uma versao tri-dimensional da funcao de onda com dois
momentos (3.1), e a superposicao escrita em (3.4) pode ser interpretada como uma superposi¢ao
da fungao de onda original ¢(7), que tem momento médio zero, com qb(f‘)e“zf, que corresponde a
ela mesma animada de um momento médio agora nao nulo, dado por hk. A nova grande funcao
de onde de condensado puro é entdo escrita exatamente como em (3.3), mas substituindo as
fungdes de onda ¢(7) de acordo com a ultima expressdo. A distribuigdo de probabilidade
conjunta serda novamente o produto de N distribui¢oes, uma para cada um dos bosons, cada
uma das quais é agora dada por
. k-
A7) (1+€*7))| = 4 AP|o(P)* cos® = (3.5)
que consiste da distribui¢do espacial associada ao quadrado do médulo de ¢(7) modificada
por um fator que contém efeitos de interferéncia, com linhas de méaximos perpendiculares ao
momento ik que distam cada um do seguinte do comprimento de onda de de Broglie associada
a esse momento. Portanto, se a modificacao afeta igualmente as fungoes de onda de cada um
dos bosons, o condensado como um todo mostrara efeitos de interferéncia desse mesmo tipo.
Como o mecanismo que produz a interferéncia nao depende essencialmente de que o condensado
contenha um grande nimero de particulas é conveniente rotuld-lo como interferéncia de uma
particula, ou interferéncia de um corpo.

Esse tipo de interferéncia nada mais é, portanto que uma reiteracao, para cada um dos
N bosons idénticos do condensado puro, do que ja foi discutido para o caso de uma unica
particula. Caso um estado deste tipo possa efetivamente ser realizado com N suficientemente
grande, a verificagdo da predigdo estatistica da teoria quéantica pode ser feita (idealmente)
medindo a posicao de cada um dos bosons em uma unica copia do condensado puro. Em outras
palavras, a densidade de particulas no condensado puro deve ser modulada da forma prescrita
pela dirtribui¢do de probabilidade associada a um boson, (3.5).

Este nao é,no entanto, o inico tipo de interferéncia que se pode ter em um sistema de muitos
bosons. Mesmo dentro dos limites de uma descricao de campo médio, existem efeitos ligados as
correlagoes cinematicas associadas a exigéncia de simetria da grande fungao de onda, sempre
que os bosons possam ocupar diferentes estados de uma particula.

Para expor o mecanismo basico deste outro tipo de interferéncia, é conveniente retroceder
por um momento para o caso N = 2, isto ¢, dois bosons idénticos, apenas, ocupando estados de
uma particula diferentes. Além disso, para evitar complicacoes técnicas, é conveniente tomar
esses estados como sendo dois estados de momento bem definido, e em uma tnica dimensao

=
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(bpl (SL’) = Aleiklm e ¢p2 (I) = A2eikzm‘
Se a grande func¢ao de onda correspondente é escrita simplesmente na forma (3.3), isto é

P (21, 22) = Ay Agelirgther

ela deixa de satisfazer a condigao de simetria, porque desse modo ®,(x1,x2) # Pps(xe, 7).
Para garantir que essa condicao esteja satisfeita é preciso agora escrever a grande funcao de
onda como

A1 A
V2

Esta forma difere da anterior por ter sido explicitamente simetrizada nas varidveis dos dois
bosons, com o fator adicional de 1/ V/2 para preservar a normalizacdo de O (x1,29), que agora
¢é dada como a soma de dois termos. A simetrizagao é necesséaria neste caso porque os bosons
ocupam estados diferentes, e a simetrizacao garante a perfeita identidade deles, no sentido que
torna impossivel identifica-los em termos do estado de uma particula que ocupam.

Cabe entao calcular a distribuicao conjunta de probabilidade para os dois bosons neste
estado. Um célculo simples mostra que ela é dada por

@(Il, x2> — (elklxl elk‘gl’g + elklxzelkgl‘l)

2 - J—
‘@(x17x2)|2:4%0()s2 (ks k:2)2(x1 vs)

Esse resultado tem uma certa semelhanga com o que aparece na equagao (3.2), mas enquanto
ali a distribuicao de probabilidade para wma particula depende de sua posicao x, aqui é a
distribuicao conjunta de probabilidade para os dois bosons que depende de sua posi¢cao relativa
(x1 — x2). A distribuigao de probabilidade para um tnico boson pode ser obtida, neste caso,
a partir da distribuicao conjunta fixando uma das varidveis em x e integrando sobre todos os
valores da outra variavel (digamos x5, embora nao importe qual devido a simetria do estado).
O resultado é independente de x, portanto cada um dos bosons, tomado individualmente, esta
completamente deslocalizado! No entanto a simetrizacao introduz correlacoes tais entre as
posicoes de ambos que a probabilidade conjunta mostra agora maximos e minimos na distancia
relativa entre eles. Novamente a separagao entre maximos e minimos consecutivos é dada pelo
comprimento de onda de de Broglie, associado agora ao momento relativo |k; — ko| entre os
estados ocupados pelos bosons. O significado desses resultados é o seguinte: uma medida
de posicao de um dos bosons apenas tem probabilidades iguais de fornecer qualquer valor,
digamos z;. Uma vez obtido esse valor, no entanto, a probabilidade de que o segundo boson
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seja encontrado em x5 depende da distancia desse ponto ao valor x; obtido para o primeiro boson
conforme prescito pela probabilidade conjunta. As correlagoes (que neste caso sao apenas as
correlagbes cinemadticas) tornam nao independentes as distribuigoes de cada boson, considerado
individualmente.

Novamente aqui, a forma ideal de verificar essa predicao estatistica da teoria quantica en-
volve efetuar medidas das duas posi¢oes em um nimero muito grande de réplicas iguais do
sistema de dois bosons, e em seguida verificar se o comportamento estatistico dos resultados
corresponde ao previsto.

Resta agora ver as implicagoes disso para situagoes envolvendo condensados atémicos com
muitos bosons. A situacao que mais se aproxima do caso simples de apenas dois bosons, envolve
dois condensados puros (no sentido que em cada um deles todos os bosons vivem na mesma
fungao de onda de uma particula), espacialmente superpostos, cada um contendo N/2 bosons,
e produzidos de forma tal que a funcao de onda ocupada em um deles difira da que é ocupada
no outro por um momento relativo hk. Mais especificamente, chamando uma dessas fungoes
de onda de um boson de ¢(7), a outra sera ¢(7)e’*”. Deixando, por simplicidade, de escrever
explicitamente constantes de normalizacao, a versao nao simetrizada da grande funcao de onda
para os dois condensados sera

N/2

N 7o
(I)nS(Fb'"7FN/27FN/2+1,--.,FN) = Hgb(f}) H qb(,,:'l)ezlm"l.
Jj=1 I=N/2+1

Esta grande funcao de onda nao é no entanto aceitavel, por nao ser completamente simétrica
com relagao a permutacoes das variaveis dos bosons, e é portanto preciso substitui-la pela sua
forma simetrizada, como no caso de apenas dois bosons. O nimero de permutacoes distintas
que é necessario levar em conta para isso é dado por N!/[(N/2)!(N/2)!], que se reduz de fato a
2 no caso N = 2, mas que aqui é supostamente um nimero enorme®. Como a grande funcao
de onda simetrizada nao pode ser escrita explicitamente, vamos representa-la simbolicamente
como

N/2 N L
J=1 I=N/2+1

onde S representa o processo de simetrizagao e normalizagao. O que resulta disso é uma grande
funcao de onda com correlagoes cinematicas complicadas. Essas correlagoes foram explicitadas

3Esse ntmero é o ntimero de permutacdes das N posicdes, dividido pelo ntimero de permutacdes dentro de
cada um dos grupos de N/2 bosons que tém a mesma fungao de onda, os quais que ja sdo simétricos de partida.
Ele vale 6 para N=4, 36 para N=10, etc.
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em um caso unidimensional por Javanainen e Yoo em 1996%. As expressoes resultantes nao
sdo esclarecedoras em si mesmas, mas mostram qualitativamente que i) cada um dos bosons,
considerado individualmente, é completamente deslocalizado, como no caso de dois bosons
apenas; ii) dada a posi¢do de um primeiro boson, a distribuicao de um segundo boson depende
da posigao obtida para o primeiro; iii) esse resultado se estende para mais bosons de modo que
a distribuigdo do m-ésimo boson depende das posigoes dos (m — 1) anteriores. Uma simulagao
numérica da medida de posicao de todos os bosons do condensado duplo (com N = 1000),
feita também por Javanainen e Yoo tendo na devida conta as correlagoes cinematicas, leva a
uma distribuigao de posi¢oes com maximos e minimos consecutivos separados pelo comprimento
de onda de de Broglie associado ao momento relativo entre as duas funcoes de onda de uma
particula, como no caso de dois bosons apenas, e também como no caso da interferéncia de
um corpo! Aqui também a medida da posicao de todos os muitos bosons do condensado duplo
dispencga a replicagao multipla do sistema para obter os efeitos da distribuicao conjunta.

Uma caracteristica adicional importante deste tipo de sistema é a de que a posicao dos
méaximos e minimos varia aleatoriamente de uma simulagdo para outra (e portanto, suposta-
mente deve variar também de uma para outra réplica do sistema)®. Em outras palavras, o que se
obtém ¢ sempre uma distribuicao de pontos com densidade oscilatéria, com periodo de oscilagao
dado pelo comprimento de onda de de Broglie, mas com uma fase que é “a priori” aleatoria.
A razao para isso pode ser vista na deslocalizacao completa dos bosons, quando considerados
individualmente. Devido a essa deslocalizacao, a posicao do primeiro boson em uma dada si-
mulacao pode ser qualquer, e com a mesma probabilidade. As posi¢oes seguintes (e ja a aprtir
da segunda), no entanto, sdo condicionadas pelas que foram obtidas anteriormente. A fase das
oscilacoes é gerada pelas correlacoes cinematicas a partir de uma posicao inicial determinada a
partir de uma distribuicao de probabilidades uniforme, donde o seu carater aleatorio.

O que se pode depreender desse resultados é que a distingao entre este tipo de interferéncia
“de muitos corpos” e o tipo, visitado anteriormente, de interferéncia de um corpo, nao pode ser
feita unicamente em termos da distribuicao observada de méaximos e minimos nos dois casos.
Em termos tedricos, existe a diferenca importante que a posicao de um boson, considerado
individualmente, é condicionada no caso da interferéncia de um corpo, mas nao no caso da de
muitos corpos. Essa diferenca, no entanto, parece nao poder ser imediatamente traduzida em
termos de algum critério experimental simples.

4J. Javanainen e S. M. Yoo, Phys. Rev. Lett. 76, 161 (1996).

®Pode-se conseguir um deslocamente da figura de interferéncia de um corpo resultante de (3.4) simplesmente
alterando a fase relativa dos dois termos do lado direito dessa relagdo. Uma alteracao correspondente em ¢, (z)
e/ou ¢p, (), no caso da interferéncia associada a correlagdes cinemdticas, ndo produz porém qualquer efeito nas
probabilidades conjuntas e portanto taopouco na distribuicao de uma particula que resulta delas.
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3.2 Alguns resultados experimentais.

Os resultados experimentais relativos a fenomenos de interferéncia em condensados atomicos
de Bose-Einstein sao numerosissimos e ainda em processo de franco crescimento, sobretudo
a partir do fato de que tais fenomenos estao fortemente ligados a duas utopias técnicas - o
“laser de atomos” e o “computador quantico” - e a partir do momento em que elas ja nao
sao consideradas como puramente utopicas. Como nao cabe aqui sequer menciona-los todos, o
que segue é apenas uma pequena selecao de casos para os quais as idéias discutidas até aqui
parecem ser relevantes. Em cada caso, o texto é apenas um guia para interpretar o conteido
dos trabalhos citados, e referéncias sao feitas a figuras e equagoes que aparecem neles.

1) M. Kozuma et al., Phys. Rev. Lett. 82, 871 (1999);
J. E. Simsarian et al., Phys. Rev. Lett. 85, 2040 (2000).

O primeiro desses dois trabalhos tem um carater de certa forma instrumental para o segundo.
A figura 1 deste trabalho é 1til para esclarecer o que é chamado interferéncia de Bragg de
ordem n: existem dois lasers estimuladores, com freqiiéncias w e w’ < w respectivamente,
ed = w—w. Os feixes fazem entre si um angulo @, préximo de 180°, como mostrado na
figura 1(a). Quando um féton de freqiiéncia w é absorvido e em seguida é emitido um féton
de freqiiéncia w’, o sistema que faz isso (digamos, um dtomo) ganha energia hd e momento
(h/c)(w+w')sen0/2 ~ 2(h/c)d sen@/2. A condigcdo de Bragg de ordem n esté satisfeita quando
a energia recebida em n etapas desse tipo coincide com a energia cinética do atomo associada
ao momento recebido nas mesmas n etapas, isto é

2
nhd = L com P, = 2né5 senf/2
2M c

Nessas condigoes, tudo se passa como se o estado inicial de momento do dtomo (digamos, de
momento zero, ¢g) estivesse acoplado com o estado cujo momento coincide com o da condigao
de Bragg que esteja satisfeita, ¢p, . Esse acoplamento faz com que o estado inicial se transforma
gradualmente no outro, e vice versa, de acorde com as eq uagoes de movimento quanticas efetivas

iha(t) = Gub(t); ihb(t) = Gra(t) (3.6)

onde GG, é um acoplamento efetivo entre os dois estados e onde o estado do atomo dependente
do tempo foi tomado como tendo sido representado como

o(t) = a(t)po + b(t)pp,, com a(0) =1, b(0)=0.

A solugao das equagoes (3.6) com a condigao inicial dada é simplesmente
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a(t) = cos <%> : b(t) = —isen <G7:Zt)

(note que |a(t)|*> + |b(t)]* = 1), de modo que o estado de momento zero e o de momento
P, ficam se transformando um no outro enquanto os lasers estimuladores estiverem ativos.
Interrompendo a sua atividade em um tempo ¢, tal que Gyt,,/h = 7/4 o estado resultante do
suposto atomo sera

o(t) = j§ (60— idp)

que é um estado do tipo considerado em (3.4). Para decidir se o que se consegue dessa forma
corresponde a interferéncia de um corpo, ou a algo parecido com a interferéncia devida a corre-
lagoes cinematicas € preciso decidir se, nas condi¢oes experimentais, esse tipo de transformacao
afeta o estado de todos os bosons simultaneamente ou se afeta apenas uma parte deles!

Outros trabalhos relacionados com estes: J. Denschlag et al, Science 287, 97 (2000); M.
Kozuma et al., Science 286, 2309 (1999).

2) M. R. Andrews et al., Science 275, 637 (1997).

Este é um trabalho muito famoso no qual figuras de interferéncia entre as duas partes de
um condensado, depois de ele ter sido cortado em duas partes por uma “faca éptica” e de as
duas partes terem se expandido até que se superpusessem novamente (v. figura 4 do trabalho).
Provavelmente o caso mais claro de interferéncia de muitos corpos? Na regiao de superposicao
em que é observada a interferéncia os dtomos de cada uma das partes em que o condensado
foi cortado se expandem a partir de centros diferentes, e portanto adquirem momentos quase
opostos. Mas é preciso pensar em cada atomo como estando em uma ou outra das duas
metades. Interferéncia de um corpo corresponderia a todos os atomos estarem completamente
deslocalizados na extensao total das duas partes! (Isso ndo € impossivel, em principio, segundo
os esquemas de teoria quantica).

3) B. P. Anderson e M. A. Kasevich, Science 282, 1686 (1998).

Um caso intrigante de interferéncia dos vazamentos em queda livre de varios pedacos de um
condensado inicial cortado em fatias finas. Interferéncia de um corpo em se tratando de uma
caso de deslocalizagao completa cobrindo agora um grande nimero (o trabalho diz cerca de 30)
pedagos espacialmente disjuntos, e seus vazamentos, de muitos corpos em caso contrario?
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Figura 3.1: Intensidade I(q) (em 3|
unidades arbitrarias) obtidas a
partir da expressao (3.7) com os
parametros numéricos citados no
texto e com n = 6. A escala das
abcissas é dada em um.

O resultado mostrado nas figuras 4 E e F do trabalho podem ser reproduzidos em termos
de um modelo bastante simples superpondo n amplitudes que representam ondas de de Broglie
em queda livre, originadas de fontes coerentes separadas em altura por uma distancia qq, e
calculadas usando a aproximagao WKB. Orientando o eixo de queda livre ¢ de cima para

baixo, e colocando as fontes em posi¢oes ¢ = 0, ¢ = —qo,...,¢ = —(n — 1)qp o vetor de onda local
k(q) é dado dessa forma, para a fonte localizada em ¢ = —jqq, por
2M2g ,
kilg) =\ =z (a+ )

o que leva a fase em q
q a M 2 M
(@)= [ & ’d’:/ 2 2g(d + jgo) dg = = 222 o).
vil9) /_jq0 (()dd' = | V2000 +a0) dd’ = 3 529 (0 + jao)
Uma amplitude WKB correspondente a j-ésima fonte é entao

2 sen ;(q)
k;i(q) T

onde o primeiro fator da conta da velocidade variavel na queda livre, e o resultado da inter-
feréncia de n ondas desse tipo originadas nas n diferentes fontes é a distribuicao de “intensidade”

2

Ig) = (Z oo %(CJ)) . 3.)

Os ntmeros dados no trabalho de Anderson e Kaevich correspondem a ¢y = .425 um (o
comprimento de onda da onda estacionaria que fragmenta o condensado sendo .850 um) e
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2 M 3/2
— —/2 =1.130.
37 g9 9o

Usando esses nimeros com n = 6 resulta a distribuicao mostrada na figura 3.1. E curioso
observar que, embora reproduzindo a “estrutura grossa” observada, esse resultado sugere a
existéncis de estrutura adicional em uma escala muito mais fina de distancias, bem como varios
pequenos maximos secundarios entre os picos principais.
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