Resolugao da P3 - 08/12
Mecanica Quantica 1 - Diurno

Exercicio 1: Considere uma particula de massa m num poco esférico infinito

V(r):{o r<a

(0. ¢] r>a.

Vamos nos restringir ao caso [ = 0.
a) Para calcular os niveis de energia do sistema precisamos resolver a equacao radial. Para
[ = 0 a equagao radial assume a forma

—% dQ;;T(Qr) V() u(r) = Bu(r)
com u (r) =rR(r).
e Regiao 1: 7 >a
up (r) =0.
e Regiao 2: r < a
% = —k%uy (1)

com k = —VQ;L”E

. A solucao geral da equacao acima é da forma

ug (r) = Asinkr + B cos kr.

Levando em conta que a solugdo radial é da forma R (r) = @ verificamos que uy (0) = 0
para que R (r) seja finita na origem r = 0. Assim devemos tomar B = 0. Logo

u(r)—{o r>a

Asin kr r<a.

Agora vamos aplicar a condigdo de contorno u(a) = 0 associada com a continuidade da
funcao de onda radial em r = a. Obtemos a relagao

sin/<:a:0:>/<;n0:E n=1273,...
a
da qual identificamos os niveis de energia
n?m2h?
En= 1
O 2ma? (1)

e as fungoes de onda radiais



A—= r<a.

r

0 r>a
Rn,O (T‘) = { sin 22T (2)

A constante A, que pode ser tomada como real e positiva, é obtida da condicao de normalizacao
oo

[r?|R (r)|*dr = 1. Mais explicitamente temos

0

a

2
AQ/sinQWdr:AzgzlﬁA: —.
a 2 a

0

e portanto

0 r>a
Rn,O (T) = \/Esin "ZT r<a (3)

r

Finalmente, levando em conta que para [ = 0 (e portanto m = 0) temos Yy (60, ¢) = \/%771' a
funcao de onda completa tem a forma

0 r>a
w’nﬂoyo (F) = { 1 sin% (4)
\/%T r<a.

b) Analisando a expressdo da energia (1) verificamos que o estado de mais baixa energia
corresponde ao estado com n = 1. A funcao de onda do estado de menor energia é da forma

. 0 r>a
V1,00 (7) = { 1 sinZI- (5)
ol r < a.

Ja a funcao de onda do primeiro estado excitado, que corresponde ao estado com n = 2, é da
forma

. 0 r>a
o007 = 1" | ©
Voma T r<a.
c¢) As densidades de probabilidade para os estados obtidos acima sdo da forma
- 0 r>a
P00 (F) = [¥100 (f)|2 = { | sin? (7)
D r<a
e
0 r>a
p2.00 (T) = [12,00 (r)|2 — { | sin? 2o (8)
i r<a.

Vamos analisar o comportamento das densidades como funcao de 7.



e Limite para r — 0: Levando em consideracao o limite fundamental limﬂ% =1 ¢ facil

z—0
verificar que
I () 1 . sin? O
im r) = im = .
rog! 00 2mar—0 1?2 2a3
Assim, as densidades p1 g (7) € p20,0 (7) assumem em r = 0, respectivamente, os valores

2m
a3’

U

243 ©

—

e Zeros das densidades: De (7) e (8) verificamos que a densidade py o (7) se anula apenas
em r = a e que a densidade po o () se anula em r = Fer=a.

e Derivada primeira: A derivada primeira de p, ¢ (7) é dada por

dpnoo (7) 20 () dipn0,0 (7)
dr N 70,0 dr
1 sin 22 [nmcos 22 sin 2XT
- a a
Ta T ar 72

Assim, verificamos que as derivadas primeiras das densidades p; o (%) € pa,0,0 (7) se anulam
na origem, r = 0, e nos pontos onde as fungdes ¢ o (7) € 120, (7) se anulam.

Na figura abaixo temos o esboco das densidades de probabilidade calculadas.

pn,ﬂ,ﬂ

a/2 a

Figura 1: Densidades de probabilidade, para [ = 0, associadas ao estado de mais baixo energia
(n =1) e ao primeiro estado excitado (n = 2).



d) Diretamente do grafico, se a particula se encontra no estado de mais baixa energia,
verificamos que numa medida da posicao a distancia mais provavel é r = 0.

Exercicio 2: Uma particula de spin % esta no estado

) 311\, 4[1 1 1/ 3
=—|= = =, —=) == ).
X =519 50277 2 5\ 4i

a) A representagao do operador Sy na base constituida pelos auto estados simultaneos de 52 e

S, é dada pela matriz
h hi(0 —i
Sy == EO'y = 5 ( i 0 ) .

Tomarei a liberdade de nao explicitar os calculos da diagonalizacao da matriz S, pois como
voces devem ter reparado ja efetuamos essa diagonalizagao na lista 3. Os autovalores da matriz

Sy sao g e —g e portanto estes sao os possiveis valores que podemos obter numa medida do

observavel S, . Os autovetores correspondentes sao da forma

o b LLay 1 1 /1
— — | = = e R
vy )T 222/ T al2 2 oA

g h 1 |11 ; 11 1 1 1
_— = —— |-, = — =, —— — —= .
vl 2202 V21272 V2 \ —i

Suponha que o sistema se encontre no estado descrito pelo vetor |y). A probabilidade
© (Sy h) de obtermos o valor £ numa medida do observavel Sy é

st 03(2)

(5 )[(s30) |

enquanto que a probabilidade ¢ (Sy, —g) de obtermos o valor —5 numa medida do observavel
S, é

h h 1
@ <Sy, —5) =1l-p (Sy, 5) =50 (10)

b) A representagao do operador S’; na base constituida pelos auto estados simultaneos de

2 49

=0 (9)

~

S? e S, é uma matriz multipla da matriz unidade, ou seja,

R (1 0
2—_
%_4(01)
FL2

Tal fato nos permite concluir que numa medida de S'; s6 podemos obter o valor -, que ¢ um
autovalor duplamente degenerado, com probabilidade igual a 100%.
¢) Vamos agora supor que o hamiltoniano da particula seja



H =wS..

Os auto estados de H so os proprios auto estados de S.:

1 1 : _ hw

{ 313 5 com energia Eé,% =7,
1 1> : hw
=, —= com energia F1 1 = —%,
27 2/ g ) 2

Se no instante inicial ¢t = 0 o sistema se encontra no estado |x) o vetor de estado no instante ¢

sera
1 1
——— ). 11
. 2> (11)

d) A representagao do operador S, na base constituida pelos auto estados simultaneos de

3 et

X (1) = Ze

LI\ 4
22/ 5"

52 e 3, ¢ dada pela matriz

<$>t = (3% —die )2(1 0)5(41'62“?)
12h .
= ———sinwt.

25

Exercicio 3: Considere que um elétron, no instante t = 0, esteja num estado descrito pela
funcao de onda

L1 1 1 .
O (7) = 5‘1’211 () + 5‘1’311 (7) + E‘If:m (7)
A2

com W, (7) sendo as autofungdes correspondentes aos auto-estados simultaneas de H , f e
L. com autovalores respectivamente iguais a %, RAL (1 + 1), hm.

a) Note que o estado ® (7) é a combinacao linear de trés autofuncdes de L2: Wy (7), Uy (7)
associados com o autovalor 2h? e W3y; () associado ao autovalor 6h%. Assim numa medida do
moédulo ao quadrado do momento angular orbital podemos encontrar ou 2h? ou 6k2.

Se denotarmos por |®) o vetor de estado associado a fungao de onda @ (7) e |ym) 0 vetor
de estado associado a autofungao W, (7) as probabilidades de obtermos os valores 2k e 6h2,
em medidas de E2, sao dados respectivamente por

p (20%) = f: i: | (Vn1m|®)|* = (%)2 + (%)2 - % (12)

n=2m=-—1



o (67) = 303 |an I = (3) -1 (13)

n=3m=-—2

ou seja, sao equiprovaveis. Note que a agao de L? sobre o vetor de estado |®)é dada por

= 6h?
L?|®) = B2 |tho11) + B2 |¢hg11) + 2 |1301)
de modo que o valor médio <Ij2>q) ¢ simplesmente
<E2>q> — (O] [2|®) = 472, (14)

b) Todos os estados com n = 2 possuem energia igual a %. Dessa forma a probabilidade de
numa medida da energia obtermos o valor % é

o (5) = Il + S | W9 = (1):}1. (15)

m=—1
Pelo principio do colapso da funcao de onda, no instante logo apés a medida da energia o vetor

de estado do elétron serd [1911).
c¢) O vetor de estado do elétron no instante ¢ > 0 é

D (2)) :%e Rt [P211) + %6 P |¢311>+%3 o |7/J321>- (16)

d) Observe que |® (t)) é um autovetor de L, com autovalor h, ou seja,

L‘q

L.|® (1)) = h|® (1))

Logo o valor médio (L), no instante ¢ é simplesmente

(La), = (@ ()| L. | (1)) = h (17)



