Resolucao da P1 - 18/09
Mecanica Quantica 1 - Diurno

Exercicio 1: Temos uma particula de massa m submetido a um potencial
delta de Dirac repulsivo

V (z) = A\ (z)

com A > 0. Queremos calcular o coeficiente de reflexdao R.
O ponto de partida é determinar as solucées da equacao de Schrodinger
independente do tempo

e
2m  dx?

onde E > 0. Para |z| > 0 temos

+ A0 ()¢ () = Evp (x)

d*y () 2mE d*y (z)

_ _ 12
dx2 - = h2 w (x) - de - _k ¢ (x)
com k? = 27{‘2}5 . Facilmente constatamos que
Ae'h® 4 Beike r<0
(0 (1‘) = ik —ik
Ce™® 4 De™ 'k x> 0.

Levando em conta que a particula incide da esquerda, temos D = 0 de modo
que

Aetk® 4 Be—tke <0
'(/) (Z‘) = ikx
Ce x> 0.

Agora vamos aplicar as condi¢bes de contorno para a solugao obtida.
e A continuidade da funcao de onda em z = 0 implica
A+B=C. (1)

e Descontinuidade da derivada primeira da fungao de onda em = = 0. De
fato, integrando ambos os membros da equacdo de Schrodinger indepen-
dente do tempo no intervalo [—e¢, €] com € > 0 fornece

| dY(a)
dx

l dy ()
dx

]—hQ (0)=—k2/dw(x).

€

No limite ¢ — 0 a integral do segundo membro é nula ja que a funcao de onda
é continua. Logo o salto da derivada em =z = 0 é dado por

dy (0F)  dg(07)  2m\

dz = e v




A descontinuidade da derivada primeira na origem implica

: 2mA
ik(C— A+ B)==5" (A+B)
ou mais compactamente
C=(1-2i)A—-(1+2i6)B (2)
onde = ;LnTi\i,‘ De (1) e (2) segue
i3
B = —
1+
1
¢ = 1+

de onde identificamos o coeficiente de reflexao

_BE_ 2 1 )
R

Exercicio 2: Temos uma particula de massa m submetido a um potencial
do tipo poco quadrado

%) z <0
Viz)=¢ -V 0<z<a
0 T > a.

Vamos considerar £ > 0.

Figura 1: Pogo quadrado.

O ponto de partida é a equacao de Schrodinger independente do tempo

1. Regiao: 0 <z < a



d21/)] (CL’)

dx?

= —¢*Y; (v)
/2m(E+V0)
m

com q = . A solugao é da forma

Yy (z) = Dsingx + C cos q.
Regiao II: = > a
i ()
dz?

com k = 7”;:“9 . A solucao é da forma

= kP11 (o)

w[[ (x) _ Ae—ikw _’_Beikm.

Vamos aplicar as condigoes de contorno.
e Funcao de onda se anula em =z = 0:

Y1 (0)=0—C =0.

e Continuidade da fungao de onda e da derivada primeira em x = a:

Dsinga = Ae ™% 4 Beike
Dgcosqa = —ik (Ae_“m — Beik“)
de onde extraimos
D —22’%6_“““

A cosqa — ig sin ga

e
B oik —cosqa—igsinqa
— = 0 - — fase.
A cos qga — 1% sin qa
q
Assim, finalmente concluimos:
2
Ely

(4)

Verificamos que o coeficiente de reflexao é 1 o que nos mostra que a particula
sofre reflexdo total quando encontra a “parede infinita”. Esse resultado era

esperado ja que a probabilidade de encontrar a particula em x < 0 é nula.

b) Agora utilizaremos a equagao da continuidade para determinar o coefi-
ciente de reflexao. Levando em conta que a densidade de probabilidade é uma

constante do movimento devemos ter



Jr =JjIr

com j = LIm (w*g—i’). Temos

m

Y1 (z) = Dsingr — jr =0

y ok
’(/}II (.’I}) — Ae ikx 4 Be’th — = — (|B|2 _ |A‘2) )

m
Da conservacao da corrente decorre

B’ = A= R=1. (5)

Exercicio 3: Temos uma particula de massa m submetido a um potencial
do tipo poco quadrado

V(2) 0 0<z<a
xr =
00 nos outros casos.

Sabemos que os estados estacionérios e os niveis de energia sao

h2n2n?
E, = -
2ma

Vamos supor que no instante inicial a fun¢ao de onda da particula seja

U (z,0) = Asin® =
a

onde A é uma constante real e positiva.
a) O primeiro passo é escrever a funcao de onda ¥ (z,0) na base constituida

pelos estados estaciondrios {,, (z)}. Com auxilio da identidade trigonométrica

2]

et _e—1

sinf = 5 ’ facilmente verificamos que
cx s 3
et — et
U(r,0) = A|———
(z,0) ( 2 )
- _é €3i%x _ 6—31'%’ 4 ez%’ _ e—zﬂ
4 2i 2i
A Ja
- A faw@-sn @)
Logo



¥ (00) = /5 30 () - v (). ©)

b) Vamos normalizar a fun¢do de onda acima. A condigdo de normalizagao

+oo
/ 0 (2, 0) 2 da = 1
implica

A%q ¥ 4
T 401 @)= (@) (301 (2) = s (@)l =1 = A= —

0

a

onde utilizamos [y, ()" ¢y, (¥) dx = 6py. Assim a fungdo de onda devida-
0

mente normalizada assume a forma

3 1
\Toi/ﬁ (z) — V10

¢) Sabemos que uma solugdo geral da equagao de Schrédinger independente
do tempo no pocgo quadrado infinito tem a forma

U (z,0) = s (x) - (7)

00
v (Jf, t) = chwn (1‘) ei%Ent'
n=1

Note que temos ¢; = \/iTo’ c3 = *ﬁ e ¢, = 0 para todo n # 3 e n # 10. Dessa
forma temos

1

gV @ e i (8)

U (2,1) = —=ty (w) e =

V10

EQ 2 9h2 2
onde E1 = ﬁ [§ E3 = 2m§2 .

d) A densidade de probabilidade |¥ (z,t)|? ¢

W (z,0)] = %¢1 (z)* + %wg (z)* — %w () Y3 () cos wait

onde w3y = F3 — E;. A densidade obtida é uma funcao oscilante no tempo.
e) Vamos agora calcular o valor médio das medidas de energia no instante ¢.
Sabemos que

(H) = /\1/ (z,t)" HV (2,1) da.

Levando em conta que Hi, (z) = Ent, (2) facilmente constatamos que



1

A 3 7 7
HY (2,t) = ——=Fy¢y (z) e 780 Estpg (x) e # 7!

V10 V10

de modo que

T 19E E 3 g i(E—
(H) = /{1011“ (2)° + 7o ¥s ()" = {5 (1) s (2) i E3)t)]dx

0

_ 9B By

10 10°

Logo
9B,  Ej
(H) 10 10 Q



