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Exercicio 1: Neste exercicio vamos considerar um sistema de dois niveis de
energia e a base cujos vetores sao estados estacionarios da hamiltoniana com

H1) = e [1)

H|2) =€]2).

Seja A um observavel cujos autovalores sdo iguais a aj e ag e 0s correspondentes
autovetores sao,

1 1
la1) = NG 1) + NG 12)

1 1
lag) = A 1) + NG 2).

a) Para um sistema de dois niveis um estado no instante ¢ pode ser escrito
na forma

[t) = 0167%€1t 1) + CQe*%EQt |2)

onde ¢y e ¢z sao as projecoes do vetor de estado no instante ¢ = 0, respectiva-
mente, sobre os vetores |1) e |2). Levando em conta que no instante t = 0 o
sistema se encontra no estado |a;) entao facilmente obtemos

C1 = <1|a1> =

Sl

Cy = <2|a1> =

Sl

de modo que

1 i 1 i
t)y = —=e ") 4+ —e 2 2), 1
)= ekt 1)+ ekt (1
b) Aqui vamos calcular o valor médio das medidas de H e A no instante
t. E importante salientar que esses cdlculos independem da escolha da repre-
sentacdo, ou seja, podemos efetuar as contas utilizando ou a base {|1),|2)} dos
autoestados do hamiltoniano ou a base {|a1),|az2)} dos autoestados de A.



e Valor médio de H: Vamos fazer nossos cilculos na base {|1),[2)}. Note
que nessa representacao a matriz associada ao operador H é diagonal e
dessa maneira temos

~ A 1 i i e 0 1 6_%6175
— — et 7 €2l .
<H>t—<t|H|t>—ﬂ(er1 ehe )(0 62) 2<6_,;62t>

0 que resulta em

(1), - 25 e

que é uma constante.

e Valor médio de A: Aqui vamos fazer nossos calculos na base {|a1), |az)}
onde a matriz associada ao operador Aé diagonal. Primeiramente vamos
obter a representagio do vetor de estado |t) nesta base, ou seja, determinar
os coeficientes by e by tais que

[t) = b1]a1) + bz |ag) .

Entretanto ja estamos “carecas” de saber que by = (a1|t) e by = (as|t) e portanto
facilmente obtemos

1 —iegt _i _i
b *( 1 L) oA T
1 V2 V2 Le*ﬁﬁﬁ 2
V2
e
1 —tet _i _i
e (e ) (B Lt
2 V22 A p—teat 2
V2
Logo
67%61t+67%62t 67%62t_67%61t
=" Ty + ST ey

2

Assim o célculo do valor médio de A ¢ dado por

R 1 v v v v 1 —tert —Leat
<A> = = ((ehat peheat efeat _efat) ap 0 V1 /e 1- +e 1-
¢ 2 0 as 2 e_ﬁeﬁ — e_ﬁelt

que resulta em

<A> _ G1ta U2 wiat (3)
t 2 2

onde definimos w12 = “5. Note que o valor médio <A> depende explicita-
t

mente do tempo.



c¢) A probabilidade de numa medida de A no instante t encontrarmos o valor
as é simplesmente

e—%ézt _ e—%elt

plazit) = [(alt)* = | “——

0 que resulta

1
p(ag;t) = 3 (1 — coswiat). (4)
d) Vamos agora calcular as dispersoes para as medidas de He A.

e Dispersao para medidas de H: 0O primeiro passo é calcular

o 1 i i e 0 1 ef%élt
2 _— *61t *Ezt 1 P .
<H >t N 2( er er ) ( 0 € ) V2 < e~ neat )

0 que resulta

<H2> 7€%+6§
t 2

Recorrendo ao resultado (2) obtemos a variancia

o= (), (), - (“52) g

e Dispersao para medidas de A: Calculamos inicialmente

. ) . ) . 2 —Legt —Leot
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o que resulta
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e Verificagio do principio da incerteza energia-tempo: O desvio (5) é a
prépria incerteza nas medidas da energia

com wig = Recorrendo ao resultado (3) obtemos a variancia




Por outro lado, com auxilio de (3) e (6), calculamos a incerteza no tempo da

forma
2 2
= NI :
d<A>t Wia €1 — €2

Multiplicando as incertezas calculadas obtemos

h
OHTA = 3 (7)

compativel com o principio da incerteza energia-tempo e o produto assume o
valor minimo.

e) Este exercicio ilustra o principio da reducao do pacote de onda. No
instante ¢ = 0 o sistema se encontrava no estado caracaterizado pelo vetor |a).
A evolugao temporal do sistema para t > 0 foi determinada no item a) deste
exercicio. Suponha agora que num instante ¢ty > 0 foi obtido o valor as numa
medida do observavel A. A pergunta que se faz é: como caracterizamos agora a
evolugao dindmica do sistema para ¢t > ty. A resposta é simples: pelo principio
da redugao do pacote de onda, no instante da medida o estado do sistema colapsa
para o autoestado |ag). Logo, para instantes posteriores a tg, o sistema passa
a evoluir no tempo tomando agora como estado inicial (l6gico em ¢ = tp) o
autoestado |az), ou seja,

1 1 s
It > to) = _Ee—ﬁel(t—to) 1) + Ee—ﬁez(t—to) 12) . (8)

E como se no instante da medida o sistema perdesse a “memdria” anterior a tg
e comegasse a evoluir no tempo tomando como estado inicial o autoestado |asz).

Exercicio 2: A representacao de dois observaveis A e B na base de vetores
de estado {|e1), |e2)} é dada por

(1)
B:(‘; —O">.

a) Para mostrar que os observiveis A e B sao incompativeis basta verificar
que as matrizes A e B que representam esses observédveis na base {|e1),|es)}

nao comutam, ou seja, que [A, B] = AB — BA # 0. Calculando explicitamente
o comutador facilmente obtemos que

4, B] :2i< - ) (9)



e portanto A e B sao incompativeis.
b) Vamos supor que o sistema esteja num estado genérico caracterizado pelo

vetor de estado

. cos
|6) = cosf|er) +sinf leg) — < sin 0 > .

Queremos calcular a dispersao das medidas de A e B e testar se esta de acordo
com o principio da incerteza.

e Valores médios de A e B: Temos

<A>0 = ( cosf sinf ) ( (1) (1) ) < Z?jz ) = sin 260

e
~ . 0 —1 cos 0
<B>9:( cosf sinf ) ( i 0 ) ( sin 0 > =0.
e Valores médios de A% e B2: Temos
PA : . 1 0 cosf \
<A >9—(c059 s1nt9)<0 1>(sin9 )-1
e
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e Dispersoes:
R N2
= <A2>9 - <A>0 = cos® 20 (10)
e

. A\ 2
o2 = <B2>6 - <B> —1 (11)
de modo que
o40% = cos? 20. (12)
De acordo com o principio da incerteza
2 2 > 1 A.B 2
0A0B = ZM Bl

Calculando o valor médio do comutador (9) com relagdo ao estado genérico |6)
obtemos



(A, B), = ( cosf sinf )22‘( - ) < cos ) — 2 cos 20

sin 6
de modo que relagao de incerteza para os observaveis A e B tem a forma

o4 0% > cos? 20. (13)

Levando em conta o resultado (12) anteriormente obtido concluimos que o
principio da incerteza é satisfeito e além disso o produto assume o valor minimo.

c¢) Para resolver este item precisamos dos autovalores e autovetores dos ob-
servdveis A e B. Levando em conta que na resolucao comentada da Lista 3
encontramos as contas detalhadas para o cédlculo de autovalores e autovetores
de um operador, tomarei a liberdade de colocar apenas os resultados (caso hou-
ver dividas nas contas venha conversar comigo):

e Autovalores e autovetores de A: Os autovalores sao +1 e -1 e os respectivos
autovetores sao:
1
1

1 1 1 1
|—1;A>:\/§|€1>—\/§|€2>_’\/§< -1 )

o Autovalores e autovetores de B: Os autovalores sd@o +1 e -1 e os respectivos
autovetores sao:

1 1
|+1; A) = VG le1) + NG le2) — NG <

1 i 1 1
|+1;B>=\/§|€1>+\/§|€2>—>\/§< i )

1) = slen = sl - 5 ()

Supondo novamente que o sistema se encontre no estado |6). A probabilidade
p (A, +1) de numa medicao do observével A encontramos +1 é dada por

p (A, +1) = [(+1; Al9)”
de onde obtemos
p(A,+1) = % (14 sin20). (14)

Se numa medida de B obtemos o valor -1, pelo principio da reducao do pacote
de onda, o estado do sistema colapsa para o autoestado |—1; B). Nessa condigao



a probabilidade p (4, +1) de numa medigdo do observavel A encontramos +1
agora é dada por

P(A,+1) = [(+1; 4] - 1; B)|?
de onde obtemos
1
p(A,+1) = 5= 50%. (15)

O fato dos observédveis A e B serem incompativeis implica que os processos de
medi¢ao dessas grandezas se interferem mutuamente.



