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Exercicio 1: Vamos considerar um dtomo de hidrogénio cujos estados estaciondrios, [t m),
2

A A
sao auto-estados simultaneos de H, L e L, e cujas autofungoes sao da forma

77Z)n,l,m (?) - Rn,l (T) Yl,m (67 ¢) .

a) Se fixarmos um valor de [ > 0, o niimero quantico principal n pode assumir os valores

n=I1+1,1+2,...

enquanto que o nimero quantico magnético m assume os valores

m=—I,...,1l.

Levando em conta que as energias do atomo de hidrogénio sao da forma

e? 1
B, =—5——5,
2agn
2 . .
com ag = % denotando o raio de Bohr, facilmente constatamos que, para um dado [, os

estados com

n=10+1 (1)

sao estados de menor energia. Note que estes estados geram um subespaco degenerado de
dimensao 2] + 1.

b) A densidade de probabilidade p, (r) do elétron se encontrar na casca esférica entre 7 e
r + dr é definida pela integral

oo (1) :rz/pw,aﬁ)cm

onde p(r,60,¢) = |Rus ()] |Yim (0,0)° é a densidade de probabilidade associada ao estado
estaciondrio caracterizado pela autofuncao ¥, (7°) e a integracdo ¢ efetuada sobre a parte
angular. Levando em conta a ortogonalidade dos harmonicos esféricos

/}/xm (97 ¢) YE/,m/ (9, Qb) dQ) = 5ll’6mm’

verificamos que a densidade de casca esférica pg(r) é uma funcdo que depende apenas da
distancia r, ou seja,

ps (r) =12 Ry ()]



Queremos analisar a expressao da densidade p, (r) para os estados obtidos no item a).
Precisamos entdo da forma explicita da fun¢ao de onda radial R, (r), cuja forma geral pode
ser encontrada em qualquer livro de mecanica quantica ou fisica matematica, para n = [ + 1.
Algumas manipulagdes nos permitem obter

Rip1y(r) = Nlrle_%
onde a constante NV, é obtida a partir da condicao de normalizacao
o0
/7"2 Risas ()2 dr = 1.
0
Computando a integral acima e admitindo que N; é uma constante real e positiva facilmente

obtemos
2143
N (2 Y
ag (I +1) (20 +2)!

Tomarei a liberdade de nao carregar nos calculos posteriores a forma explicita da constante de
normalizacao.

Logo, para um dado [, a densidade de casca esférica associada aos estados de menor energia
¢ dada explicitamente por

ps (r) = NZ2T2Z+267%. (2)

Note que a densidade de casca esférica se anula em r = 0 e 7 = oo (este ultimo podendo ser
verificado pelo cdlculo do limite). O calculo da derivada primeira,

dps (r) 2 2041 — o 2
— apg(+1) 21 2 — —
dr tree (21+2) aB(l—i—l)r ’
mostra que ela se anula nos extremos e no ponto
re =ag(l+1)%. (3)

Uma anélise qualitativa do comportamento da densidade p; (1) como fun¢ao de r mostra que
(3) é um ponto de méaximo. Abaixo segue um esbogo do gréfico da densidade p; (r) como fungao
de 7.
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Figura 1: Esbogo do grafico da densidade de probabilidade ps () como fungao de r destacando
o ponto onde ela assume o valor maximo.

c) Vamos agora revisitar o curso de Mecanica Clédssica 1. Sabemos que a energia total
de uma particula de massa m submetida a acao de um potencial coulombiano, que pertence a
classe dos chamados potenciais centrais, é da forma
1 L? e?

E = —mr?
er + 2mr? r

com L sendo o momento angular da particula. Toda a descricao do movimento classico pode
ser obtida pela andlise do potencial efetivo

L? e?

omr?

Vers (1)

E fécil verificar que o potencial efetivo acima possui um tinico minimo. Derivando a expressao
acima e igualando a zero obtemos

L2
e (4)

que corresponde a um ponto de minimo fisicamente associado com o raio classico da érbita
circular com energia

Tclassical =

me4

202"
Na figura abaixo segue o esbogo do potencial efetivo Vs (r) como fungao da distancia r.

E = ‘/eff (Tclassical) = —
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Figura 2: Esbogo do grafico do potencial efetivo V. s () como funcao da distancia r destacando
o ponto onde ele assume o valor minimo fisicamente associado a uma orbita classica circular de

. 2
ralo Telassical = m

e?”
Na tabela abaixo vamos resumir os resultados obtidos neste exercicio. Note que é possivel
estabelecer uma correspondéncia entre os estados quanticos determinados no item a) com as
orbitas circulares cléssicas.

Mecénica Quéantica Mecénica Classica
. - . h? R LE
Raio da érbita (4 1) i
me” me”
Energia _ me’ _me’
R (1+1) I

Figura 3: Confrontando os resultados quantico e cléassico.

De fato, comparando os resultados obtidos quanticamente e classicamente, tanto para o raio
quanto para a energia da drbita circular (veja a tabela acima) , verifica-se a correspondéncia se

L — hl
para grandes valores de [.
Exercicio 2: O objetivo deste exercicio é demonstrar o chamado teorema do virial e

exemplicar sua aplicacao para o atomo de hidrogénio. Considere que o hamiltoniano de uma
particula seja

=24V (3)=T+V.
2m

4



a) Queremos demonstrar a relagao [f . ]%, H } =1h (

% —F-VV <f’)> O ponto de partida é
o calculo explicito do comutador [57 . ﬁ, H } . Com auxilio da identidade [AE , é} = A [E , C’] +
[fl, CA'} B podemos escrever
i
Temos

o 2
[f, H} _ [f p—]
Logo

o 29
[f-ﬁ,H]z@h(p

E oo (i)
m
b) Se [Wg) é um autoestado de H, ou seja,

H|Up) = E|¥g)
com FE denotando o autovalor associado, verificamos

(sl |35

Y

| 1ws) = (el — B3 p| V)

= B[(Wpld §0s) — (| 5 |Vp)
= 0.

Logo, de (5), podemos escrever

P
AL T 2 vV (:f’) Up) =0
m
o que implica

29

p _ 1 5o 2
(Wl | Ws) = 5 (|- YV (x) U y) .

(6)

2
V. () = —=

c¢) Vamos considerar o hamiltoniano do atomo de hidrogénio onde o potencial é coulombiano
==
cl) De acordo com o resultado (6) temos



PP 1 .
\Ilnm_anm:_\llnm_)'v -
sl 2 Wi = 5 o -

62

) |\Ijn,l,m> .

Levando em conta que, no sistema de coordenadas esféricas, o vetor T é da forma re,., com

¢, denotando o versor radial, e que a componente radial do vetor gradiente é da forma % (as

demais componentes ndo sao necessarias pois nao contribuem no produto escalar) segue que

,f.

~

] 2
P 1 e
\Ijn m| 5 \I/n m = 3 \I/n m| &~ ‘Ijn m
(Va5 W tm) 5 (Cntm| — [Pnim)
1 .
Ve () ).
Logo
P2 1
\Ijnm_q]nm:__\pnm‘/cA\Dnm 7
(Va5 1 Wnim) = =5 (Vntm| Ve (7) [V gm) (7)

c2) Vamos obter uma expressao exata para (¥, ; | % |V, 1.m) - O valor médio do hamiltoniano
2 52 A . . . ~
H = 2~ + V. (7) relativo ao estado estaciondrio |¥,,;,,) nos fornece a equacao

~

_Q
En = <\Iln,l,m| Qp_m |\Ijn,l,m> + <\Ijn,l,m| V;: (TA) |\Pn,l,m>

e 1
2ap n?"

com F, = — Por outro lado, com auxilio da equagao (7), eliminamos na equacao acima

o termo (W, ;| % |V, 1m) de modo que

1 .
En = 5 <\I]n,l,m| ‘/c (’l“) |\I]n,l7m> .
Levando em conta que V, (7) = —% finalmente concluimos que
1 2F
\IJn m| % \I/n m/) — — =
(Cntml = W) >
ou mais explicitamente
1 1
\I[n m| =~ ‘;[ln m) — T o 8
(U, |r| Lm) - (8)



