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Teoria de perturbacao independente do tempo

H = I:/o + 1%
Ho hamiltoniana nao-perturbada, Va perturbacdo. Autovalores e
autovetores de Hy conhecidos,

Ao 1190y = E(V1©)).

Solucdo aproximada da equacdo de autovalores para um nivel
discreto de H:
Hin) = E,|n).

a) Caso nao-degenerado:
HA) = Ho+ AV, A=0— H0)=Hy, A=1— A1) = Fy+V.

Caso nao-degenerado existe uma relagdo biunivoca entre um
auto-estado ndo-degenerado de Hy e um auto-estado
nao-degenerado de H.

Exemplo: Sistema de dois niveis.
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Desenvolvimento formal

Equacdo de autovalores para I:I()\):
(Fo +AD)|n) = Enln) — (ESY — Ho)n) = AV — AL)|n),

onde A, é o deslocamento da energia, A, = E, — E,SO). Expansao
de |n) e A, numa série de poténcias de A:

1n) = |n(Oy 4 N nW)y 4 X\21n@)y |
A, =2AW 12

Condic3o de normalizacdo (n(®|n) = 1. Consequéncia, norma de
|n) diferente de um, (n|n) # 1. Note que esta condi¢do de
normalizagdo mostra que:

(nO)ny =0, k#0.

Introduzindo as expansdes na equacdo de autovalores e igualando
as poténcias de A\ nos dois membros temos que:
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(£ — Fo)|n®) = V|n) — A0 |nM) — AT |n))

J
(B~ o)) = U[nt) = 37 AL 1nl=9)
k=1

Para calcular as correcdes para a energia e para o autovetor
projetamos essas equagdes no sub-espaco ndo- degenerado e no
seu complemento:

Puoy = 1n (O Que =D _ 11O (1
I#n
ﬁ),?(o) = p,1(0)7 ©,27(0) = Qn(0)7
P0Qyo = @oPyoy =0, P+ @ =1
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Projetando no sub-espa¢o n3o - degenerado, vemos que:
AD = (0170 AP = (0O 7nW) . AY = ()]0,

Correcdo da energia de ordem j depende da correcdo do autovetor
de ordem j — 1.

Correcdo para os autovetores determinada pela projecdo no
complemento do sub-espaco nao-degenerado:

(57 = EO)ION) = (1901

(E7 = EPYUOIn) = (1O)¥[a®) — AL(1O]n)

j—1

) N k j—
(EO _ EI(O))<,(0)‘H(J)> = (@) §[aU-D) _E :Ag ) (10)[p—h)y
k=1

o que determina os estados |n¥)) pois (n(9)|n0)) = 0.

Emerson Passos PGF5001 - Mecanica Quaéntica |



Com isto, vemos que os estados |nU)) sio dados pela equacso:

~ i—1
, Q, N d N .
n)) = — 22 (V1) — 3 (n@] 0]ntkD) U4,
£ — Fp =
Correcdes até 22 ordem:
Qo ¢
() = g VIn®),
E;"’ — Hy
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AP = (19914
AR = (O] 9100) = ()0 V1n)
Ho
Iy = i\ﬂn(m}
E(O) I:/O
Qo ¢ Qo ¢ o Qo ¢
|n(2> (O)no,\ v (0) ~ V|n(0))—(n(0)|V|n(0)>%V|n(0)>

E, HO E, HO En *HO

Normalizacdo do autovetor |n):
1) = Zy/%|n) (A7) =1 — Z,; " = (n|n)

Zt=1+ Z AKF) (K| 0D
k,j#0
Corre¢do de mais baixa ordem, segunda:

Zy=1- /\2<n(°)|\7¢ [n@y.

~

(B — Hy)>
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Exemplo: Oscilador com carga num campo elétrico

uniforme.

o |
F=P 222 eFz E=Fe,.
m 2
A A - P21 N
H=Hy+V, Hy=-—+ 50.12)?2, V = —eFyz.
m

N 3
Ho|ny, ny, nz) = hw (nx +n,+n;+ 2) |nx, Ny, nz)

Estado fundamental n3o-degenerado:
a) Nivel de energia até 22 ordem

b) Autovetor até 1 ordem
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a) Ao = A + AP

A

A = (0,0,0[00,0,0) AP = (0,0,0[0— 2% _{/]o,0,0)
E® _
Aé2) _ Z |(nx, ny, nz|V|0,0, 0)[?

N Tw (nx + ny + n)

. 1
V = —eFgz = —eFpag— (8] + 3,).
V2 ©
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Como 4,/0,0,0) =0 e 3;/|0,0,0) = |0,0,1) temos que

~ N E
(0,0,0/1/]0,0,0) = 0, (ny, ny,n,|V]0,0,0) = _L\/U;’anx,oany,oanz,l.
Correcbes para o nivel de energia

2E222 e2E2
A(l): A(2):_e 09 _ _ 0
0o =0 A9 2hw 2mw?’
entao 2p2
3 e
Ey = —hw — 0.
072 2muw?
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Correcbes para o autovetor

0) = 10,0,0) + [0,

com
o C Xy sy Hz \70’070
o) = %V\o,o,m -— ¥ |nX,ny,nz><;;wny | V]0,0,0)
E® — Fy N (nx + ny + n)
que é igual a,
Eoa
oWy = £2%0 19 ¢, 1).
o) = Z2%10,0,1
Estado fundamental até 1* ordem:
eano
0) =10,0,0) + 0,0,1).
0= 10,0.0) + 220,01
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Polarizabilidade do oscilador

Potencial de interagdo da particula de carga e num campo elétrico
pode ser escrito da forma:

V=—d-E,

d=ekéo operador de dipolo da particula.

Na auséncia do campo elétrico uniforme, o valor médio do
operador dipolo no estado fundamental n3o-perturbado é nulo.
Por outro lado, a presenca do campo induz um valor médio de
dipolo ndo-nulo. Uma medida desse efeito é dada pela
polarizabilidade dipolar do oscilador definida como:

(0/d|0) = YE,

até primeira ordem no campo.
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Calculo do valor médio do dipolo até primeira ordem no campo E,
(0/d|0) = (0,0,0/d|0,0,0) + (0[d|0,0,0) + (0,0, 0/d|01V).

Como, (0,0,0]d[0,0,0) =0, (0)]d[0,0,0) = S5 Fpe,, o valor
médio fica igual a,

~ 6232 62
ojdio) = < e~ E—E

X € a polarizabilidade dipolar,
X= 2
Exercicio: Mostre que a polarizabilidade pode ser calculada como

1
AP = —xE%
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A

LA&HO,O,O)
0

XE = (0V]d[0,0,0)+(0,0,0/dj0™)), o)) = ——c5
Ey” — H

xE2 = (0|d - E|0,0,0) + (0,0,0|d - E[0"))

ED — iy

= —-2(0,0,0/d - E

1 2
—oxE = Ag.
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Comparacao com o calculo exato

Equacdo de autovalores para H pode ser resolvida exatamente

~n2

) )

oo P Py bz 1 55 1 50 1 55 A
H= "+ "4+ "= 4+ _—mwX+-mw + —mw<z° — eEyz

om " 2m " 2m " 2 MY T 5 0

~2 2 22

~ pe 1 y 1 1 R ek e“Ej
[T P 5
L e L +2 e’ (2= s ) e

Fazendo a transformacdo candnica, p, = p,, Z =z — = Eo H fica igual a
uma hamiltoniana de um oscilador isotrépico mais um termo constante.
Com isto determinamos imediatamente os niveis de energia e funcao de
onda dos estados estacionarios:

N e2E?
H|ng, ny, n,) = (hw(nx +n, +n,+3/2) - 2mu.()) ) |ng, ny, n,)

eEo
wnx,ny,nz(xv)/7z) = ¢nx,ny,nz (Xa)/az - mw2> .
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Sabendo a funcdo de onda podemos calcular o momento de dipolo
induzido no estado fundamental

2
(0\&\0) = e/d3x (xex + ye, + ze,)|1o (x,y,z - :f;) | = %E.
Func3o de onda do estado fundamental tem correcdes em todas as

ordens mas a energia e a polarizabilidade sdo dadas exatamente pela

perturbacdo até 22 ordem no caso da energia e até 1* ordem no
momento de dipolo induzido.
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Teoria de Perturbacao Degenerada

D niveis degenerados de Hy tendem para D niveis de A quando
A — 1. Projetor no sub-espaco degenerado,

D
Po =" |mO)m®,
i=1
com I:Io]m§0)> = EL()O)\m,(O)> e projetor no seu complemento,

Qb = 3 1K) (kO

kgD

PD e Qp satisfazem as rela¢oes PD = Pp, QD = Qp,
PpQp = QpPp =0, PD+QD—1
A equacio de Schrédinger (Ho + AV)|I) = Ej|I) pode ser escrita da
forma (Eg]) — Ho)|l) = (A\V — A))|1), onde A, é o deslocamento
da energia,
_ g
E = ED + A
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Vamos expandir o autovetor e o deslocamento da energia numa
série de poténcias de A como no caso nao-degenerado:

|11y = [1Oy 4 AWy 4 N2y 4.
A= W 1 2aB

|19} definido no sub-espaco degenerado, Pp|/(?) = |/(0)) e
condicio de normalizaco (/|/) =1 ou (/O[/(K)) =0, k # 0.
Note que no caso degenerado o vetor de estado |/(9)) nio ests
determinado a priori como no caso ndo-degenerado, pois quando
A — 0, |/) pode tender para qualquer vetor de estado definido no
sub-espaco degenerado.

Como no caso n3o-degenerado, introduzindo as expansbes em
poténcias de A\ na equacdo de Schrodinger, achamos as equagdes:
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(ES) — Fo) 1@y = 0
(E5) — Fo)li™) = 011) — A
(ES) = Fo)li®) = V10) — a®) — A1)

12 equacio automaticamente satisfeita pois |/(°)) esta definido no
sub-espaco degenerado. Para determinar as corre¢des para os
auto-vetores e para os autovalores vamos projetar as equacoes
acima no sub-espaco degenerado e no seu complemento.

Sabendo que ﬁ)Di‘\l’o = /:/olADD == EE)O)IADD € QDFI’O = F/oQD, a
projecao em Pp da 22 equagao fica igual a

PoVPp| 1) = A1),

indicando que o vetor de estado de ordem zero é autovetor da
restricdo de V' ao sub-espaco degenerado e a correcao de 1* ordem
do nivel de energia o correspondente autovalor.
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A projecdo da 22 equagdo no complemento de Pp determina a
componente de /(1)) neste sub-espaco,

A

Qoli) = 72 Vi),

Ey’ — Ho
Resolvendo a equagdo de autovalores pode acontecer que:
a) AN & um nivel de degenerescéncia d, d < D.
b) AN ¢ um nivel ndo-degenerado.

Quando um autovalor de PpV Pp é n3o-degenerado o autovetor de
ordem zero estd unicamente determinado, caso b). Quando existe
degenerescéncia precisamos ir uma ordem acima para determina-lo.
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a) Dividimos o sub-espa¢o degenerado como a soma direta do
sub- espaco degenerado de PpVPp e o seu complemento
Pp = Pd + Pcd Projetando a 32 equacdo em Pd temos:

A

5, Q@b

Py —g o VPal119) = A1),
Ey’ — Ho

Os estados de ordem zero s3o autovetores da restricdo do
V a0 sub-espago degenerado l5d € a projecao

(/_ Qo
operador V 07

D
da terceira equacdo em P,y e Qp determina as componentes de

111} em P.ge as componentes de |/(2)) no complemento de Pp.
Quando a degenerescéncia desaparece Py — Py = [1() (1],
Pcd — P_0). Como um exemplo: a corregcdo da energia fica
igual a

AP = (O — P
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Métodos variacionais

Calculo dos autovetores e autovalores do espectro discreto da
hamiltoniana.

Esse método estd baseado no principio variacional de Ritz que
discutiremos abaixo:

i) O funcional

_ (W|Hp)
EW) = "my

é estaciondrio com respeito a variacdes arbitrarias do estado
|1)) em torno de um auto-estado de H,

i_\len> = EnW}n>'

i) Seja |1ho), o estado fundamental de H. Ent3o se |¢) é um
vetor de estado genérico, vale a desigualdade

E(¢) > E(v0).
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Prova:

i) E(4) é um funcional dos vetores de estado, pois associa a
cada vetor de estado um ndmero. A variagdo de |v) significa
|1) — |1) + |64). Por sua vez, a variagdo do funcional E(v)),
valor médio de A no estado |1), é definida como

OE(¢y) = E(¢ + 6v) — E(¢)

até primeira ordem com respeito a |0)) e (d1)|. Vamos
calcular a variagdo do funcional E(%):

E( + 60) — E(v) = <5¢|H|1/)<>w‘;‘w<>¢|"'/|5¢>

_ (WlAW)
ot (001 + (o)
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(OYIH — E(@)[) | (IH = E(¥)]dv)

(¥]¥) (¥]) '
A condig¢do do funcional ser estaciondrio significa que 0E()) = 0.
Como a variacido do “bra”é independente da variacdo do “ket”,
vemos que a condi¢do do funcional ser estacionario implica que os
dois termos devem se anular separadamente:

(GY|H—E@)e) =0 (¥|H — E(4)[dy) = 0.

SE(¢) =

Como |07)) e seu dual (61| sdo arbitrdrios temos que:

Aly) = E[w).

Vemos ent3o que o funcional é estaciondrio quando [¢)) é um
autovetor de H.
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(gH|9)
(0]0)

'ﬁlen) = En|7w[’n>

E(¢) =

Entao:

1 & )
E(¢) = WZW!EM En

E+z’¢¢7,‘j’ (E,— o)

Assim E(¢) > Ep, consequentemente E(¢) é um limite
superior para E().
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Na aplicacdo do principio variacional consideramos uma familia
continua de vetores de estado,fazendo com que eles dependam de
um conjunto de pardmetros,escolhidos para reproduzir t3o bem
quanto possivel as propiedades dos estados do sistema. Esses
vetores de estado definem o espacgo variacional e identificamos o
estado fundamental com aquele cujos pardmetros minimizam o
funcional. De acordo com a propriedade ii) o valor do funcional é
um limite superior para a energia do estado fundamental.
Aplicacao: Cilculo variacional da energia do estado fundamental
do dtomo de hélio.
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