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1. O tamanho finito do préton no atomo de hidrogénio é levado em conta quando o consid-
eramos uma esfera de raio rg que tem uma densidade de carga positiva e uniforme com
carga total e. Nessas condicoes, a hamiltoniana do atomo de hidrogénio pode ser escrito

da forma
2 2

e
=2 _% v=m+v
2m r
onde Hy = % — % ¢ a hamiltoniana nao-perturbada e V' é a correcao devido ao tamanho

finito do préton.

(a) Pela Lei de Gauss, fs E - dS = 47p;, determinamos o campo elétrico E = E(r)e,,
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A intensidade da forca central, f(r) = —eE(r), estd relacionada com a energia po-

tencial U(r) por
ou
=5, (1) = /).

—é r>Tg
U(T): &2
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2 (3 — %) r <Trg.
Da expressao acima deduzimos a expressao da perturbacao extraindo a interacao
coulombiana entre o elétron e o préton, V(r) = U(r) + €2 /r,

0 r > Ty
V(r) = { o . )

T‘2 62
— %o (3—%)—%7 r <To.

Assim, segue que:

(b) Queremos uma expressdo para o deslocamento em primeira ordem da energia, A
dos estados 2s e dos estados 2p. Observe que temos degenerescéncia nesse problema,
ou seja, todos esses estados linearmente independentes possuem a mesma energia,
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Ey’ = S
Entretanto, a perturbacao preserva a simetria da hamiltoniana, ou seja, por ser
um potencial central comuta com L? e L,. Nessas condicoes, a perturbacao nao
conecta os vetores do sub-espaco degenerado de modo que podemos utilizar teoria de
perturbacao nao-degenerada para determinar a expressao para o deslocamento em
primeira ordem, isto é, podemos nos restringir ao sub-espaco de estados com mesmo
lem.



e Estados 2s (n = 2 el = 0): O deslocamento da energia para os estados 2s ¢é
obtido de
ALy = (2s]V]2s) = (2,0,01V]2,0,0).

Podemos calcular esse elemento de matriz no espaco das posigoes, onde a funcao
de onda associada ao vetor de estado |2,0,0) é 19po(r) = Rag(7)Yo0(0, ¢). Assim,
a expressao para o deslocamento é
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onde Ry(1) = (2a0)~3/%(2 —r/ag)e™"/?% é a parte radial da funcao de onda cor-
respondente ao vetor de estado com n = 2 e [ = 0. Nao é necessario resolver essa
integral pois o exercicio esta pedindo apenas a expressao para o deslocamento.
Entretanto, vamos reescrevé-la numa forma mais conveniente para poder inter-
pretar posteriormente seu conteudo fisico no limite rg << ag. Utilizando a forma
explicita da fun¢ao Ryy(r), da energia Eéo) = —¢?/8ay e introduzindo a mudanga

. ~ 1
de variavel r = rox, a expressao para AQO) pode ser colocada sob a forma:

AW 1 2 1 2 _zT0
_(28):_(@) /dw (z_xﬁ) e (3 0t —20).|  (20)
ES 2 \ ag 0 Qo

e Eistados 2p: De modo analogo ao caso anterior, o deslocamento da energia para
os estados 2p é obtido de

A = @2p|V|2p) = (2,1,m|V[2,1,m).

Uma vez que a fungao de onda associada ao estado |2, 1, m) é ¢a1n(r) = Ro1 (1) Y1 (0, @),

segue que
2 0 2 4
e 3r r 2r
AV = dr agro| Ry (7))? | = — — — — |,
21 2(10 o 0 0’ 21( )| T(Q) Té To

onde Ry (1) = (2a0)~%2(r/v/3ag)e /2% é a parte radial da funcio de onda cor-
respondente ao vetor de estado com n = 2 e [ = 1. Utilizando os mesmos pro-
cedimentos do caso anterior, podemos expressar o deslocamento Agll) da forma:

AP 1 o .70
% = — (T—O) / dx 2% " (327 — 2" — 2z). (2b)
Es 6 \ ao 0

(c¢) No limite ;—g << 1, as expressoes anteriores se reduzem a:

A a(ny . A 1 () N
— =~ —=| = e ——x—-——>10—) .
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Analisando os resultados obtidos, facilmente verificamos que os estados 2s sao mais
afetados pela perturbagao do que os estados 2p. Isso ocorre porque a érbita eletronica
dos estados com momento angular [ = 0 é mais proxima do ntcleo do que as érbitas
associadas aos estados com [ # 0. Quanto maior o momento angular orbital do
elétron, mais afastado do nucleo ele estara, pois o potencial centrifugo repulsivo é
proporcional a (I + 1).

2. Vamos considerar uma particula de massa m e carga e que se move no plano sob a acao
de um potencial de oscilador harmonico isotrépico e de um campo magnético constante
perpendicular ao plano. A hamiltoniana do sistema é dada por:

2 2 2
Py TP,  mwe, o, 9
= - Lz7
5 + 5 (z*+vy°)—g

H

onde g = ;ﬁ% Consideraremos o termo dependente do campo magnético como sendo a

perturbacgao, ou seja,

2 2 2
p,+D mw
= LN (2> 4+9%) e V=—gL,.

H,
0 om 2

(a) Note que a hamiltoniana nao-perturbada, Hy, descreve um sistema composto por
dois osciladores harmonicos unidimensionais independentes,

Hy=H{" + H.

Sejam |n,) e |ny) auto-estados de H” e HY), respectivamente,

. 1 1
B ) = o (ot ) fa) e B2 =t (g4 3 ) ).

comn; =0,1,2,..., 1 = x,y. Nessas condicoes, os auto-estados de Hy sao dados pelo
produto tensorial dos auto-estados de Hém com os de H(()y), ou seja,

|n$> ® |ny> = |n$7ny>7

de modo que,
Ho|ng, ny) = hw (g +ny + 1) [ng, ny).

Assim é facil verificar que os seis auto-estados nao-perturbados de mais baixa energia
sao:

0,0),10,1),1,0),10,2),12,0), [1, 1). (4)

O estado |0, 0) possui energia igual a fiw. Os estados |0,1) e |1,0) sao degenerados e
possuem energia igual a 2hw. Os estados |0,2), |2,0) e |1, 1) também sdo degenerados
e possuem energia igual a 3hw.



(b) A energia de excitagao de um estado é definida pela diferenca da energia desse estado

com a do estado fundamental. Nessas condigoes, os trés estados degenerados com
energia de excitagao igual a 2fw sao |0,2), |2,0) e |1,1), que formam o sub-espago
degenerado associado a energia Eg)) = 3hw. Para determinar os vetores de estado
de ordem zero, que denotaremos por |I(0), e as correcdes de 1* ordem do nivel de
energia, que denotaremos por Al(l), devemos diagonalizar a restricao de V' = —gL, a
esse sub-espaco degenerado,

PpV Pp|l®) = A1)y,

Para calcular a restricao da perturbacao ao sub-espago degenerado, é conveniente
expressarmos o operador L, em termos dos operadores de criagao e aniquilagao de
quanta de oscilador. Uma vez que:

L, = xpy — ypa,
h hw
T = %(a;—kam), Py =1 m2 (al —a,),
e
h o Imhw
Y= 2w (a;f/ + ay)v Py =1 9 (ay o ay>7
obtemos:
L, =—ih(ala, — CLL%)-

Assim, o elemento de matriz (n,n| — gL.|n,,n,) tem a forma explicita:

(s iyl =g Lz, ny) = —ihgy/na(ny + 1)0u 100 ny11+ihgy/ 1y (N2 + 1)00, ny 11001 0,1,

de modo que o problema de autovalores para a restricao da perturbacao ao sub-espaco
degenerado é:

0 1 —1 (1, 1)1 (1,110
ihgV2| =1 0 0 0,210y | =AM | (0,2]10)
1 0 0 (2,0]1) (2,0)1)

Do sistema linear homogéneo acima segue a equacao caracteristica:
AN AN _ap2g?) =0,

cujas solugoes sao as corregoes de 1* ordem da energia:

AV =0, AV =2ng ¢ A = —2ng. (5)

Autovetores:



Al(l) = 0: O problema de autovalores é

0 1 —1 (1, 1)1
-10 0 (0,210) | =0,
1 0 0 (2,0[1©)
de onde identificamos o sistema:
(0,2[19) = (2,011) =0
(1, 1)1 =0 :
(1, IO 2 + [0, 2] 2 4 [(2,0[1)]2 =1 (normalizagao)

Escolhemos a fase de modo que:
1

1©) 0,2) + 2, 0)).
™) \/§(| ) +12,0))
Al(l) = 2hg: O problema de autovalores é
0 1 -1 (1, 1)1 (1,110
-10 0 (0,2110) | = —iv/2 | (0,210 |,
1 0 0 (2,0)1) (2,0)1)

de onde identificamos o sistema:
(1, 110 = iv/2(0,2]10) = —iv/2(2,0[1*))

(1, LEOY 2 + [0, 21O 2 4 [(2,01)]2 =1 (normalizagao)

Escolhemos a fase de modo que:
1

Al(l) = —2hg: O problema de autovalores é

0 1 —1 (1, 11 (1, 1100
10 0 (0,210) | =iv2 | (0,21 |,
1 0 0 (2,0]1) (2,0)1)

de onde identificamos o sistema:
(1, 110) = —i/2(0,2)I) = iv/2(2,01)

(1, 11O 2 4+ 1(0,2[1O) 2 + (2,0[1©)]2 =1 (normalizagao)

Escolhemos a fase de modo que:

1©) = %(z\/ﬁ\l, 1) —10,2) +12,0)).



Logo:

1
EO |z<°>>:ﬁ(\0,2>+\2,0>) (62)
1
By +2hg = %) = S(=iV21,1) ~[0,2) +[2,0)) (6D)
1
Ep =2hg = %)= 3GV2IL1) =10,2)+[2,0)) (6c)

Note que o nivel de energia degenerado Eg)) = 3hw é quebrado em trés niveis distintos:
Eg)), Eg)) + 2hg e Eg)) — 2hg, ou seja, a perturbagao remove a degenerescéncia.
Para checar se o operador L, comuta com a hamiltoniana precisamos calcular o
comutador:

[Lza H0]7
com L, = —ih(ala, — ala,) e Hy = hw(ng 4+ ny + 1), n, = ala,, ny, = ala,. Mais
explicitamente temos:
[L.,Hy) = —ih*wlala, — aLaI, ng +ny + 1]

= —ikw(lalay, n,) + [alaym,) — [aas, n.] — [afas.n,)
= —ih*w(—adla, +ala, — aZaw + azax) =0,

onde utilizamos o fato de que operadores que atuam num subsistema comutam com os

que atuam no outro subsistema e as relacoes de comutacio [al, n;] = —al e [a;,n;] =

a;. Logo:

[L., Ho] = 0. (7)

Note que as agoes do operador L, nos vetores de estado que formam o sub-espaco
degenerado sao:

Com auxilio dessas relagoes facilmente verificamos que os auto-estados do item (b)
sao auto-estados de L,

1) = %uo,m TR0 o L) =o, (sa)
10y = %(—i\/iu, 1) —10,2) +12,0)) — LIV = —25)i®) (8b)
1) = VAL - 0,2+ 2,0) = L) =2mi®) | (50)

Os autovetores sao 0, —2h e 2h, respectivamente.
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3. A hamiltoniana de duas particulas de spin 1/2 é igual a,

A 2/,LlB

H=—=S;-S,+

Tt g

onde p1 é o momento magnético da particula 1. Vamos considerar o primeiro termo como
a hamiltoniana nao-perturbada e o segundo termo como a perturbacao.

SlZ7

(a) O spin total do sistema composto é dado por,
S=S1®1+1,®S,.

Da relacao acima decorre

1
S,-S, = 5(82 — 81— 83),

de modo que a hamiltoniana nao-perturbada pode ser reescrita como
A

Hy=—

O om2

Assim, verificamos que a representacao de Hy é diagonal na base formada pelos
vetores |1/2,1/2;s,m,), em que as representagoes de S?, S32, S? e S, sao diagonais,

(8* - 8i-83).

Hol1/2,1/2: 5,m.) g [s<s+ 1) — g} 11/2,1/2: 5,m,).

Note que os estados com s =1 e my; = —1,0, 1 (tripleto) sdo degenerados e possuem
energia igual a f Ja o estado com s = 0 e my; = 0 (singleto) tem energia igual a

—%. Na tabela abaixo resumimos os resultados obtidos:

Vetores de Estado | Energia
[1/2,1/2;1,1)
Tripleto 1/2,1/2;1,0) '
11/2,1/2;1,—1)
Singleto 11/2,1/2;0,0) _%

(b) Queremos determinar para o estado singleto (ndo-degenerado) a energia até segunda
ordem em teoria de perturbagao. Vamos comecgar com a corre¢ao de primeira ordem,

2,ulB

AWM = (1/2,1/2:0,0V|1/2,1/2;0,0) = (1/2,1/2;0,0[54.]1/2,1/2;0,0).

Para calcular explicitamente esse elemento de matriz devemos utilizar a expansao do
estado singleto na base produto tensorial, {|m1); ®|ma)s}, m; = £1/2, pois sabemos
como o operador Sy, atua nos vetores dessa base,

S1zlmi)1 ® |ma)a = hmy|my)1 ® |ma)s.
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Nessas condigoes temos

S1:(1/2,1/2;0,0) = —(Slz|+>1®|—>2—51z|—>1®|+>2)

S5 -

= s&(Hh® )2 +[-)1©[+)2)

2\/_
= §|1/2, 1/2;1,0),

onde utilizamos o fato que [1/2,1/2;1,0) = \%(H—h ® |=)2 +|=)1 ® [+)2). Dessa
maneira verificamos que o vetor S1,|1/2,1/2;0,0) é igual ao estado [1/2,1/2;1,0)
que pertence ao tripleto e que é ortogonal ao estado singleto. Como consequéncia, a
correcao de primeira ordem ¢ identicamente zero,

AW =(1/2,1/2;0,0/1/2,1/2;1,0) = 0. (9)

Agora calcularemos a correcao de segunda ordem,
A® = <1/2,1/2;0,0\V§(—0%V]1/2,1/2;O,O>
—34 [,

QOO)

412 B2
#1 o Sl1/2,1/2;0,0),

h?

(1/2,1/2;0,0[S1.—

onde Q0,0) = D 101 11/2,1/2;1,m4)(1/2,1/2;1,m| é o projetor no sub-espago
complementar (estados tripleto, energia A/4). Assim,

A® 443 B? Z |(1/2,1/2;0,0|Slz\1/2,1/2;1,7715)|2:_M%B2
h? A A
ms=—1,0,1
2 32
A® = —”f . (10)

Logo, até segunda ordem em teoria de perturbacao, a energia do estado singleto é
dado por:

3A  u2B?
1 1A : (11)

Eoo =———

Vamos determinar para os estados degenerados os autovetores em ordem zero e a
energia em primeira ordem em teoria de perturbacao. Sabemos que os vetores de
estado de ordem zero e as correcoes de 1* ordem do nivel de energia resultam da
diagonalizacao da restricao de V' = 2%]35'12 no sub-espaco degenerado,

PpV Pp|l®) = A1)y,



Com auxilio das expansoes na base produto tensorial dos estados que formam o
tripleto,

|1/2’ 1/2; L, 1> = |+>1 ® |+>27
1

V2

1/2,1/2:1, 1) = | )1 @ | )

verificamos que os elementos de matriz diagonais

11/2,1/2;1,0) = —=([4+ )1 @ |[=)2 + [)1 ® [+)2),

(1/2,1/2;1,£1|V|1/2,1/2;1,+1) = £, B

sao os unicos dois elementos nao-nulos da restricao de V' no sub-espacgo degenerado,
evidenciando a sua estrutura diagonal nessa representacao. Consequentemente, é
imediato que as trés correcoes de 1* ordem no nivel de energia sao:

5 =mB,_ AP =0 ¢ A= b 12

Além disso, os vetores de estado de ordem zero sao os proprios vetores que compoem
o tripleto:

A
TTmB = 1Y) =[1/2,1/21,1) (13a)
A (0)
A (0)
Z _:ulB — “ > = ‘1/271/2717_1> (130)

Vamos determinar exatamente os autovalores e autovetores de H. Para isto vamos
escrever a representacao de H na base {|1/2,1/2;s,ms)},

—3 B 0 0
A
H— ,ulB 7 N 0 0
0 0 1 —|',UlB 0 ’
0 0 0 4B

onde adotamos o ordenamento {(0,0),(1,0),(1,1),(1,—1)} para a base. Analisando
a estrutura da matriz ja identificamos dois autovalores e os respectivos autovetores:

A
Ey="+mB = [1/2,1/211) (14a)

A
Ey="7—mB  —  [1/2,1/2:1,-1), (14D)




Agora nos resta diagonalizar o bloco bidimensional associado ao sub-espaco gerado
pelos vetores |1/2,1/2;0,0) e |[1/2,1/2;1,0). Sem detalhar os calculos identificamos:

A A? A+ /A% +442B2)[1/2,1/2;0,0) — 211 B|1/2,1/2;1,0
By=—2 -\ +mB - ( p1B?)[1/2,1/2;0,0) — 2 B|1/2,1/2;1,0)
\/(A + VA +4pi B?)? + 443 B
(14c)
A A? —A A% + 412 B?)[1/2,1/2;0,0) + 211 B|1/2,1/2;1,0
E4_7Z+IILL%BQ N ( + +lu’1 )|/a/77>+/‘1|/7/a7>.
\/(fA + /A2 +4p3B?)? + 42 B?
(14d)

Comparacao com os resultados obtidos em teoria de perturbagao: Facil-
mente notamos que as energias F, e Es e os respectivos auto-estados, todos exatos,
sdo idénticos aos resultados obtidos em (c) utilizando teoria de perturbagao degen-
erada. Tal resultado era esperado uma vez que a restrigao da perturbagao V' no sub-
espago bidimensional gerado pelos vetores de estado |1/2,1/2;1,1) e [1/2,1/2;1,—1)
¢é diagonal. Considere agora a energia E3. Podemos reescreveé-la da forma:

Expandindo a raiz quadrada até primeira ordem, v/1+x ~ 1+ 7, segue

3A  p2B?
4 A

coincidindo com a energia do estado singleto corrigida até 2* ordem em teoria de
perturbacao. Expandindo de modo analogo a energia F; temos:
A uiB?

By~ B
4 A
Observe que a corre¢ao em primeira ordem para a energia do estado [1/2,1/2;1,0) é
nula. Para comparar com a expansao anterior devemos prosseguir uma ordem acima
em teoria de perturbacao. Entretanto, como as correcoes de 1* ordem j& eliminaram
a degenerescéncia, segue que a correcao de 2* ordem para esse estado é obtido de:

E3%—

A® = (1/2,1/2;1,0]V 5 QDH V|1/2,1/2;1,0)
0
413 B* Q
= 7;2 <1/2 1/2a170|Sle DH Slz|1/2 1/2,1,0>

onde Qp =1{1/2,1/2;0,0)(1/2,1/2;0,0| é o projetor no complemento do sub-espaco
degenerado inicial. Assim:
h
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e portanto

232
A® = “17. (15)
Logo, a energia corrigida até segunda ordem para o estado com s =1em =0 é:
A uiB?
Baoy=7+= 1 (16)

que ¢ igual a expansao da energia exata Fj.

4. A hamiltoniana de um elétron no atomo de hidrogénio incluindo o termo de acoplamento
spin-6rbita é dada por

2
p L dV,
H=—+V.(r ls+ ——F—r)L-S=Hy+ H
(Zm ol )) ©ls 2m2ccr dr( ) 0 L8
onde o primeiro termo é a hamiltoniana de um elétron no campo coulombiano do préton
que age trivialmente no espaco de spin do elétron. Trataremos os efeitos da interacao
spin-Orbita nos niveis de energia do elétron nos estados 2p em mais baixa ordem em teoria
de perturbacao.

Os estados 2p (n =2 e [ = 1) sdo autovetores de Hy que, na representagao onde L, e S,
sao diagonais, sao dados por:

|27 ]-7 my, ]-/2a m8>7
cuja energia é dada por Eéo) = —%,

Hol2,1,my,1/2,my) = EV(2,1,my,1/2, m,).

Note que energia é degenerada pois ela é a mesma para os estados com m; = —1,0,1 e
ms = +1/2, ou seja, temos 6 estados linearmente independentes com esse mesmo valor de
energia.

Por outro lado, o termo de acoplamento spin-orbita pode ser escrito sob a forma

1 dV,

Hps = —
dm2c?r dr

(r)(J* —L* — 87,

onde utilizamos o fato de que J = L®15+1,®S. Para determinar as correcoes de primeira
ordem na energia devemos diagonalizar a restricao de Hps no sub-espaco degenerado
{I2,1,my,1/2,mg)}. De fato é facil notar que a matriz que representa a restri¢cao de Hyg no
sub-espaco degenerado nao é diagonal pois J? ndo comuta com L, e com S,. Entretanto,
essa restricao pode ser diagonalizada pela transformacao unitaria que diagonaliza J? e
define uma base formada pelos vetores

12,1,1/2;5,my) = Y Ch2 012, 1,my,1/2,my),

myp ms m;

mi,ms

11



com j = 1/2,3/2 ¢ C,%@l %2 mjj sendo os coeficientes de Clebsch-Gordan. Observe que os

vetores |2,1,1/2; j,m;) sdo autovetores do termo de acoplamento spin-érbita,

h? 1dV, 11
Hrsl2,1,1/2;5,m;) = ————— (J+1)——112,1,1/2; 7, m;).
LS’ s Ly / 7]7mj> 4m3027’ dr (T) |:j(]+ ) 4:| | s Ly / a]:m]>
Nessas condicoes, as correcoes de mais baixa ordem para as energias dos estados 2p sao
os elementos da diagonal principal da representacao de Hyg na base {|2,1,1/2;j,m;)}:

2
. - R [ 1] /1w
A21j - <27171/27j7mj’HLS‘27171/27j7mj> - W |:j(j +1) - Z‘| <; dr (7’) 21’

e

onde o ultimo termo ¢é a integral radial que pode ser facilmente resolvida,

1dV, o0 1dV, e?
< = dr r? 20 = ——
(15, = [T oR G0 = 5

rdr
onde utilizamos o fato de que V.(r) = —e?/r e Ry(r) = (2a0)~*?(r//3ag)e"/?®, e
consequentemente
A(l),:e—4 '(‘+1)_E
217 96mc2a? SN 4 |’

para j = 1/2 e j = 3/2. Mais explicitamente:

A e A ¢

213 48mc?a? 213 96mecal

Finalmente, obtemos as energias dos estados 2p em ordem mais baixa em teoria de
perturbagao:

B =BO o (17a)
213 > 48m,ca} 2 6
[§
Bpo— B+ — & _po(1_ (17D)
213 2 96m..c?a’ 2 12 )7
onde
h 1
o=

MeCag 137

é a constante de estrutura fina. Concluimos assim que a interacao spin-érbita quebra
os estados 2p em dois niveis, associados respectivamente aos valores j = 1/2 e j = 3/2
do momento angular total. Em notacao espectroscépica representamos esses niveis como
2p1/2 € 2p3/2, respectivamente.
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