Vamos comegar a demonstragdo do principio da incerteza definindo dois vetores:
) = AAly)
8) = AB[Y)

onde AA = A — (A) e AB = B — (B)sao operadores hermiteanos, veja Lema 2. Pelo exercicio 5 sabemos que a
norma ao quadrado desses vetores é igual a dispersao

(ala) = (I(A— (4)*l) = o}

(B18) = (WI(B — (B)*|y) = oF.
No mesmo exercicio 5 mostramos que
(a]8) = (V| AAABY).
O produto AAAB pode ser escrito da seguinte forma

AAAB = %{A/l, ABY + %[A[l, AB
onde X o o
IAA,AB] = AAAB — ABAA

é o comutador de AA e AB e A R o o
{AA,AB} = AAAB + ABAA
é o anti-comutador de AA e AB.

Agora, vamos enunciar duas propriedades que usaremos na demonstragao.
i) O comutador de dois operadores hermiteanos é anti-hermiteano.
Sejam C' e D dois operadores hermiteanos.

¢, D)t = DGt — ETDt = DE— ED =~ D).

i) O anti-comutador de dois operadores hermiteanos é hermiteano.
Sejam C' e D dois operadores hermiteanos.

{C, D} =DICT + CTDt = DC + CD = {C, D}.

Os passos para deduzir o principio da incerteza estao na ordem das propriedades discutidas acima.
Da desigualdade de Schwarz temos que

choh > |(WAAABIY)?
> JHWHAA ABYY) + WIAA, ABIIY)?
> 7 (WAL ABYO)R + 10184, ABIIV)P?)
> JIWIAA AP

Como, o o
[AA,AB] = [A, B]
deduzimos o principio da incerteza:

UE‘OQB >

(W[4, B]|w) .

= =

Estado de incerteza minima.
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Naturalmente, o principio da incerteza depende de [¢)). Desse modo, dados dois observéveis incompativeis,
podemos achar o estado de incerteza minima, para o qual a desigualdade se torna igualdade.
A igualdade ocorre quando,

(W[{AA, AB}y) =0
AAlY) = —AABly).

A primeira das duas equagbes acima diz que o valor médio do anti-comutador é nulo. Vamos examinar as
consequéncias dessa restricao. Usando a segunda das duas equacoes, podemos mostrar que:

(W|ABAAJp) = —\y|AB?|¢)
(W|AAAB|p) = (P|ABAA)* = —\*(p|AB?[).

O anti-comutador é nulo se

N+ N (W|AB?|h) = (A" + No% =0.

Desse modo, concluimos que A é um nimero imaginédrio puro. Usando as relagoes acima podemos determinar o
valor de A :

(WI[A, Bllv) = (W[[AA, AB]ly) = (A = X")o
Como \* = — )\, temos que A é dada por: o
\_ (4, Bllw)

20%,

Resumindo, o estado de incerteza minima satisfaz a equacao

(A= (A)g) = -AB — (B)|v).

com A calculado acima.

Principio da incerteza de Heisenberg.

Os observaveis no principio da incerteza de Heisenberg, sdo os operadores posi¢do e momento, &, p respectiva-
mente. Como, [#,p] = ik, o principio da incerteza de Heisenberg é dado por:

hz
2 2
Ty

Note que, nesse caso, o limite inferior nao depende do estado.

Exercicio 5:

Mostre que se X eY sio operadores hermiteanos vale a identidade,

(718) = (@l XY8)

onde A
1) = X|a)

16) = Y18).

6.4 Principio da incerteza energia-tempo

Vamos examinar o principio da incerteza no caso particular onde [¢) é o vetor de estado do sistema no instante
t e a hamiltoniana um dos observaveis,



Pelo principio da incerteza temos que:

1 ~ A
chos = 71 MOIA, Hg®)*.
com as dispersoes de AeH iguais a,

0% = (WA = (A)*19(t) = WO A% [ (1) — (Y (0| Al(1))*
ot = (WOIH — (H)?[(t) = WO [() — (D) H9(1))?

Como, pelo exercicio 6, vale a identidade,

d(A A
n 2~ ol o)
o principio da incerteza fica igual a,
.12
R? |d({A
Ak %

Essa expressao sugere a introdugao de um tempo caracteristico dado por,

oA
TA = =
A7 T4
dt
e reescrever a relagao da incerteza como,
OHTA 2 5

A interpretagéo fisica de 74 é identificd-lo com o tempo necessédrio para que o valor médio do observavel A mude

de um valor igual ao seu desvio padrao. Em outras palavras, é um tempo caracteristico para notarmos uma

variagao do sistema.

Qualitativamente, podemos destacar dois limites:

a) oy — 0, T4 — 00, o sistema nao muda. Estado estaciondrio.

b) og — o0, T4 — 0, vetor de estado com dispersao da energia grande, tempo de mudanga pequeno.
Exercicio 6:

Mostre que , A
% = (W()|[A, H]Jb (1))

Sugestdao: Use a expansdo de |1)(t)) na base de estados estaciondrios,

() =Y cnlt)]tbn)

n

ih

EES

com ¢, (t) = ¢, (0)e~
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