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Apés todos esses passos vemos que
(W) _ T (e)
17 = > ST Sk
k.l

ou, em termos matriciais
TW) — gt g

indicando que as matrizes que representam o operador T estao relacionadas por uma transformagao unitaria.

4 Autovetores e autovalores de um operador hermiteano

A equagao de autovalores para um operador T ¢é dada por:
Tla) = Aa)

onde |a) é o autovetor de T e X o corespondente autovalor.

Nesta secao vamos investigar as propriedades da equacao de autovalores quando T é um operador hermiteano.
Um operador hermiteano é igual ao seu hermiteano conjugado, Tt = T. Como consequéncia dessa propriedade
a matriz que representa um operador hermiteano numa dada base é uma matriz hermiteana, T;; = T7;.

4.1 Propriedades

1. Os autovalores de um operador hermiteano sao reais.
Prova: Seja A um autovalor de T',
Tla) = Ma).

Entao, R
(a|T|a) = Mala)

Como T' é um operador hermiteano, vale as relagoes mostradas abaixo:
(a|Tla) = (a|TM|a)* = (a|T]a)" = X*(ala)
Igualando, temos que
(A=) {a]a) = 0.
Como o autovetor tem norma nao-nula, (a|a) # 0, concluimos que A = \* | isto é, \ é real.

2. Autovetores com autovalores distintos sdo ortogonais.
Prova: Sejam \; e Ao dois autovalores distintos de T', A1 # Ao, ou seja,

Tlan) = Aiaq)

T|OZ2> = )\2|OZ2>.
Entao A

(a|T'ar) = Ar{az|a).

Usando o fato de 7' ser um operador hermiteano para calcular esse mesmo elemento de matriz, achamos
que R X R
(aa|T|on) = (| TTag)* = (o |Ta2)* = Ag{|aa)* = Ao(az|er)



Igualando, temos que
()\2 — )\1)<042‘Ck1> =0.

Como A1 # A2 concluimos que os autovetores sdo ortogonais,

<042|CY1> =0.

. Resolugao da equagao de autovalores.
Para resolver a equacao de autovalores

Tla) = Aa).
temos que determinar a representacio do operador hermiteano, 7', numa dada base {le:)}
Tles) =Y Tjile;),
J
com R
Tji = (ej|Tes).
Expandindo os autovetores nessa mesma base, {|e;)},
ja) =) ciles),
i

podemos calcular facilmente

Tlo)y =Y ciTled) =Y ciTjile;)
i g

Aa) =Y Aejle;).
J
Igualando, vemos que a equagao de autovalores fica igual a,

ZTjici = )\Cj
i

ou, na forma matricial
Tec= Ac.

Assim reduzimos o problema de achar os autovalores e autovetores de um operador hermiteano ao problema
de achar os autovalores e autovetores de uma matriz hermiteana, a representagao do operador numa dada
base. Os autovalores dessa matriz sdo os autovalores do operador e os autovetores sdo as componentes da
expansao do autovetor nessa mesma base.

Calculo dos autovalores. Equacao caracteristica.
A equacao de autovalores é um sistema de n equacoes lineares homogéneas acopladas

Z(Tj‘ — (5]--)61- =0

%

que tem solugao somente se o determinante das incégnitas é nulo
det(T— A1) =0

onde 1 é a matriz unidade de ordem n.

Calculando o determinante, chegamos numa equagao algébrica de ordem n em A, chamada de equagao
caracteristica para os autovalores. O fato da matriz ser hermiteana garante que ela tem n raizes reais
incluindo a multiplicidade. Para cada raiz, resolvemos o sistema de equacgoes lineares acopladas para achar
as componentes dos autovetores.



5. Os autovetores de um operador hermiteano formam uma base no espago dos vetores de estado.
Devemos distinguir dois casos :
Caso (i): Os autovalores sao distintos. Nesse caso vamos destacar duas propriedades. Uma, que os
autovetores sdo ortogonais. A outra que, nesse caso, existe uma relacdo biunivoca entre autovetor e
autovalor, o que permite rotular o autovetor pelo correspondente autovalor,

TIA) = NilAs),
(AjAi) = 65

Caso (ii): Existe degenerescéncia.
A degenerescéncia ocorre quando existem raizes com multiplicidade diferente de 1, por exemplo, o autovalor
A; tem multiplicidade d; , isto é, o autovalor \; tem degenerescéncia igual a d;.

O fato da matriz ser hermiteana garante que no subespago degenerado existe d; vetores linearmente inde-
pendentes que podem ser ortogonalizados, por exemplo, pelo método de Gram-Schmidt.

Diferente do caso anterior, nao existe uma relagao biunivoca entre autovetor e autovalor, e precisamos
outro rétulo para selecionar um entre os d; autovetores degenerados. Um exemplo de uma possivel escolha
seria {| A, i)}, K =1,...,d; com d; sendo a ordem da degenerescéncia do autovalor \;

T|Ni, Tik) = Nil iy Tik)
(i Tik| Aj» Tj1) = 0igOni-
6. Diagonalizacao.
Uma vez resolvida a equacao de autovalores, terminamos com duas bases no espago dos vetores de estado:

a base escolhida para resolver a equagao de autovalores e a base dos autovetores do operador hermiteano
T. Como discutimos anteriormente, as duas bases estdo relacionadas por uma transformacao unitaria,

o) = Slex)

onde o indice k estabelece uma ordenacao do conjunto dos autovetores de T.

Os elementos da matriz S sdo determinados pelas componentes da expansao dos autovetores na base {|e;) },

o) = Z|€j>5jk

J
k
o) =3 Jej)el™
J

Comparando, vemos que os elementos da k-ésima coluna da matriz S sao as componentes da expansao do
L. k ~ s . .
k-ésimo autovetor na base {le;)}, Sjr = c§. ). S gera uma transformagao unitaria que diagonaliza T":

A= 5TTs

onde A é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os autovalores de T, Aij = Xibij.

5 Equacao de Schrodinger dependente do tempo. Estados esta-
cionarios.

(a) O vetor de estado do sistema no instante ¢ é determinado resolvendo-se a equagdo de Schrodinger
dependente do tempo:

0 A
i () = Hlv (1)

dado o vetor de estado no instante inicial |1)(to)), onde H é o operador hamiltoniana do sistema.
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(b) Os estados estaciondrios sao caracterizados pela propriedade da dependéncia temporal de |9 (t)) ser
da forma

(1)) = e~ P p)

A condigao para que |1(t)) seja uma solugao da equagao de Schrodinger dependente do tempo é |¢)
ser uma solucao da equagao de Schrodinger independente do tempo

H|p) = E[y).

(¢) A equagao de Schrodinger independente do tempo é uma equagao de autovalores para o operador
hamiltoniana H, o estado estaciondrio |i)) é o autovetor e E é o autovalor.

(d) Os autovalores de H sao os niveis de energia do sistema.

(e) A equagdo de autovalores fornece uma colegao de solugdes [11), [th2), ..., [1h,) associada as energias
FE1, FEs, ..., E, caso exista, incluindo a multiplicidade. Essa colecao de autovetores de H formam uma
base no espago dos vetores de estado.

(f) A solucdo mais geral da equagdo de Schrédinger dependente do tempo pode ser escrita como uma
combinacao linear dos estados estacionarios

(1)) = Y cne” FE Ty,

onde os coeficientes ¢,, sao os coeficientes da expansao do estado inicial na base de estados estacionarios
[¥(t0)) = D calton)
n

com

Cn = (Pulib(to))-

6 Principio da incerteza

6.1 Valor médio e dispersao das medidas de um observavel

Valor médio R
Se o sistema estd no estado |¢), a probabilidade de numa medida do observavel A acharmos o valor a;, é
dado pelo médulo ao quadrado do produto escalar de |[¢)) com o autovetor de A com autovalor ay,

plai, ) = [{ail¥)]*.

Por definicdo o valor médio das medidas de um observavel A se o sistema estd no estado |¢) é dado por

<A> = Zaip(aiﬂ/’) = Za¢|<ai|¢>|2~

?

Como os autovetores de A formam uma base, |1)) pode ser escrito como uma combinacao linear dos

autovetores de 121,
) = Z cilai)
i
com

c; = (a;[¥).

Entao

Ay = Zcii‘i\aﬁ = Zai<ai|¢>|ai>
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¢|A|1/1 Zaz a2|’l/J ’@[}laz Zaz az|¢ GZW Zaz a2|¢

Assim, o valor médio das medidas de A, se o sistema est4 no estado |th) é igual a
(4) = (Wl AJ).

Dispersao das medidas de A

Por defini¢ao a dispersao das medidas de A é dada por
oh =Y (a;i — (A))’p(a;, ¥).

Como

a dispersao fica igual a

Dado que

>_plai ) = (Uly) =1,
> aiplai ) = (A) = (WIAJp),
D atplaiv) = (A%) = (] A%0)

onde a ultima relagao é facilmente deduzida se lembrarmos que
A%a;) = a?la;).

chegamos a concludo que a dispersao é dada pelo valor médio de A? menos o valor médio de A ao quadrado

oh = (WIA%)Y) — (V] AJp)?
ou uma expressao equivalente . .
o% = (YA~ (4))*|¥).

A igualdade dessas duas expressoes segue imediatamente de:
(A - (A))? = A2 — 2A4(4) + (A)%.
Como o valor médio de um operador hermiteano é um nimero real,
(Wl Al) = (W|AT[w)* = (V| Al)",

podemos concluir que a dltima expressao de 04 é a norma ao quadrado do vetor de estado |a) = (A —

(A)):

oh = (ala).
Vemos entéo que a dispersao se anula se e somente se |a) é o vetor nulo, |a) = |®),
(A= (A)ly) = |®)
ou ) )
Alp) = (A1)

isto ¢, [¢) é um autovetor de A com autovalor (A).
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6.2 Principio da incerteza

Vamos demonstrar que se A e B sao dois observaveis vale a relagao de incerteza,

ohoh > *I(ibl[ Bllg)?

onde[A, B] é o comutador de A e B:
A, B = AB - B

Observaveis para os quais [fl, B] # 0 sdo chamados de observéaveis incompativeis. Vemos entdo que,
como existe um limite inferior para o produto das dispersoes, elas ndo podem ser reduzidas independente-
mente. Por exemplo, se A B¢ um par de observaveis incompativeis, quao mais precisas sao as medidas
de A mais imprecisas sio as de B. Por outro lado, observéveis para os quais [4, B] = 0 sdo chamados
de observaveis compativeis. Nesse caso nao existe nenhuma restricao quanto a precisao das medidas
desses dois observaveis.

6.3 Prova do principio da incerteza
Para provar o principio da incerteza vamos enunciar trés lemas:

Lema 1 Desigualdade de Schwarz:
(ale)(B18) > [{alB)[*.

Prova: Seja |y) = |a) + A|5). Entao a norma de |y) é dada por :
(v17) = {ala) + MalB) + A" (Bla) + [A*(B]6)-

Se A = gg‘lgi a norma del|y) fica igual a,
_ _ alp)?
(ala)(B18) — [l B)]?
I
portanto

(ala)(BI8) = [{alB)[.
A igualdade ocorre se |7) = |®) ou |a) = —A|5).

Lema 2 O wvalor médio de um operador hermiteano € real.

Prova: R R R
(WlAl) = (W] AT[Y)* = (Y] Afy)*
e portanto

(V]| Al) = (L] Al)"
Lema 3 O valor médio de um operador anti-hermiteano € puramente imagindrio.

Prova: Um operador anti-hermiteano é igual a menos o seu hermiteano conjugado, AT = —A

(WlAJg) = (W[AT|y)* = —(p|AJp)*
portanto

(WIAR) = = (| Aj)*.
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