Estrutura geral da Mecanica Quantica

Neste capitulo desenvolveremos o formalismo da Mecanica Quantica. Terminologia, notacao e base ma-
tematica necessaria para descrever a estrutura da teoria e que permite estender a interpretagao estatistica para
qualquer observavel. No desenvolvimento do formalismo enunciaremos os principios fundamentais da Mecanica
Quantica e discutiremos os conceitos necessarios para entendé-los.

1 Postulados da Mecanica Quantica

Postulado 1 O estado do sistema € representado por um vetor num espago vetorial complexo munido de um
produto escalar hermiteano, o espaco de vetores de estado.

Notagao: vetor de estado, [¢).
Produto escalar de dois vetores: |¢) e |¢), (&]).

Postulado 2 (Generalizagao da hipé6tese estatistica) Os observdveis sdo representados por operadores her-
miteanos. O resultado da medida de um observdvel A é um dos seus autovalores. A probabilidade de acharmos
0 valor a; numa medida de A, se o sistema estd no estado [t), é o mdédulo ao quadrado do produto escalar de
1) com o autovetor de A com autovalor a;,

plai, ) = [(ai|)?,
Ala;) = ag)as).

Postulado 3 (Redugio do pacote de onda) Se numa medida do observivel A acharmos o valor a;, o sis-
tema muda de um modo abrupto para o auto-estado de A com esse autovalor.

Caso particular: se o sistema estd num auto-estado do observdvel A de autovalor a;, numa medida desse
observdavel acharemos a; com certeza e o estado do sistema nao muda.

2 Espaco dos vetores de estado

Vamos retomar o enunciado do postulado 1.

O estado do sistema é representado por um vetor num espago vetorial complexo munido de um produto
escalar hermiteano, o espaco de vetores de estado.
Observagdo sobre notagdo: vamos adotar uma notagio para os vetores de estado devido a Dirac, |a), onde a é
o rétulo identificador do vetor de estado.

Um espago vetorial consiste de um conjunto de vetores, (|a), |3),]7),...), e um conjunto de escalares (a, b, c, . . .)
onde estao definidas duas operacoes, adicao de vetores e multiplicagdo por um escalar.

e Adigao de vetores: A soma de dois vetores é outro vetor,

la) +18) = 7).

A adicao de dois vetores é comutativa,

@) +18) = 18) + |a),



e associativa,

) +(18) + 1) = (la) +16)) + 1)

Existe um vetor nulo |®) tal que
) +®) = |a)

para qualquer |a).
Para qualquer vetor |a), existe um vetor que é o seu inverso tal que

la) + ] — o) = ®).
e Multiplicagao por um escalar: A multiplicacdo de um vetor por um escalar é outro vetor,
ala) = |y).
A multiplicagdo por um escalar é distributiva com respeito a adicao de vetores,
a(|a) +[8)) = ale) +a|f),
e com respeito a adicao de escalares,
(a+b)|a) = ala) + bla).
E associativa com respeito a multiplicacao de escalares,

a(bla)) = (ab)|).

2.1 Produto Escalar

O espaco de vetores de estado é munido de um produto escalar hermiteano.

O produto escalar é uma operacdo que associa a todo par de vetores,|a), |), um nimero complexo denotado
pelo simbolo (3|«), satisfazendo as seguintes propiedades :

a) (Bla) = (a|B)”

b) (al(|8) + 7)) = {aB) + (aly)

c) (aleB) = c{alf)

d) (a|a) = (a]a)* > 0, {ala) = 0 se e somente se |a) = |®)

Das propiedades a) e c) segue que (ca|8) = ¢*{«|f5)

E das propiedades a) e b) segue que ((b3| + {cy)|a) = b*(B|a) + ¢*{7]c)

Exercicio 1:
a) Deduza a desigualdade de Schwarz:

{alB)* < (ala)(815)-
b) Deduza a desigualdade triangular:

lla+ Bl < e + 1151

2.2 Base no espacgo dos vetores de estado

Um dado vetor |x) é linearmente independente do conjunto de vetores |a), |3), |7}, ... se ele ndo pode ser escrito
como uma combinagao linear desses vetores,

Ix) # ala) +b|B) +c|y) +...



Um conjunto de vetores ¢é linearmente independente se cada um deles é independente do resto. Um tal conjunto
define uma base no espago vetorial se qualquer vetor puder ser escrito como uma combinagao linear dos vetores
do conjunto ,

la) = a1|d1) + as|p2) + ...+ anlon)

O numero de vetores da base define a dimensdo do espago vetorial. A dimensao pode ser finita, enumerdvel
infinita, nao-enumeravel infinita.
A norma de um vetor é definida como:

laf| = V/(ale).

Se (ala) =1 o vetor |a) é normalizado. Se {(«|B) = 0 os vetores sdo ortogonais. Numa base ortonormal os
vetores da base sao ortogonais e normalizados.

(dilgs) =0

Com respeito a uma dada base, qualquer vetor pode ser expresso como uma combinagao linear dos vetores da

base,
= axlow).
k

Os coeficientes da expansio , ai, que sao as componentes do vetor |«) na direcdo dos vetores da base,sdo dados
) b b)
pelo produto escalar do vetor |a) com cada vetor da base,

ar = (x|@)

Exercicio 2: Mostre que a, = (¢i|a).

Veja que

(Pr]a) = E ai{¢r|¢i) = E a;0ki = ay.
i
Assim, temos que

= |ox) Pkl ).
%

Exercicio 3: Mostre que o produto escalar de dois vetores pode ser escrito em termos de suas componentes
numa dada base ortonormal como
(o] B) = E a;b;.

O dado ¢ a expansao dos vetores |a) e |F) numa base ortonormal

= Zai|¢i>
B) = sz|¢z>

Calculando explicitamente o produto escalar:
(alp) = Z bilalgi) = bileila)*
i
e levando em conta que (¢;|a) = a; concluimos que:

(o] B) = Za b;.



3 Operadores Lineares
Operadores sao objetos que transformam um vetor em outro vetor,
Tla) = |Ta) = |5).

Um operador é linear se vale a propriedade

T(ala) +0|8)) = aTla) +0T13)
= a|Ta)+b|T3)

para quaisquer vetores |a) e 3) e quaisquer escalares a e b.
A soma e o produto de operadores lineares pode ser definida de forma natural através das relagoes:

(X +Y)a) = Xla)+Y]a),
(XY)|e) X
A soma de operadores é comutativa e associativa:
X+Y = Y+X,
X+Y+2) = (X+Y)+2.

O produto de operadores em geral é nao-comutativo

mas € assoctativo o o
X(YZ)=(XY)Z.
A agéo de um operador em qualquer vetor |«) estd determinada se sabemos sua agdo nos vetores de uma
base no espaco dos vetores de estado:

T\g1) = Tulgr) + Toold2) + ... + Toildn)
ou seja, )
Tlps) = Z |5) T
J
onde

Tji = (81T ).

Se |a’) é o vetor de estado transformado pela acio do operador 7' no vetor |o)

vamos mostrar que os T;; relaciona os coeficientes da expansao desses vetores na base {|¢;)}.

o) =" ailéi)

2

o) = Y ailon).



Veja que

Tla) = Z%T|¢i> = Z |6 Tjia;
i i

Comparando
o) = Zaﬂqu) = Z |95)Tjia;-
J i,

temos que
!
a; = g Tjia;.
i

ou, em forma matricial,
a =Ta

Assim vemos que a matriz T transforma um vetor de componentes (ay, az, .. .) num de componentes (a}, ay, .. .).
Concluindo,fixamos os vetores dando os coeficientes de sua expansdo numa base ortonormal.No caso de opera-
dores, determinando sua acao nos vetores de uma base ortonormal.

Formalizando as observagoes acima vamos associar a cada vetor |a) uma matriz coluna cujos elementos sao o
conjunto ordenado dos coeficientes da expansao de |«) numa dada base ortonormal , |¢;). Essa matriz coluna é
a representagao do vetor |«) na base |¢;).

Do mesmo modo, a cada operador vamos associar uma matriz cujos elementos sao determinados pela agao do
operador nos vetores de uma dada base ortonormal.Essa matriz é a representacao do operador na base |¢;).
Assim, dada uma base, temos:

|oz><—>aT=(a1,a2,...,an),
e
Ty T2 -+ Ty
. To1 T -+ oy
T+——T=
Tln T2n Tnn

Exercicio 4: Seja Zo produto de dois operadores
Z=YX

Mostre que a matriz que representa Z numa dada base ortonormal,é o produto das matrizes que representam
XeY nessa mesma base.

Seja A
Xl|¢;) = Z |9:) X5
Vies) =D lonYe,
Entao

X|p;) = Z |pi) X j

YX|g) = Yo Xij =Y |6k YiXi,

i,k



Mas, )
Z6i) = |6x) D
k

Comparando , temos que,
Zki = ZYk,ij,I
J

ou
Z=YX
3.1 Operadores hermiteanos. Operadores unitarios

Na formulacdo da Mecanica Quantica se destacam duas classes de operadores lineares, operadores hermiteanos
e operadores unitarios. Para estabelecer as propriedades desses operadores, vamos associar a cada operador T,
um outro operador 7', denominado de operador hermiteano conjugado de 7', onde Tt é definido pela relacio,

(| TT(8) = (BIT|cr)*.

Como consequéncia dessa relacio, a matriz que representa 7’7 numa dada base é a transposta complexa conjugada
da matriz que representa T,
T
T, =T}

Em outras palavras a matriz que representa 7’7 é a matriz hermiteana conjugada da matriz que representa 7.
Operadores hermiteanos sao iguais aos seus hermiteanos conjugados

Tt ="T.

[©

Nesse caso a matriz que representa 7' numa dada base é uma matriz hermiteana. Uma matriz hermiteana
igual a sua hermiteana conjugada
_ *
Ti; =T}

Quando existe, o operador inverso do operador U, U‘l, é definido pela relacao
GO = 0 = 1

onde 1 é o operador unidade. Consequentemente as matrizes que representam esses operadores satisfazem a
relacao
Ut =U"U =1

onde 1 é a matriz unidade.
Um operador é unitario se o seu inverso € igual ao seu hermiteano conjugado

vl=yut
Ut =00t == 1.

Matrizes cujas inversas sao iguais as suas hermiteanas conjugadas sao chamadas de matrizes unitarias.

3.2 Mudancga de base

Dado um vetor e um operador linear definidos no espago de vetores de estado, as componentes do vetor e os
elementos da matriz que representa o operador linear dependem da escolha da base. Entao podemos perguntar
como esses nimeros mudam quando consideramos bases diferentes.
Para responder essas questoes considere duas bases ortonormais no espaco de vetores de estado: {|u;)} e
(ilpj) = 65,

<¢i|¢j> = 5ij~



Os vetores das duas bases estao relacionados por uma transformagao linear
i) = S1i) = D 16,)Si
J

onde N

Sji = (51vi) = (¢515194)
onde S é um operador unitario. Para mostrar essa propriedade vamos calcular (Vilh;) = d;5:

(Wils) = 0i5 = > (Vildr) Si;-
k

Mas
(Grli) = (Dkld;)Sji = Ski-
J

Como (3| ¢r) = (pr[vi)* = S, temos que
5” = Z SZiSkj = Z (ST)ikSkj
k k
ou
STs=1

garantindo que S é uma matriz unitaria. Como a representagdo de um operador unitario é uma matriz unitaria
concluimos que o operador que relaciona os vetores de duas bases distintas é um operador unitario.
Note que o fato da transformagao ser unitaria é uma consequéncia direta dela ser entre bases ortonormais.

Para responder a pergunta de como as componentes da expansao de um vetor de estado se transformam
considere a expansao de um vetor nas duas bases,

o) =" al6) =3 al” )

onde a§¢) significa o coeficiente da expansao de |a) na base {|¢;)}, analogamente nos outros casos.

Para determinar como os coeficientes se transformam considere os passos explicitados abaixo

(w) = (¢;]a) = Z<¢i|¢j>a§- Z<¢J|¢ )" (¢) Z ji ]

J J

al(_lb) = Z(ST)U a; ?

J

mostrando que

ou na forma matricial
¥) — gta(®).

A questao agora é como a matriz que representa um operador linear é modificada pela mudanca de base.
Para isto considere a representacao de T' nas duas bases

Ty =3 )T
J

s Zm 7.

Os passos para determinar como as matrizes se transformam sao os seguintes



TV = (Tl =Y @[ Tlén) Sk = > (05100 T S

k k,l

s

> (@) T Sk = D ST S

k,l k,l

Apés todos esses passos vemos que
() _ T (e)
T = SHTy Sk
k,l
ou, em termos matriciais
TW) — gt g

indicando que as matrizes que representam o operador 7T estao relacionadas por uma transformagao unitaria.



