Estrutura geral da Mecanica Quantica

Neste capitulo desenvolveremos o formalismo da Mecanica Quéantica. Terminologia, notacao e base matemaética
necessaria para descrever a estrutura da teoria e que permite estender a interpretagao estatistica para qualquer
observavel. No desenvolvimento do formalismo enunciaremos os principios fundamentais da Mecanica Quantica
e discutiremos os conceitos necessarios para entendeé-los.

1 Postulados da Mecanica Quantica

Postulado 1 O estado do sistema € representado por um vetor num espac¢o vetorial complexo munido de um
produto escalar hermiteano, o espaco de vetores de estado.

Notagao: vetor de estado, |¢).
Produto escalar de dois vetores: |¢) e |1), (¢[1)).

Postulado 2 (Generalizacdo da hipdtese estatistica) Os observdveis sao representados por operadores her-
miteanos. O resultado da medida de um observdvel A é um dos seus autovalores. A probabilidade de acharmos
o valor a; numa medida de /i, se o sistema estd no estado |¥), € o mddulo ao quadrado do produto escalar de
1) com o autovetor de A com autovalor as,

plai,¥) = [(ail¥)?,
A\aﬁ = ai|ai>.

Postulado 3 (Redugao do pacote de onda) Se numa medida do observdvel A acharmos o valor a;, o sis-
tema muda de um modo abrupto para o auto-estado de A com esse autovalor.

Caso particular: se o sistema estd num auto-estado do observdvel A de autovalor a;, numa medida desse
observavel acharemos a; com certeza e o estado do sistema nao muda.

2 Espaco dos vetores de estado

Vamos retomar o enunciado do postulado 1.

O estado do sistema é representado por um vetor num espago vetorial complexo munido de um produto
escalar hermiteano, o espaco de vetores de estado.
Observagdo sobre notagdo: vamos adotar uma notacao para os vetores de estado devido a Dirac, |a), onde « é
o rétulo identificador do vetor de estado.

Um espago vetorial consiste de um conjunto de vetores, (|a), |8), |7), - - .), e um conjunto de escalares (a, b, ¢, . . .)
onde estao definidas duas operagoes, adicao de vetores e multiplicagao por um escalar.

e Adigao de vetores: A soma de dois vetores é outro vetor,

|la) +18) = 1).

A adicao de dois vetores é comutativa,

@) +16) = 18) + |a),



e associativa,

@) +(18) + 7)) = (la) +18)) + |)-

Existe um vetor nulo |®) tal que
@) + @) = |a)

para qualquer |a).
Para qualquer vetor |a), existe um vetor que é o seu inverso tal que

la) +]—a) =|®).
e Multiplicagao por um escalar: A multiplicagdo de um vetor por um escalar é outro vetor,
aler) = [7).
A multiplicagdo por um escalar é distributiva com respeito & adi¢do de vetores,
a(|a) +8)) = ale) +alB),
e com respeito a adicao de escalares,
(a +b)|a) = a|a) + bla).
E associativa com respeito a multiplicagao de escalares,

a(bler)) = (ab)|).

2.1 Produto Escalar

O espacgo de vetores de estado é munido de um produto escalar hermiteano.

O produto escalar é uma operacdo que associa a todo par de vetores,|a),|3), um nimero complexo denotado
pelo stmbolo (B|a), satisfazendo as seguintes propiedades :

8) (Bla) = (lB)*

b) (al(18) + 1)) = (@I8) + (al7)

c) (aleB) = c{alp)

d) (a|a) = (a]a)* > 0, {ala) = 0 se e somente se |a) = |®)

Das propiedades a) e ¢) segue que (ca|B) = ¢*{«|B)

E das propiedades a) e b) segue que ((b3] + (cy)|a) = b*(B|a) + ¢*{v]a)

Exercicio 1:
a) Deduza a desigualdade de Schwarz:

[{alB)* < (al)(B]B).
b) Deduza a desigualdade triangular:

e+ BII < [lef] + 11511

2.2 Base no espago dos vetores de estado

Um dado vetor |x) é linearmente independente do conjunto de vetores |a), |8), |7}, ... se ele ndo pode ser escrito
como uma combinagao linear desses vetores,

X) # ala) +bIB) +cly) + ...



Um conjunto de vetores ¢é linearmente independente se cada um deles é independente do resto. Um tal conjunto
define uma base no espago vetorial se qualquer vetor puder ser escrito como uma combinacao linear dos vetores
do conjunto ,

|a> = a1‘¢1> + a2|¢2> .ot an|¢n>

O numero de vetores da base define a dimensdo do espago vetorial. A dimensdo pode ser finita, enumerdvel
infinita, ndo-enumeravel infinita.
A norma de um vetor é definida como:

ladl = v{ala).
Se (ala) =1 o vetor |a) é normalizado. Se («|B) = 0 os vetores sdo ortogonais. Numa base ortonormal os
vetores da base sao ortogonais e normalizados.

(pilpj) = o

Com respeito a uma dada base, qualquer vetor pode ser expresso como uma combinagao linear dos vetores da

base,
@)= aklér).
k

Os coeficientes da expansao , ax, que sao as componentes do vetor |a) na direcao dos vetores da base,sdo dados
pelo produto escalar do vetor |a) com cada vetor da base,

ar = (¢xla)

Exercicio 2: Mostre que ay, = (dx|a).

Veja que

(Pk|a) = Zaz (Pr|di) :Zai5ki:ak-
i
Assim, temos que

= k) (k| ).
%

Exercicio 3: Mostre que o produto escalar de dois vetores pode ser escrito em termos de suas componentes
numa dada base ortonormal como
(o] B) = E a;b;.

O dado é a expansao dos vetores |a) e |3) numa base ortonormal

= Zai|¢i>
= Zbi|¢i>

Calculando explicitamente o produto escalar:
(a]B) = Zb (algi) =D bigila)”

e levando em conta que (¢;|a) = a; concluimos que:

(o] B) = Za b;.



3 Operadores Lineares

Operadores sao objetos que transformam um vetor em outro vetor,

Um operador é linear se vale a propriedade

aT|e) + bT'| B)
= a|Ta) + b|TB)

T'(ala) +0|5))

para quaisquer vetores |a) e 8) e quaisquer escalares a e b.
A soma e o produto de operadores lineares pode ser definida de forma natural através das relacoes:

(X +Y)) = Xla)+Yla),
(XY)|a) X(Yla)).
A soma de operadores é comutativa e associativa:
X+Y = Y+X,
X+Y+2) = (X+Y)+ 2.
O produto de operadores em geral é nao-comutativo
XY #YX

mas é associativo
X(YZ)=(XY)Z.
A acdo de um operador em qualquer vetor |a) estd determinada se sabemos sua ac¢ao nos vetores de uma
base no espago dos vetores de estado:

T|¢1) = Tiler) + Toalga) + - + Tt én)
T|¢n> = T1n|¢1> + T2n|¢2> + ...+ Tnn|¢n>7
ou seja, A
T\6i) = |65)Tyi
J
onde

Tji = <¢g|T|¢z>

Se |a’) é o vetor de estado transformado pela acio do operador T no vetor |a)

vamos mostrar que os T;; relaciona os coeficientes da expansao desses vetores na base {|¢;)}.

o) = Zai|¢i>

o)) = Y allon).



Veja que

Tla) = ZaiT|¢i> = Z |95)Tjia;
i i

Comparando
o) = Y djles) = D165 Triai.
J 2}

temos que
!
(lj = E T}zaz
i

ou, em forma matricial,
a =Ta

Assim vemos que a matriz T transforma um vetor de componentes (ay, az, . . .) num de componentes (a}, ab, .. .).
Concluindo,fixamos os vetores dando os coeficientes de sua expansao numa base ortonormal.No caso de oper-
adores, determinando sua agao nos vetores de uma base ortonormal.

Formalizando as observagdes acima vamos associar a cada vetor |a) uma matriz coluna cujos elementos séo o
conjunto ordenado dos coeficientes da expansao de |«) numa dada base ortonormal , |¢;). Essa matriz coluna é
a representagao do vetor |a) na base |¢;).

Do mesmo modo, a cada operador vamos associar uma matriz cujos elementos sao determinados pela acao do
operador nos vetores de uma dada base ortonormal.Essa matriz é a representacao do operador na base |¢;).
Assim, dada uma base, temos:

|a><—>o¢T:(a1,a2,...,an),
e
T T2 -+ Ty
. Ty Top - oy
T+—T=
Tln T2n Tnn

Exercicio 4: Seja Zo produto de dois operadores
Z=YX

Mostre que a matriz que representa Z numa dada base ortonormal,é o produto das matrizes que representam
XeY nessa mesma base.

Seja A
X|¢j> = Z |¢z’>Xi,j
?|¢j> = Z |$:)Yi
Entao

X|¢j> = Z|¢i>Xi,j

YX[6;) =D Vie)Xiy =D |on)VeiXe,

ik



Mas, R
Zl¢i) = |6k) Zn.s
%

Comparando , temos que,
Zri= YeiXj1
j

ou
Z=YX

3.1 Operadores hermiteanos. Operadores unitarios

Na formulagao da Mecanica Quantica se destacam duas classes de operadores lineares, operadores hermiteanos
e operadores unitarios. Para estabelecer as propriedades desses operadores, vamos associar a cada operador T
um outro operador TJr denominado de operador hermiteano conjugado de T, onde T é definido pela relacao,

(T7|8) = (BIT )"

Como consequéncia dessa relacao, a matriz que representa 7 numa dada base é a transposta complexa conjugada
da matriz que representa T,
T
T =T}

Em outras palavras a matriz que representa 77 é a matriz hermiteana conjugada da matriz que representa 7T
Operadores hermiteanos sao iguais aos seus hermiteanos conjugados

Th=T.

Nesse caso a matriz que representa 7' numa dada base é uma matriz hermiteana. Uma matriz hermiteana é
igual a sua hermiteana conjugada
_ *
Ty =Tp;.

Quando existe, o operador inverso do operador U, U —1 ¢ definido pela relacao
Uu'=0"'0=1

onde 1 é o operador unidade. Consequentemente as matrizes que representam esses operadores satisfazem a
relagao
uutt=U"'U =1

onde 1 é a matriz unidade.
Um operador é unitdrio se o seu inverso é igual ao seu hermiteano conjugado

o=t = ot
010 = 00 == 1.

Matrizes cujas inversas sao iguais as suas hermiteanas conjugadas sao chamadas de matrizes unitarias.

3.2 Mudanga de base

Dado um vetor e um operador linear definidos no espaco de vetores de estado, as componentes do vetor e os
elementos da matriz que representa o operador linear dependem da escolha da base. Entao podemos perguntar
como esses numeros mudam quando consideramos bases diferentes.
Para responder essas questoes considere duas bases ortonormais no espago de vetores de estado: {|i;)} e
{Io0)},
<1/fz'|1/1j )=

(Bild) = 0.



Os vetores das duas bases estao relacionados por uma transformagao linear
J

onde .
Sji = (pjlhi) = (6;]S]os)

S é um operador unitério. Para mostrar essa propriedade vamos calcular (1;|v;) = d;;:
(Wilg) = 035 = > (il dr) Sij-
k

Mas
¢k|wl Z ¢k|¢] ji — Sk’L
J

Como (Yildk) = (Pr|1i)* = S, temos que
0ij =Y StaSky = Y (S ik Sk,
k k
ou
StS =1

garantindo que S é uma matriz unitaria. Como a representagao de um operador unitario é uma matriz unitaria
concluimos que o operador que relaciona os vetores de duas bases distintas é um operador unitario.
Note que o fato da transformagao ser unitdria é uma consequéncia direta dela ser entre bases ortonormais.

Para responder a pergunta de como as componentes da expansao de um vetor de estado se transformam
considere a expansao de um vetor nas duas bases,

@)=Y "al16) =" al” |v)

onde a(¢) significa o coeficiente da expansao de |a) na base {|¢;)}, analogamente nos outros casos.
Para determinar como os coeficientes se transformam considere os passos explicitados abaixo

ol = (i) = 37 (Wilo)al? = 37 (i) al®) = Zm

J J

agw) _ Z (ST)ijagflﬁ)

J

mostrando que

ou na forma matricial

¥) — §ta(®).

A questao agora é como a matriz que representa um operador linear é modificada pela mudanca de base.
Para isto considere a representacao de T' nas duas bases

Tl =Y )T

J

Tlge) =3 o) T
J

Os passos para determinar como as matrizes se transformam sao os seguintes



T (Wil Tl = 37 (Wl Tow) Sk = Y (w5lé) T S
k

k,l

Z <¢l|¢j>*le Ski = ZSZ;I}(;))SM.

k,l k,l

Apbs todos esses passos vemos que
) _ T (o)
T = SHTy Swi
ou, em termos matriciais
¥) — gt g

indicando que as matrizes que representam o operador T estao relacionadas por uma transformagao unitéaria.

4 Autovetores e autovalores de um operador hermiteano

A equagao de autovalores para um operador T é dada por:
Tla) = Ala)

onde |a) é o autovetor de 7' e A o corespondente autovalor.

Nesta segao vamos investigar as propiedades da equagao de autovalores quando T é um operador hermiteano.
Um operador hermiteano é igual ao seu hermiteano conjugado, Tt =T. Como consequéncia dessa propiedade a
matriz que representa um operador hermiteano numa dada base é uma matriz hermiteana T;; = T7;.

4.1 Propriedades

1. Os autovalores de um operador hermiteano sao reais.
Prova: Seja A um autovalor de T, .
T|a) = AMa).

Entao, A
(a|T]a) = Mala)

Como 71" é um operador hermiteano, vale as relagoes mostradas abaixo :
(a|T|a) = (alT[a)" = (@|T|a)* = X*(ala)
Igualando , temos que
(A= X"){a]a) =0.
Como o autovetor tem norma nao nula, («|a) # 0, concluimos que A = A* Jisto é, X é real.

2. Autovetores com autovalores distintos sao ortogonais.
Prova: Sejam \; e Ao dois autovalores distintos de T',A\; # A3, ou seja,

Tlap) = Afoa)

T|012> = /\2|O[2>.
Entao R

(2|Tar) = Ai{az|ar)

Usando o fato de 7" ser um operador hermiteano para calcular esse mesmo elemento de matriz, achamos
que . . R
(aa|Ton) = (| TTaz)* = (o |To2)* = Ag{an|an)* = Ao(azfan)



Igualando ,temos que
(A2 = A1)(azar) =0

ComoA; # Ayconcluimos que os autovetores sdo ortogonais,

(azlan) =0

. Resolugao da equacao de autovalores.
Para resolver a equacao de autovalores .
Tla) = Na).

temos que determinar a representacao do operador hermiteano numa dada base {|e;)}
Tlei) =Y Tiile;),
J
com A
Tji = (ej|Tles)
Expandindo os autovetores nessa mesma base , {|e;)},
ja) =) ciles),
i

podemos calcular facilmente

Tlay =Y ciTles) = ciTjile;)
i g

AMa) = Z Acjle;).
J
Igualando, vemos que a equagao de autovalores fica igual a,

ZTjici = )\Cj
i

ou, na forma matricial
Tec= Ac.

Assim reduzimos o problema de achar os autovalores e autovetores de um operador hermiteano ao problema
de achar os autovalores e autovetores de uma matriz hermiteana, a representagao do operador numa dada
base. Os autovalores dessa matriz sao os autovalores do operador e os autovetores sao as componentes da
expansao do autovetor nessa mesma base .

. Calculo dos autovalores. Equacao caracteristica.
A equacao de autovalores é um sistema de n equagoes lineares homogéneas , acopladas

Z(Tj‘ — 5]")(21' =0
i
que tem solugao somente se o determinante das incognitas é nulo

det(T — A1) =0

onde 1 é a matriz unidade de ordem n .

Calculando o determinante,chegamos numa equacao algébrica de ordem n em A, chamada de equagao
caracteristica para os autovalores.O fato da matriz ser hermiteana garante que ela tem n raizes reais
incluindo a multiplicidade.Para cada raiz,resolvemos o sistema de equagoes lineares acopladas para achar
as componentes dos autovetores.



5. Os autovetores de um operador hermiteano formam uma base no espaco dos vetores de estado.
Devemos distinguir dois casos :
Caso (i): Os autovalores sdo distintos. Nesse caso vamos destacar duas propiedades.Uma, que os autove-
tores s@o ortogonais.A outra que, nesse caso, existe uma relacao bi-univoca entre autovetor e autovalor , o
que permite rotular o autovetor pelo correspondente autovalor,

TIA) = NilAs),
(AjlAi) = 0y

Caso ii: Existe degenerescéncia

A degenerescéncia ocorre quando existe raizes com multiplicidade diferente de 1, por exemplo, o autovalor
A; tem multiplicidade d; , isto é ,o autovalor \; tem degenerescéncia igual a d;.

O fato da matriz ser hermiteana garante que no subespaco degenerado existe d; vetores linearmente inde-
pendentes que podem ser ortogonalizados, por exemplo, pelo método de Gram-Schmidt.

Diferente do caso anterior,nao existe uma relagao bi-univoca entre autovetor e autovalor , e precisamos
outro rotulo para selecionar um entre os d; autovetores degenerados. Um exemplo de uma possivel escolha
seria {|A;, k) }, k= 1,...,d; com d; sendo a ordem da degenerescéncia do autovalor \;

TN, Tie) = Xi|Xiy Tire)
(Nis Tik|Aj, Tj1) = 0450k1.
6. Diagonalizagao
Uma vez resolvida a equagao de autovalores,terminamos com duas bases no espago dos vetores de estado:a

base escolhida para resolver a equagao de autovalores e a base dos autovetores do operador hermiteano
T.Como discutimos anteriormente, as duas bases estao relacionadas por uma transformacao unitaria,

o) = Slex)

onde o indice k estabelece uma ordenacao do conjunto dos autovetores de T.
Os elementos da matriz S sdo determinados pelas componentes da expansao dos autovetores na base {|e;)},

o) = Z|€j>5jk

k
o) =D lejhel
J

Comparando, vemos que os elementos da k-ésima coluna da matriz S sao as componentes da expansao do
k-ésimo autovetor na base {|e;)}, Sjr = c§ ). 8 gera uma transformagaounitéria que diagonaliza T:

A= 5iTs

onde A\ é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os autovalores de T, Aij = Xibij.

5 Equacao de Schrodinger dependente do tempo. Estados esta-
cionarios.

(a) O vetor de estado do sistema no instante ¢ é determinado resolvendo-se a equagdo de Schrodinger
dependente do tempo:

.0 A
iz 0(6) = Al()

dado o vetor de estado no instante inicial |1)(to)), onde H é o operador hamiltoniana do sistema.

10



(b)

6

6.1

Os estados estaciondrios sao caracterizados pela propriedade da dependéncia temporal de [1)(t)) ser
da forma

(1)) = e HP%y)

A condigao para que [1)(t)) seja uma solugdo da equagdo de Schréodinger dependente do tempo é |4))
ser uma solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo

HJip) = Ely).

A equagdo de Schrodinger independente do tempo é uma equagdo de autovalores para o operador
hamiltoniana H,o estado estaciondrio |[¢)) é o autovetor e E é o autovalor
Os autovalores de H sao os niveis de energia do sistema.

A equagio de autovalores fornece uma colegao de solugoes [11), [th2), ..., |[¢n) associada as energias
Fh, Es, ..., E, caso exista,incluindo a multiplicidade. Essa colegao de autovetores de H formam uma
base, no espago dos vetores de estado.

A solugao mais geral da equagao de Schrodinger dependente do tempo pode ser escrita como uma
combinacao linear dos estados estacionérios

() =Y cpe 7 E Ty, )

onde os coeficientes ¢, sao os coeficientes da expansao do estado inicial na base de estados estaciondrios
[(t0)) = enltn)
n

com

Cn = (Yn[(to))-

Principio da incerteza

Valor médio e dispersao das medidas de um observavel

Valor médio X
Se o sistema estd no estado [¢)), a probabilidade de numa medida do observével A acharmos o valor a;, é
dado pelo médulo ao quadrado do produto escalar de |¢)) com o autovetor de A com autovalor aq,

plai, ) = [{ail¥)]*.

Por definicao o valor médio das medidas de um observével A se o sistema est4 no estado |1) é dado por

(A) = Zaip(aia¢) = Zai|<ai|¢>|2~

Como os autovetores de A formam uma base, |¢)) pode ser escrito como uma combinacdo linear dos
autovetores de A,

com

) = Z cilas)

%

ci = {ai|y).

Entao

A|1/)> = ZCZA\@D = Zai<ai|¢>|ai>

11



WIA[) = aifa|v)(¥]a:) :Zaxalw} (aily)* Zam (aily)?

Assim, o valor médio das medidas de A, se o sistema estd no estado |1) é igual a
(A) = (I AY).

Dispersao das medidas de A

Por definicao a dispersao das medidas de A 6 dada por
ok =Y (a;i = (A)p(ai, ¥).

Como

a dispersao fica igual a

Dado que

> aiplai,v) = (A%) = (| A%|y)
onde a ultima relagao é facilmente deduzida se lembrarmos que
A|a;) = a?las).

chegamos a concludo que a dispersdo é dada pelo valor médio de A? menos o valor médio de A ao quadrado

oh = (VIA%[) — (I Aly)?
ou uma expressao equivalente . .
o4 = (YI(A = (4))*[).

A igualdade dessas duas expressoes segue imediatamente de:
(A— (A))? = A2 - 2A(A) + (A)>.
Como o valor médio de um operador hermiteano é um numero real,

(WIAl) = Wl AT)" = @] Aly)*,
podemos concluir que a tltima expressao de 0% é a norma ao quadrado do vetor de estado |a) = (121 —

(A))):

o = (a]a).

Vemos entéo que a dispersdo se anula se e somente se |a) é o vetor nulo, |a) = |®),

(A= (A)|y) = |®)
Alyp) = (A)])

isto é, |1) é um autovetor de A com autovalor (A).

12



6.2 Principio da incerteza

Vamos demonstrar que se A e B sio dois observaveis vale a relagao de incerteza,
2 o 1 AP 2
ox0p 2 7 |(WIIA, Bl[Y)]

onde[A, B] é o comutador de A e B: o S
[A,B]= AB— BA

Observaveis para os quais [A, é] # 0 sao chamados de observaveis incompativeis.Vemos entao que, como
existe um limite inferior para o produto das dispersoes, elas nao podem ser reduzidas independente-
mente.Por exemplo, se A,B é um par de observaveis incompativeis, quao mais precisa sao as medidas
de A mais imprecisa sao as de B. Por outro lado,observéveis para os quais [/1, B] = 0 sao chamados de
observaveis compativeis.Nesse caso nao existe nenhuma restricao quanto a precisao das medidas desses
dois observaveis.

6.3 Prova do principio da incerteza
Para provar o principio da incerteza vamos enunciar trés lemas:

Lema 1 Desigualdade de Schwarz:
{ala)(B18) = [(alB)[*.

Prova: Seja |y) = |a) + A|3). Entdo a norma de |) é dada por :
(V1) = {ala) + MalB) + A (Bla) + [X*(B]B).

Se A= — Eg‘lgi a norma dely) fica igual a,
_ ~ KalB)?
(ala)(B18) — [l B)]?
@19) =0
portanto

(ale)(B8) = [(alB)[*.
A igualdade ocorre se |v) = |®) ou |a) = —A|5).

Lema 2 O valor médio de um operador hermiteano € real.

Prova:

(WlAl) = (| AT|p)" = (] Ajp)*
Lema 3 O valor médio de um operador anti-hermiteano € um imagindrio puro.

Um operador anti-hermiteano é igual a menos o seu hermiteano conjugado, AT = —A
Prova:

WIAY) = WIAT|g)" = —(vlAj)*
Vamos comecar a demonstragao do principio da incerteza definindo dois vetores:

@) = Adw)
5 = ABl)

13



onde, AA= A —(A) e AB = B — (B)sio operadores hermiteanos , veja Lema 2. Pelo exercicio 5 sabemos
que a norma ao quadrado desses vetores é igual a dispersao

(afa) = (W|(A = (A))?|) = o

(B18) = (W|(B — (B))*|¢¥) = o}

No mesmo exercicio 5 mostramos que
(alB) = (VI AAAB[Y).
O produto AAAB pode ser escrito da seguinte forma
AAAB = %{A/l, AB} + %[AA,AB}

onde . o o

[AA,AB] = AAAB — ABAA
é o comutador de AA e AB e o o o

{AA,AB} = AAAB + ABAA
é o anti-comutador de AA e AB.
Agora, vamos enunciar duas propiedades que usaremos na demonstragao.

i) O comutador de dois operadores hermiteanos é anti-hermiteano.
Sejam C' e D dois operadores hermiteanos.

(. D]T = DIET — 1Dt = DE— D = —[C, D).

ii) O anti-comutador de dois operadores hermiteanos é hermiteano.
Sejam C' e D dois operadores hermiteanos.

(&, DM = DICT + C1DT = DC + CD = {C, D}.

Os passos para deduzir o principio da incerteza estdo na ordem das propiedades discutidas acima.
Da desigualdade de Schwarz temos que

cioh > |(W|AAABY)?
> LHAL ABYY) + WIAAAB))
> < (IHAL ABY)P + | lIA4 AB]IW)P)
> Llwliad AR P,

Como,

[AA,AB] = [A, B]
deduzimos o principio da incerteza:

(WI[A, Bllg)?

1
040 > Z'
Estado de incerteza minima.

Naturalmente,o principio da incerteza depende de |¢)) Desse modo,dado dois observaveis incompativeis,podemos
achar o estado de incerteza minima,para o qual a desigualdade se torna igualdade.
A igualdade ocorre quando,

(W{AA,AB}y) =0
AAly) = =)\ABy)
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A primeira das duas equacgoes acima,diz que o valor médio do anti-comutador é nulo.Vamos examinar as
consequéncias dessa restricao.Usando a segunda das duas equagoes , podemos mostrar que:

(VIABAAY) = —A(W|AB?|y)
(W|AAABJp) = (P|ABAA)* = —\* (| AB? )

O anti-comutador é nulo se

(A" + N (@IAB ) = (A" + A)o =0

Desse modo, concluimos que A é um ntmero imaginario puro. Usando as relacoes acima podemos deter-
minar o valor de A :

(WA, Bllv) = (W|[AA, AB][Y) = (A = A)og
Como \* = — )\ temos que A é dada por:

W|[A, B]Js)

)\ =
20?3

Resumindo, o estado de incerteza minima satisfaz a equagao

(A~ (A)[) = =A(B — (B))I¥).

com A calculado acima.

Principio da incerteza de Heisenberg.

Os observaveis no principio da incerteza de Heisenberg , sao os operadores posicao e momento, &, p respec-
tivamente.Como, [#,p] = ifi, o principio da incerteza de Heisenberg é dado por:

h?
2 2
Ty

Note que, nesse caso, o limite inferior nao depende do estado.

Exercicio 5.
Mostre que, se X e Y sao operadores hermiteanos vale a identidade,

(718) = (@l XY8)

onde,

6.4 Principio da incerteza energia-tempo

Vamos examinar o principio da incerteza no caso particular onde [1)) é o vetor de estado do sistema no
instante t e a hamiltoniana um dos observaveis,

Pelo principio da incerteza temos que:

ok > IWOIA, HlwH)

15



com as dispersoes de AeH iguais a,
ok = (WA= (A)? (1) = ()| A% (1) — (@) Al (D)
ofr = (WO (H — (H))[9(t)) = () H? () — (0 ()| H(8))?

Como, pelo exercicio seis,vale a identidade,

_d(A -
n T — w1, .
o principio da incerteza fica igual a,
.12
h? |d(A
oAoh > fit>

Essa expressao sugere a introdugao de um tempo caracteristico dado por,

JA
TA — =
A7 T4
dt
e reescrever a relagao da incerteza como,
OHTA 2 =
2

A interpretacao fisica de 74¢€ identifica-lo com o tempo necessario para que o valor médio do observavel

A mude de um valor igual ao seu desvio padrao. Em outras palavras, é um tempo caracteristico para

notarmos uma variagao do sistema.

Qualitativamente, podemos destacar dois limites:

a) og — 0, 74 — 00, 0 sistema nao muda.Estado estaciondrio.

b) oy — 00, 74 — 0, vetor de estado com dispersdo da energia grande, tempo de mudanca pequeno.

Exercicio 6 .

Mostre que , R
A PN

W — i, mw .

Sugestao:Use a expansao de [1(t)) na base de estados estacionarios,

[W(0) = calt)ln)

ih

com ¢y () = ¢, (0)e~ wEnt

7 Observaveis que tém um espectro continuo

Até aqui consideramos observaveis cujo espectro era discreto. Contudo na Mecanica Quantica existem ob-
servaveis com um continuo de possiveis valores. Por exemplo, a componente na dire¢ao z do operador momento,
P, pode assumir qualquer valor real no intervalo entre —oo e co.

O tratamento rigoroso dos observaveis cujo espectro é continuo é matematicamente complicado pelo fato de
lidar com espacos vetoriais de dimensao infinita. Felizmente muitas das propriedades deduzida para operadores
com espectro discreto podem ser generalizadas para operadores com espectro continuo.

1. Equacao de autovalores.
a) Operador com espectro discreto:

Ala;) = ala;)
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(ailaj) = 6.

b) Operador com espectro continuo:

£g) = ¢'1¢’)
(€"1¢") = o(¢" = &).
Na generalizacdo |£’) é um autovetor de ¢ com autovalor ¢ cuja normalizacio ¢ uma funcio delta de
Dirac. Desse modo autovetores de um operador cujo espectro é continuo nao é normalizdvel. Na verdade

observaveis cujo espectro é continuo nao tém autovetores mas como veremos adiante eles definem uma
base no espago de vetores de estado.

. Autovetores de um observavel definem uma base no espago de vetores de estado.
a) Caso discreto:

) = Z |ai){ aila).

b) Caso continuo:

—+oo

o) = / 0€'1€') (€| ).

—0o0

No caso discreto a cada estado |a) associamos uma matriz coluna cujas componentes sdo os coeficientes
da expanséao de |a) numa dada base

@) = ((ar]a), (az]a), ..., (anlo))".
No caso continuo a cada estado |«) associamos uma fungéo (&'|w):
o) = (€],

. Produto escalar de dois vetores de estado.
a) Caso discreto:

) = Z |ai)( aile) |B) = Z |ai)( ail B)
(@lB) = (aila)( a;|5).

2

b) Caso continuo:

+o0 +oo
o) = / dE'\E)(E o) 16) = / a€'\¢') (€'15)

—00 . —00
(alB) = /_ de'(€']a)" (€'18).

. Agao de operadores numa dada base.
a) Caso discreto:

Xlai) =) la;)X;i
J
b) Caso continuo:
A~ +(>o ~
ey = [ aenene g,

Xj; = (aj|X|as), elemento ji da matriz que representa X na base {|a;)}.
(€"|1X¢"), fungdo que representa X na base {|¢')}.

17



7.1 Operador posicao, z.

a) Autovetores:

zlz'y = 2 |2').
b) Fungao de onda:
Expandindo um vetor de onda |a) na base dos autovetores do operador posigdo temos que

+oo
@)= [ dwle)ale)

— 00

onde (z'|a) é a fungdo de onda do estado |a)

fa(a') = (@'|a).

Generalizando o caso de observédveis com espectro discreto, para cada vetor de estado |«) vamos associar uma
funcao f,(x) = (z|a), a funcdo de onda do estado |a).

¢) Produto escalar de dois vetores |a) e |3).

Dado

+o0 +oo
o) = / de'|2') ('), |B) = / d'|2') (2 |B)

— 00 —0o0

podemos mostrar que o produto escalar dos dois vetores é dado pela integral
+oo
@lg) = [ detfula) ()
—0o0
pois

+oo +oo
(alf) = / da' (o'} (&' ) = / da' (' |a)* (&' |).

— 00 — 00

Como a integral deve convergir devemos impor que a funcao de onda sejam de quadrado integrdvel,

+oo
/ dz’| fo(2')? < o0.

o0

Note que as fungoes de quadrado integravel satisfazem as propriedades exigidas de um espago vetorial.

e Operadores

No espago das funcoes de onda os operadores se comportam como transformagoes lineares quem levam uma
fungao definida em Lo(—o00, +00) em outra funcao definida em Lo(—00, +00). Exemplos sdo o operador posigao
e o operador momento.

a) Operador posicao: Se

entao
b) Operador momento: Se

entao

e Representacao de operadores

18



a) Caso discreto:

Seja

|a) = Z%I%) = lai)(aila)
18) = Zbi‘ai> = Z |a;){ai| B).

Entao, como

Tla;) = Z la;)Tj; = Z |a;)(a;|Ta;)

¢é imediato que

bi = ZTijaj.
J

b) Caso continuo:

18) = Tle)
Seja .
@) = [ dla fule)
+oo
B)= [ dlepala)
de modo que
A +OO A
Tla) = /_ dx'T|z") fo(z")

+oo +oo R
= / / dx'dx" |x") (2" |T)2") fo(2)).

Assim
—+00

(z|T)a) = fs(x) :/ da (x| T|2") fala')

—00

e portanto

+oo .
folz) = / da' ([T} fu(2").

— 00

fa(z'): representacio do estado [a) no espago das posigoes.

(x|T')z"): representacao do operador T no espago das posigoes.

Exemplos:
a) Operador posigao: Se
|B8) = &la)
entao
fs(@) = 2’ fa(a).
Comparando com fg(2') = [ da’(2'|Z]2") fo(2”) concluimos que

('|2]|2"y = 2'6(2" — 2").

b) Operador momento: Se
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entao af
n_ Yo
fa(z') = mdm’ ().
Mas como fg(z') = [ dz”(z'|p|a") fo(x”) concluimos que
ARNP/AN -h 8 (5 / Z
(a'|pla")y = —i ™ (2" — 2.

e Medida da posigao

Quando medimos a posic¢ao da particula, o detector localiza a particula num intervalo A em torno de um ponto
x. Sendo mais especifico, quando fazemos a medida de posi¢do o estado muda abruptamente para um estado
localizado na vizinhanca do ponto x:

INED

Iy A
151 E Vfatam)l2da
T2

0, nos outros casos.

, sex’f%<x"<x’+%

[N

faL (l'//) —

Interpretagao: A probabilidade de achar a particula no intervalo x’ — % <z’ <2+ % é

A A T +%
p(ml - 5 < .'L'” < .T/ + 5) = / A |fa($//)‘2dm// = ‘<OAL‘04>|2
3,'/ =

2

pois, como

+oo
|aL>:./’ 10 oy ("l

+o0 z'+5 1
alan) = [ g oy s = [ Ul o
'~ z'+5 (2,700 2
S22 )

—0o0 xr’—
x

Vemos que a medida da posicao corta uma fatia da fungao de onda do sistema antes da medida.

Quando A tende a zero a probabilidade de encontrarmos a particula no intervalo (x’ — %,x/ + %) varia
lentamente com A, onde o coeficiente é a densidade de probabilidade de acharmos a particula no ponto z’.

Como

A A T+
p(z’ — 5 < 2 <o+ 5) = / . | fo (2" |Pdz”
' -5

temos que

_ dp

A
. 12 " T N
ilinop(x 5 <% <z'+ =) 7

> (A =0)A

dP_ 2
= |fal0)?A

mostrando que |f,(7)|? é a densidade de probabilidade de encontrar a particula no ponto .

7.2 Operador momento, p

1. Autovetores do operador momento
plp’) =p'lp).
Em termos da fungao de onda
(@'[plp) = p'(='p")
ip’

Ay =

dx’ @’ |p’>

P
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fo (@) = (@ |p) = Ce?'™.

Normalizagao:
®"lp’) = o(" —p')

Veja que
“+oo

e i (1IN
<p//|p/> :/ f;”(x/)fp’(‘r/)dx/ — |C|2/ e—%(p —p')zx d.’L‘I.
Como fj;: e~ dy = 278(k) vemos que

/! /

@"|p') = |C[*2ms (p P ) = |CJ22mhs (" —p').

St

Com isto determinamos C,

C

e portanto

(@|p') = f(a') = e,

¢ Funcgao de onda no espago dos momentos

+oo
@:/ ap' ') ')

— 00
onde (p'|a)) = fo(p') é a fungéo de onda no espago dos momentos.

p(p, ) = |fo(x)|? é a densidade de probabilidade de numa medida do momento acharmos o valor p.
e Relagcao entre as fungoes de onda

Temos

kw:/ﬁfwxﬂw
@) = [ dp'l) ')

com

fa(a) = (@'|e),  fa(p) = (P'|cr)-

Das relagoes acima podemos mostrar que

Mm:/wwwm@>

m@ﬁzfdﬂﬂWHMf)

A fungéo que transforma as fungoes de onda do estado |«) no espago das posigoes e no espaco dos momentos
é a funcao de onda dos autovetores do operador momento

dpl Eawawi
A Fp'x /
Jola) = [ 2=eb™ fo0)
(§] d ,
X il
falp') = e T fa(a').

21h

Note que as fungoes de onda estao relacionadas por uma transformacao de Fourier.
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Exercicio 1: Pacote de incerteza minima.
No principio da incerteza de Heisenberg os operadores incompativeis sao os operadores posigao e momento,
Z e p. Como [&,p| = ik, o principio da incerteza de Heisenberg é dado por:
h2

2 2
O'IO'pZ 1

Identificando A = p e B = #, o estado de incerteza minima ¢é determinado pela equagao:
(B — PNy = =A@ — (£)) 1)
onde A é um imagindrio puro igual a
\ ih
2027

Resolvendo a equagao para a funcdo de onda do estado de incerteza minima, |¢), chegamos na equagao

i (1) = {pua () + 207?(9: — (@))bal2)
o N (o (z — (2))
5 (&) = 5 (P)Ya(@) - W%(@
9 i (- (@)
%ana@) = ﬁ<p> - 202
Obtemos

Yo(x) = Ce 4% er(P)e,
A condi¢ao de normalizagao determina o valor de C,

1

C=—>_.
(2n02)}

Desse modo concluimos que o estado de incerteza minima é o pacote gaussiano

1 _e—@)? e
Vo (r) = ——Fe Aoz en'PI?,
(2m02)1

Exercicio 2: Mostre que o operador de translacdo do sistema €

T(a) = e~ hPe,

Sejam dois vetores de estado relacionados por uma translacao. Nesse caso as funcoes de onda do estado
transladado e do estado original devem estar relacionados:

18) = T(a)la)
fa(x) = falz —a)

onde a é a magnitude da translagao.
A funcao de onda no espago dos momentos do estado transladado ¢ igual a

Fra(®') = (' (@)|e) = (T () |p')".

Como . o
THa)lp') = em?“|p')
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segue que » ‘
Fra®) = e 7P P la) = fa(p')e 7"

Sabemos que as funcoes de onda no espago das posigoes e no espago dos momentos estao relacionados por uma

transformagao de Fourier

fra(@) = [ ——=et? T fr ()

c.q.d.
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