A equacao de Schrodinger independente do tempo

1 Estados estacionarios

Até agora nés introduzimos a fungao de onda da particula e discutimos sua interpretacao, a interpretagao
probabilistica de Born para a funcao de onda e indicamos como, dada a funcao de onda, podemos calcular varias
quantidades, como valores médios de medidas de varidveis dindmicas e como resolver a equacao de Schrodinger
dependente do tempo para a particula livre.

Nesse ponto vamos discutir como resolver a equagao de Schrédinger dependente do tempo para um potencial
qualquer V (), independente do tempo. Como no caso da particula livre, vamos resolver a equagao de Schrodin-
ger pelo método da separagao de variaveis, isto é, procuramos solugoes que sejam um produto de uma fungao
de x e uma funcao de t,

U (z,t) =1 (z) F(t).
Entao
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Como o lado esquerdo é uma funcao sé de ¢ e o lado direito s6 de x, ambos tém que ser iguais a uma constante,
E:

ih dF

B2 d2y
S @)+ V (@) () = B () (1)

que reduz a equagdo a derivadas parciais a duas equagoes diferenciais ordindrias. A solugao para F'(t) é
F(t) = e w0

onde incorporamos uma constante na definigdo de ¥ (z).
A equacdo (1) é a equagdo de Schrodinger independente do tempo e neste capitulo vamos resolvé-la para
potenciais especificos. Antes disto, vamos enumerar propriedades das solugoes separaveis,

U (2,t) = (z) e P

1) Elas s@o estaciondrias
la)Densidade de probabilidade independente do tempo

| (z,)|° = |4 (2)|* = constante no tempo.

1b)Valores médios das medidas de qualquer varidvel dindmica é constante no tempo
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Num estado estacionario nada muda com o tempo!
2) Solugbes separaveis tem energia definida
Dado o operador hamiltoniano
~2
=2 1v@).

2m

a equagao de Schrddinger independente do tempo pode ser escrita como,

Hy (z) = By (x).

onde E é a energia do sistema.

Calculo do valor médio das medidas da energia da particula:

(H) / U* (z,t) HU (z,t) dx

[ @ i@ o= [0 @ o ()da
B [o@)f do=E

Calculo do valor médio das medidas do quadrado da energia da particula

(H?) = /q/*(x,t)ﬁ2\1/(x,t)dm

/ V* (2) H* (z) do = / V* (z) E* (2) dx
B [ 10 ) d = E?

onde usamos H21 (z) = H (PI@[J (x)) = EHy (z) = B2 (z).
Calculando o desvio padrao das medidas da energia

op =\/(H2) — (H)* =0.

verificamos que ele é nulo.

Significado da dispersao nula: qualquer medida da energia sempre fornece o mesmo valor. Estados esta-
ciondrios tém uma energia bem definida. Note que aqui temos um exemplo de uma medida que nao altera o
estado da particula.

3)Completeza dos estados estacionarios .
A solugao geral da equacao de Schrodinger dependente do tempo é uma combinagao linear dos estados es-
tacionarios. Solugoes da equagao de Schrodinger independente do tempo definem uma colecao de solugoes
(possivelmente infinita) cada uma associada a um valor diferente da energia (E1, Es,...). Como jd mencionamos
qualquer combinacao linear de solugoes da equacao de Schrodinger dependente do tempo é também uma solugao

U (z,t) = chwn (x) e~ #Ent,

Essa é a solugao mais geral se qualquer funcao de onda do estado inicial puder ser escrita como uma combinagao
linear das solugoes da equacao de Schrodinger independente do tempo ,onde os ¢, sao os coeficientes dessa
expansao



v (xvtO) = chdjn (.’IJ) e_%EntO'

Essa propriedade corresponde a completeza dos estados estacionarios.
Exemplo 1: O pogo quadrado infinito
0 0<zx<a
00 nos outros casos.

Para 0 < x < a a particula é livre e a T.I.S.E. fica igual a

L

2m dx?

com FE > 0. Fazendo a transformacao de varidvel

2mE
2 _
M=
a equagao pode ser escrita como :
d?v
a2 (x) = —k*¢ (z)

cuja solugao geral é da forma

¥ (z) = Asinkx + B coskx.

As solugbes da equagao de Schrodinger devem satisfazer as seguintes condigoes de contorno:
a) A fungao de onda é continua.
b)A derivada da fungdo de onda é continua, exceto nos pontos onde V(x) é singular.

Neste exemplo,precisamos satisfazer apenas a continuidade da funcao de onda :

e 1 (x) =0 se z estd fora do intervalo [0, a

* Y (0)=¢(a)=0

$p(0)=0 — B=0
Y(a)=0 — Asinka+ Bcoska=0

Como A # 0 pois ¢(x) nio é identicamente nula, temos que
sinka =0
cuja solugao é ,
ka =nm n=12,3,...

onde eliminamos n = 0 pois implica ¢ () = 0 e n negativo cuja fungéo de onda néo difere da fungéo de onda
com n positivo.
Desse modo , a fungao de onda e os niveis de energia sao dados por:

nmwx
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Energia da particula assume valores discretos. A é fixado normalizando v, (z)
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a) O estado fundamental é o estado de mais baixa energia, no nosso caso o estado com n=1.0s outros estados
com n # 1 sdo os estados excitados cuja energia cresce como n?.
b) Os estados s@o pares ou fmpares com respeito a reflexdo em torno do centro do pogo:

r—a—x

2 f\/gsm nrx se n par
Yp(a—x) = fsm(mr——) =
a a \/g sin #7% se n impar

—p, (a — ) se n par (fmpar por reflexao)
U (2) = . ~
U, (@ — x) se n fmpar (par por reflexdo).

¢) Quando a energia cresce, cada estado sucessivo ganha um né (zero) na fungao de onda.
d) Estados com energias diferentes sdo ortogonais:

/wzﬁb(m)wn(x)dxzo se m # n.

2
/¢:n($)1/fn (x)d(E = 7/Sln@5i wdw
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0
sin (m ~ n) 1 in (m + n)
= momyaonm- — —————sin
m—n)w n)m (m—l—n)wb m4n)

(
= 0.
Combinando ortogonalidade e normalizacao

[ i @) @) = 5,0,

onde



Nesse caso dizemos que os estados estaciondrios v, (z) sdo ortonormais.
e) Eles formam um conjunto completo. Qualquer funcdo que se anula em x = 0 e = a pode ser expandida
como

U (z,0) = chd)n (x)
n
(caso particular da expansao de uma fungio periddica numa série de Fourier, i.e., qualquer func¢ao definida no

intervalo [—a, a] com f (a) = f (—a) pode ser expandida numa série de Fourier).
Usando a ortogonalidade dos estados estacionarios

o = / Wt (2) (2, 0) da.

Assim a solugdo mais geral da equagao de Schrodinger dependente do tempo para o pogo quadrado infinito pode
ser escrita como

U(rt) = D eathy (x) e hE
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2 Estados de espalhamento. Estados ligados

Até agora encontramos dois tipos de solugoes da equacao de Schrédinger independente do tempo. Solugoes
normalizadas onde as energias assumem valores discretos (pogo quadrado infinito) e solu¢oes nao-normalizdveis
para os quais as energias estao num continuo ,particula livre. No primeiro caso os estados estacionérios repre-
sentam possiveis estados da particula, no segundo caso nao representam, mas em ambos o0s casos, a solu¢ao mais
geral da equacao de Schrodinger dependente do tempo pode ser escrita como uma combinagao linear dos estados
estaciondrios. Qual é o significado fisico dessa distingao?

Na Mecanica Cléssica temos dois tipos de movimento dependendo do valor de E. Se E < V (+00) e
E < V (—00) o movimento é limitado. Se E > V (00) e(ou) E > V (—o0) > 0 o movimento ¢ ilimitado.Na
Mecanica Quéntica se o movimento é limitado classicamente, isto é E <V (00) e E < V (—o0) os estados esta-
ciondrios sao normalizaveis, as energia discretas. Estes estados sao chamados de estados ligados. Por outro lado
se o movimento ¢ ilimitado classicamente,isto é, E > V (o0) e (ou) E > V (—00),a particula nao fica confinada no
espago, as energias estao num continuo e o estado estacionario nao é normalizdvel. Estes estados sao chamados
de estados de espalhamento.

Exemplo 2
Como um exemplo vamos considerar o potencial de um poco quadrado finito, atrativo

ez —a<zr<a
Vie)=4 "
0 nos outros casos.

a) E > 0. Estados de espalhamento.
Vamos dividir o espago em trés regioes, [sez < —a ,IIse —a<z <aelllsexz >a
I) Na regiao I o potencial é nulo e a equagdo de Schrodinger se reduz & equacao de Schrodinger de uma particula
livre

2 @2y
o de? (z) = B¢ (v)
9 2mE
k* = 2



24
() = k% ().

IT) Dentro do pogo, a equagdo de Schrodinger fica igual a

2 ey

2m dx?

() = Voo (z) = By (x)

2_2m(E—|—V0)
=

2
(@)=~ ().

III) Na regiao III a particula é livre e a equagao de Schrédinger é idéntica a equagao de Schrodinger na regiao

L,
d?s
) (z) = —k*) (z).
A solugao geral em cada regiao é da forma ,
1) _ '
w[ (33) _ Aelkz + Befzkz
com Ae**?® sendo a onda incidente a esquerda e Be™**? a onda refletida a esquerda,
IT) A funcido de onda dentro do pogo fica igual a
Y11 () = Fsingr + G cos gz.
I1T)
A funcao de onda a direita do poco fica igual a ,
wIII (SC) _ Ceik:c =+ De—ikx
com Ce’** sendo a onda refletida a direita e De™** a onda incidente a direita.

Vamos considerar a condi¢ao de contorno de uma onda incidente & esquerda,uma onda refletida e uma onda
transmitida, o que impoe D=0.

Para calcularmos as cinco constantes temos quatro condigoes de contorno pois

a) ¢ () é continua.

b) % (z) é continua exceto nos pontos onde V (x) ¢ infinito.
Precisamos de mais uma equagao para tornar o sistema determinado e a escolha ,que captura as condigoes ex-
perimentais ,é supor conhecido o valor de A,a amplitude da onda incidente

Continuidade da fungao de onda :

Yr(—a) = Yrr(—a),
Yrr(a) = rr(a).

Continuidade da derivada da fungao de onda:

dipr _ dyrg
dr (—a) = dr (—a),
dyrr _ dYrnr
dIL’ (a’) - dx (a) .



Com isto temos 4 equagoes envolvendo as constantes:

Ae e 4 Bet*® =  _Fsinga+ Gcosqa
Ce* = Fsinga+ Gcosqa
e
ikAe~ — ikBe'*® = ¢F cosqa+ qGsinqa
ikCe'*® = ¢F cosqa — qGsinqa.

Resolvendo essas equacoes temos que

¢ _ ¢ 2ika 2kq
A 2kq cos2qa — i(k? + ¢2) sin 2qa
B ik i(q® — k?)sin2qa
A 2kq cos 2qa — i(k? + ¢?) sin 2qa
Duas quantidades de interesse sdo os coeficientes de transmissao e reflexdo definidos como R = |§‘2 e
T = |% |2. No exemplo eles sao iguais a:
4]€2(]2

T =
4k2q2 4 (q2 — k2)2 sin? 2qa
B (¢? — k?)?sin” 2qa
C4k2¢2 + (¢ — k?)2sin” 2qa

Note que o potencial fica transparente, 7' = 1, quando 2ga = nm, n inteiro positivo.Em termos dos niveis de
energia, a transparéncia ocorre quando

n2mw2h2
" 2m(2a)?
que coincidem com os niveis de energia no poco quadrado infinito de largura 2a.
Outra observagao é que R+T=1 , como deveria, pela interpretacao fisica dessas quantidades.
b)—Vp < E < 0. Estados ligados
A equagdo de Schrodinger independente do tempo nas trés regides sdo dadas por:

D)

A

T (@) = ks a)
)
T (@) = —g20s (@
)
T ) = Ko 0)
onde definimos
B2 27);;|QE|
@ = 27;:2‘/0 2

Em cada regiao, a solugao normalizdvel mais geral é da forma:
I) 17 (z) = Aek < —a



II) 1 (x) = Ccosqz + Dsinqx —a<z<a
1) ¢rr7 (x) = Be™F® x>a

A hamiltoniana é invariante por reflexdo em torno da origem.Uma consequéncia dessa invaridncia é a
existéncia de duas classes de estados ligados,estados pares e impares pela reflexao.

e Solugoes pares:

que Nno nosso caso requer que:

Yrrr () = ¢y (—x)
i1 (x) = 1 (—)

Entao as solugdes pares sao da forma:

I)
1)

I11)

e Solugoes impares:

que,como no caso anterior, requer que :

Yrrr (x) = —pr (—x)
Y1 (x) = =11 (—x)

entao,
I)
Y1 (z) = Aek®
IT)
Vi1 (x) = Bsingr
I1T)

Yrrr (2) = —Ae™

Vamos resolver separadamente cada um dos casos.Observe que , por causa da simetria ,precisamos considerar a
condigao de contorno apenas num dos pontos.

Solucgoes pares
Continuidade da fungao de onda e sua derivada em = = a:

Yrr (a) = Y1 (a)

dprr . dgin
1 @ =——()

que é igual a:



Ae % = Bcosqa
—kAe % = —Bgsinqa

Essas duas equagoes podem ser escritas como :

k = qgtanqa
B = Ae " secqa

Niveis de energia.
A primeira delas s6 depende de E e determina os niveis de energia da particula.Vamos achar os niveis de energia
resolvendo a equagao transcendental

tany = y—g -1
Yy
onde introduzimos as quantidades
Yy=qa
e

2mV;

2 0 2

yO = 52 a

Uma vez resolvida a equacao acima, os niveis de energia sao iguais a:

R,
" gma¥n Y
\x tan )‘-
2
\/60/y) -1
: . : . —| v
w2 L4 3Iwi2 2z Sri2

Figura 1:
Propriedades das solugoes pares .
(i) Sempre existe um estado ligado.

(ii) Ndimero de estados ligados finito. Se (n — 1)7 < yo < nw com n > 1 existem n estados ligados.
Dois casos limites sdo importantes:



1. Poco profundo e largo: yo > 1
Intersecao das duas curvas ocorre para valores de y préximos de n3, n impar. Nesse limite os niveis de
energia sao dados por:

h?n?m?
=—-=5 VW
" 2m (2a)
que é igual a energia num poco infinito, de largura 2a, dos estados pares por reflexdo em torno do centro do

poco.
2. Pogo raso e estreito: yp < 1
A medida que yg diminui o nimero de estados ligados decresce até que resta apenas um estado ligado.

Solugoes impares
As duas equacoes sao
—Ae % = Bsinga

kAe % = Bgcosqa
que podem ser escritas como:

cotqga = ——

B=—Ae % cscqa

Nesse caso procedemos como no caso anterior onde os niveis de energia sao determinados pela equagao:

coty =—4/= — L (2)

Figura 2:

Propriedades das solugoes impares .

(i)Nem sempre existe um estado ligado.O valor critico de yo sendo , yo = §

10



(ii) Niimero de estados ligados finito.Se (2n —1)5 < yo < (2n +1)7 , existem n estados ligados.
Dois casos limites sdo importantes

1. Pogo profundo e largo: yo > 1
Intersecao das duas curvas ocorre para valores de y proximos de nm . Nesse limite os niveis de energia sao
dados por:

h?(2n)?n?
=—>5 W
" 2m(2a)?
que € igual a energia num poco infinito de largura 2a, dos estados impares por reflexao em torno do centro do

poco.
2. Poco raso e estreito: ypo < 1
A medida que yo diminui o numero de estados ligados decresce até que os estados ligados desaparecem,
quando yo < 5.
Equacao da continuidade
Vinculos impostos pela equacao da continuidade.
A equagao da continuidade para a densidade de probabilidade é dada por :

com

) = It ) 5 (00) = it () 5 (1),

Em estados estacionérios a densidade de probabilidade e a den81dade de corrente de probabilidade sao inde-
pendentes do tempo. Alem disso ,pela equagao da continuidade, 5% ( ) =0, assim a densidade de corrente de
probabilidade j () é constante, isto é , ndo depende do tempo nem da posi(;éo.

Calculando a corrente de probabilidade na regiao a esquerda do pogo:

V7 () = “ike 4 prethT, % (x) = ik (Ae™™™ — Be~ =)

* oY1 _ 2 2 * 2tkx _ pAxp,—2ikx
Ui (2) SF (@) = ik (|A| |B|* + AB*e A*Be )

de modo que

. hk
jr="" (147 = |BP)
m
De modo anélogo podemos calcular a corrente de probabilidade a direita do pogo:
. hk
JIrr = *(|C|2 - |D|2
m
Pela equagao da continuidade temos a relagao

A]* —[BI* =|CI” ~ DI

11



3 Matriz S

Propriedades gerais dos estados de espalhamento que independem da forma especifica do potencial
serao agora discutidas.
Considere o espalhamento de uma particula por um potencial de alcance finito ,ver figura

; ik
A erkm% CEE ‘T—)-

B s—zkm

Ds-akm

(D (1) (1)

Figura 3:

Nas regioes I e I11 o potencial é nulo e a equagao de Schrodinger se reduz a equacao de uma particula livre
cujas solugoes sao:

u)[ (.’E) _ Aeik:p +B67ikw,
wIII (Z‘) _ Ceikx + De—ikm-

A continuidade da fungao de onda e da sua derivada nos fornece duas equagoes envolvendo essas constantes
o que nos permite determinar as amplitudes das ondas refletidas (B, C) em termos das amplitudes das ondas

incidentes (A, D)
B\ [ S S A
C )] \ Sa S D

B = S11A+ 852D
C = SS9 A+ SeD.

ou

Pela equagao da continuidade a corrente é uma constante e assim temos

|A]? +|D” = |B]* + |C|*.

Vamos usar a relagao acima para mostrar uma propiedade importante da matrz S. Note que

IBI* =[Sl |A]* + |S12|* | D* + S11S§,AD* + S, S124* D

O = 1S21]” |AI” + |Soz|” [DI” + S2153, AD* + 53,522 A* D
De |A” + |D|* = |B|* 4+ |C|?, mostra-se facilmente que:

SﬁSH =+ 551521 =1 Sﬁslg =+ 551522 =0

575511 + 555521 =0 579512 + 555500 = 1

12



que pode ser escrita como
St S5 S11 Si2 _ 1 0
SIQ 552 521 522 O ].

Se U é a matriz hermiteana conjugada de U,entao seus elementos estio relacionados,U. j e =Up ' Uma matriz
cuja inversa é igual a sua hermiteana conjugada, é uma matriz unitaria.
O vinculo imposto pela equagao da continuidade requer que S seja uma matriz unitéaria

Sts =1

4 Estados ligados e matriz S
No caso de estados ligados a energia é negativa o que requer fazermos k complexo, k =ik, k > 0

h2 K2

Com

Como no caso de estados ligados a fungdo de onda tem que ser normalizdvel vemos que os coeficientes D e A
tem que se anular com B e C diferentes de zero.

I) A=0
Y1 (x) = Be™.
I11) D=0
’lﬂ[[] (.T) = Ce_”“”.

(6)=(5 s2)(5)

podemos concluir que isto s6 é possivel se os elementos da matriz sdo singulares. Assim vemos que existe uma
correspondéncia entre as energias dos estados ligados e singularidades (pélos) de S no eixo imagindrio positivo
quando fazemos k = ix.

Da definicao da matriz S
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