Capitulo 4

Relatividade Especial

4.1 Postulados

As Equagoes de Ondas Eletromagnéticas no vacuo tem uma velocidade de propagacao ¢ constante:
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onde ¢ = (upeg) ™! é uma constante universal da natureza.
Questoes que surgem:
1: Com respeito a que referencial ¢ deve ser medida?
2: Como explicar efeitos tais como o desaparecimento de forgas magnéticas em um sistema de

referéncia que se move junto com a carga?

Estas questoes motivaram o desenvolvimento da relatividade especial, que resolve esses proble-
mas e muda nossos conceitos classicos de espago e tempo, requerendo apenas dois postulados (na
verdade, apenas um):

Postulado 1: As Leis da Fisica sao as mesmas em todos os referenciais inerciais.
Postulado 2: A velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais inerciais.

A constancia de ¢ segue do postulado 1, pois o Eletromagnetismo é um conjunto de leis da
Fisica para as quais deve-se ter ¢ = const. Portanto, o postulado 2 é consequéncia do postulado 1.

4.2 Relatividade da Simultaneidade

O conceito de simultaneidade é fundamental quando se fala em medidas de tempo e comparagoes
de medidas de tempo em diferentes sistemas.

4.2.1 Sincronizagao

Para definir simultaneidade, é preciso falar de relégios sincronizados. Vamos imaginar que em um
sistema de referéncia inercial S, cada ponto espacial tenha um relégio que faz a medida do tempo
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36 CAPITULO 4. RELATIVIDADE ESPECIAL

de um evento que ocorre naquele ponto. Em principio devemos sincronizar todos esses relégios para
que estejam marcando o mesmo tempo nesse sistema de referéncia.

Como sincronizar tais relogios? Um critério é o seguinte: Para sincronizar 2 relégios quaisquer
separados por uma distancia L, quando o relégio 1 marca um tempo t;, ele envia um raio de luz na
direcéo do relégio 2. Ao receber o raio de luz, o relégio 2 devera ser ajustado para marcar o tempo
to = t1 + L/c. Desta forma, os 2 relégios estarao sincronizados, e podemos sincronizar qualquer
outro relégio pelo mesmo procedimento. Podemos imaginar que em cada sistema de referéncia
temos esses infinitos relégios que foram sincronizados por esse procedimento.

4.2.2 Simultaneidade

Com reldgios sincronizados, podemos falar em eventos simultaneos: Se um evento 1 ocorre em P1
no instante ¢, emitindo um raio de luz nesse instante, e o mesmo vale para um evento 2 que ocorre
em P2 no instante t2, os eventos sdo simultaneos (t; = t2) quando o ponto de encontro dos dois
raios de luz é o ponto médio do segmento P1P2.

O postulado de que a velocidade da luz é a mesma em qualquer referencial inercial implica que
eventos simultaneos em um sistema de referéncia inercial S ndo podem ser simultdneos em outro
sistema S’ que se move com velocidade v com respeito a S. Isso entdo implicard que os tempos
medidos nos dois sistemas inerciais S e S’ serao distintos para o mesmo evento.

Considere um trem que esta se movendo com velocidade v para a direita no eixo x, quando visto
de um referencial S. Um referencial S’ se move junto com o trem com velocidade v relativamente a
S e, portanto, vé o trem em repouso. O comprimento do trem em S’ é Ly (comprimento préprio),
enquanto em S é L # Ly, como veremos na §
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Figura 4.1: Uma fonte localizada no centro de um trem, emite 2 raios de luz em diregoes opostas, que
sao detectados por observadores E e D. Em S’, que se move junto com o trem, os eventos de deteccao sao
simultaneos. Ja em S, que vé o trem se mover com velocidade ¢ para a direita, o observador E detecta o
raio primeiro, ou seja tg < tp.

No instante ¢t = ¢’ = 0 os dois referenciais coincidem, ou seja x = 2’ = 0. Neste mesmo instante
inicial, dois raios de luz sao emitidos em direcoes opostas por uma fonte localizada na origem de
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S’. Um dos raios viaja para a direita (raio vermelho) e o outro para a esquerda (raio azul). Dois
observadores, no inicio e no final do trem (E e D) detectam esses raios de luz.

No sistema S’, o trem estd parado. Desta forma, ambos os raios percorrem uma distancia Lg/2
antes de serem detectados no tempo t%y = t;. Como a velocidade da luz é ¢, temos
Lo
2
Ou seja, em S’, os eventos de observacao dos raios de luz da direita e da esquerda sao simultaneos.

J& no sistema S, o trem tem comprimento L e estd se movendo para a direita. Note que L # Ly,
por motivos que veremos em § O observador da esquerda estd se aproximando da posicao
inicial da fonte (origem O). Ele detecta o raio de luz no tempo tg. Neste tempo, o trem de deslocou
para a direita de vtg. Portanto a distancia percorrida pela luz foi de L/2 — vtg. Mas a luz viaja
com velocidade ¢, de forma que essa distancia também € ctg, ou seja

thy =t = (4.2)

o= L
Clgp = 9 VUE
L
(c+v)tg = 5
L
tp = —— 4.
B 2(c+v) (43)

J& o observador da direita esta se afastando da posicao inicial da fonte (origem O). Ele detecta
o raio de luz no tempo tp. Neste tempo, o trem de deslocou para a direita de vtp. Portanto a
distancia percorrida pela luz foi de L/2 + vtp, que também deve ser ctp, ou seja

L
ctp = 5 + vip
L
(c—v)tp = 3
L
th = —— 4.4
b 2(c—w) (44)

Portanto, em S, os dois eventos nao sao simultaneos, tp > tg porque a luz viaja uma distancia
maior indo pra direita. Podemos inclusive calcular a diferenca de tempo entre os eventos neste
referencial:

At = tp—1tg
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Note que a sincronizagao de relégios em um sistema S ocorre porque a velocidade da luz é
finita. J4 a relatividade da simultaneidade (e a dilatagdo temporal que veremos a seguir), ocorre
nao apenas porque a velocidade da luz é finita, mas porque ela é a mesma em todos os referenciais.
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4.3 Dilatacao do Tempo

Considere um trem onde se emite um raio de luz para o teto do trem, onde um espelho reflete o
raio de volta ao ponto de emissao.

— |_Espelho

[ vAt !

(a) (b) (c)
Figura 4.2: Um raio de luz é emitido e refletido em um espelho. (a) No referencial S, o trem estd parado, e
o raio de luz percorre uma distancia ¢At’ = 2d para retornar a origem 2’ = 0. (b) J4 em S, o raio percorre
uma distancia cAt = 2L. (c) Temos que 2L = cAt = 24/d? 4+ (vAt)/22 > 2d. Como a velocidade da luz é ¢
em ambos os referenciais, At > At’ (dilatagdo do tempo em S). Do ponto de vista de S, o relégio em S’ que
estd em movimento, passa mais devagar. "Mowving clocks run slower”.

Do ponto de vista de S’, o trem estd parado e o raio percorre uma distancia d até o espelho e
retorna a mesma distancia. Portanto

cAt = 2d
2d

J4 do ponto de vista de S, o trem se move com velocidade ¢ = vZ junto com o sistema S’. Assim,
em S, a luz percorre uma distancia diagonal L até se refletir no espelho, e essa mesma distancia
de volta. Note que em S’ os eventos de emissdo e retorno eram no mesmo ponto =’ = 0 (tempo
prdprio), mas em S eles ocorrem em posigoes diferentes, i.e. z =0 e x = vAL.

Da figura, temos que

2At? V2 At
2= ¢ _ 2
4 &+ 4
AL v?
1-= ] = &
4 ( 02>
2
At = 2 (4.7)
Como At' = 2d/c, temos
A /
At = % (4.8)
-5
Vamos definir
v
= - 4.9
o=t (19)
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Note que v < ¢, portanto S < 1 e v > 1. Temos entao
At = yAt (Dilatagao do tempo) (4.11)

4.4 Contragao do Espaco

Considere um trem que estd se movendo com velocidade v para a direita no eixo x, quando visto
de um referencial S. Um referencial S’ se move junto com o trem com velocidade v e portanto vé o
trem em repouso. No referencial S’, o comprimento do trem é medido como Lg, seu comprimento
prdprio (medido em repouso). Veja Fig. 4.3
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Figura 4.3: Uma fonte localizada a esquerda de um trem, emite 1 raio de luz para a direita, que é refletido
em um espelho e retorna & fonte. Em S’, que se move junto com o trem, o trem tem um comprimento Lg e o
tempo total para o raio retornar é 2Lg/c. J4 em S, que vé o trem se mover com velocidade ¥ para a direita,
o trem tem um comprimento L e o raio percorre uma distancia maior que L na ida ao espelho e menor do
que L no retorno a fonte. Encontramos que L < Lg. "Moving rods become shorter”.

No instante ¢ = ¢’ = 0 os dois referenciais coincidem, ou seja z = 2’ = 0. Neste mesmo instante
inicial, um raio de luz é emitido para a direita por uma fonte localizada na origem O’. O raio de
luz é refletido por um espelho no final do trem e retorna & fonte.

No sistema S, o trem estd parado. Desta forma, o raio percorre uma distancia Ly até ser
refletido em um tempo At}. Apés ser refletido, ele demora um tempo adicional At} para retornar
a fonte. Como a velocidade da luz é ¢, temos

Aty = At = Lo (4.12)
C



40 CAPITULO 4. RELATIVIDADE ESPECIAL

Portanto, o intervalo de tempo total At’ entre os eventos de emissao e recebimento do raio de luz
(eventos que ocorrem no mesmo ponto em S, a origem x’ = 0) é dado por

2L
At = At + Aty = 70 (4.13)

Ja no sistema S, o trem estd se movendo para a direita. O espelho esta se afastando da posicao
inicial da fonte (origem O). O raio de luz demora um tempo At; para ser refletido pelo espelho.
Neste tempo, o trem de deslocou para a direita de vAt;. Portanto, a distancia percorrida pela luz
foi de L +vAt;. Mas a luz viaja com velocidade ¢, de forma que essa distancia também é dada por
cAty, ou seja

CAtl = L+ UAtl
(c—v)At; = L
L
Aty = (4.14)

(c=w)

Apbs o raio ser refletido, a fonte estd agora se aproximando, e o raio demora um tempo At
para retornar a fonte. Neste tempo, o trem de deslocou para a direita de uma distancia adicional
vAty. Portanto a distancia percorrida pela luz no retorno foi de L — vAtsg, que também deve ser
cAts, ou seja

CAtg = L-— UAtQ
(c+v)Aty = L
L

Aty = et o) (4.15)

Portanto, em S, o intervalo de tempo total At entre os eventos de emissao e recebimento do raio
de luz (eventos que nao ocorrem no mesmo ponto espacial em S) é dado por

At = Aty + Aty

L L
 (c—v)  (c+w)
B [c+v+ (c—v)
N L_(c—v)(c—i—v)]
[ 2c
- L)
[ 2¢
= ar s
_ M[l] 1
e [(1—v2/c?) e = /T—v2]c2
,2L
- 22k (4.16)

Mas pela dilatagao do tempo, temos At = yAt' e vimos acima que At' = 2L /c. Portanto

At = ~AY

2L 2L
227 o 420 (4.17)
C C
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ou seja

_Lo
v

L (Contracao do Espago) (4.18)

Como v > 1, temos L < Ly, i.e. o comprimento em S é menor do que em S’ (contragao do espaco).

Se a velocidade da luz fosse infinita, terfamos v/c = 0, v = 1: nao haveria dilatagdo do tempo
ou contracao do espaco.

4.5 Transformacgoes de Lorentz

4.5.1 Transformacoes de Galilleu

S S’

Considere um sistema de referéncia inercial S que faz medi- | —
das de tempo e posigao (t,z,y,z) para um certo evento P. ) ) P (evento)
Suponha que um sistema S’ estd se movendo com velocidade \/
¥ na direcao o com respeito ao sistema S. Em S', se faz me- _/.\_
didas (¢,2',y/,2") para o mesmo evento. Suponha que no ot > x’A:‘
instante t = ¢’ = 0 as origens do sistemas coincidem, i.e. x |
O=0'. No contexto da mecanica cldssica, essas coordenadas i )

o x O x

de espago e tempo nos dois sistemas estao relacionadas pelas
chamadas transformagoes de Galileu:

Figura 4.4: Evento P ocorre com coor-

=t (4.19) denadas (t,,y, z) no sistema S. Em S,
= — ot (Transformagio de Galileu) (4.20) que se move com velocidade U na dlregao

, T com respeito a S, o evento é medido
Yy =y (4.21)  com coordenadas (t', 2",y 2"). (Serway)
7=z (4.22)

Basicamente o tempo absoluto passa da mesma forma em ambos os sistemas, e a posi¢ao no
eixo x é alterada pela velocidade relativa. Note que as velocidades V, = dx/dt e V) = da'/dt’ séo
relacionadas via

Vi=V,—w (4.23)

V, =V, (Transformacao de Galileu) (4.24)

V.=V, (4.25)

As transformagoes inversas (de S’ para S) sao dadas por

t =t (4.26)

r = o +ot (Transformagao de Galileu - Inversa) (4.27)

y = ¢ (4.28)

z = 2 (4.29)

e para as velocidades

Ve = V4w (4.30)

v, =V, (Transformacao de Galileu - Inversa) (4.31)



42 CAPITULO 4. RELATIVIDADE ESPECIAL

Entretanto, essas transformacoes nao sao consistentes com os postulados da relatividade espe-
cial. Em particular, é impossivel ter a velocidade da luz sendo a mesma em ambos os sistemas
de referéncia com as transformacoes de Galileu. Sendo assim, precisamos descobrir novas trans-
formagoes que imponham a constancia da velocidade da luz em ambos os referenciais inerciais.
Essas sao as chamadas Transformagoes de Lorentz.

4.5.2 Consideracoes Gerais sobre as Tranformacoes de Lorentz

Linearidade

A transformacao entre coordenadas de S e S’ deve ser linear para garantir invariancia por translagoes
espaciais e temporais. A transformacao linear entre coordenadas de espaco e tempo mais geral que
pode ser escrita é dada por

t' = agot + ap1x + agey + ap3z (4.33)
¥ = at+ anc + apy + a3z (4.34)

"= agot + agix + azny + asz (4.35)
7 = asot + az1T + azoy + aszz (4.36)

A transformacdo sé pode ser linear, porque se houvesse por exemplo um termo do tipo ' = ax?,

o comprimento de um objeto dependeria de sua posicao espacial, o que violaria a homogeneidade
espacial. Por exemplo, considere um objeto com uma ponta em z; = 1 e outra em xo = 3, portanto
com comprimento Az = z9 — x; = 2 quando medido em S. Tal objeto teria coordenadas z} = a
e x5, = 9a, portanto teria comprimento Az’ = 9a — a = 8a em S'. Se esse mesmo objeto fosse
deslocado para 1 = 4 e zg = 6, ele ainda teria Az = 6 —4 = 2. Entretanto, em S, teria 2} = 16a e
x9 = 36a, portanto Az’ = 36a — 16a = 20a, violando a homogeneidade espacial. Da mesma forma
t' = ax? + bt? faria intervalos de tempo dependerem do ponto espacial e do instante medido.

Um outro motivo pra impor uma transformagcao linear é que, pelo principio da relatividade, os
sistemas S e S’ sao equivalentes, portanto o que um concluir a respeito do outro deve ser valido
do outro com respeito ao primeiro. Assim, a transformacao de S para S’ e a inversa de S’ para S
devem ser a mesma, exceto pela mudanca v — —wv. Se tivéssemos x’ o 2, entdo a inversa seria
algo do tipo = x v/, violando o principio de relatividade. A tnica transformacio que preserva
forma de um sistema a outro quando invertida é a transformagao linear.

Coordenadas perpendiculares ao movimento

Entretanto, para movimento no eixo x, a transformacao linear geral acima deve se simplificar muito.
Em particular, nas diregoes perpendiculares ao movimento, nao esperamos que haja mistura de
coordenadas, portanto devemos continuar a ter ' = y e 2’ = z. Por exemplo, pontos de eventos
no eixo x (i.e. y = z = 0), devem ser mapeados em pontos no eixo z’ (i.e. ¥ = 2’ = 0). Afinal de
contas, a velocidade é em z, e nao haveria motivo para o evento ter alguma coordenada 7/: ela seria
positiva ou negativa? Qualquer possibilidade quebraria a simetria. Aplicando isso na Eq. para 7/,
temos que para eventos no eixo x:

0=ayt+anzr (y=2=0—y =2'=0) (4.37)
Isso deve ser verdade, em particular, no instante ¢ = 0, o que implica

agsl = 0 (4.38)
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Similarmente, isso deve ocorrer também em z = 0, o que implica
az =0 (4.39)
Assim, nos resta
Y = axy + a2 (4.40)

Agora note que pontos no plano zz (i.e. y = 0) devem ser mapeados em pontos no plano z'z’ (i.e.
y' = 0). Afinal, se y’ néo for zero, seria positivo ou negativo? Qualquer possibilidade quebraria a
simetria, ja que a velocidade de afastamento dos sistemas é no eixo x apenas. Desta forma, temos
para a Eq. acima:

0=y = a2 (4.41)
0 que implica
az3 =0 (4.42)
Desta forma, nos resta apenas
y' = asny (4.43)

Suponha agora que posicionamos um barra vertical ao longo do eixo y na origem dos dois sistemas
em r = 2/ = 0 no instante t = ' = 0. Suponha que em S, medimos um comprimento y = £,
portanto em S’ deveriamos medir y’ = ag2f. No entanto, do ponto de vista de ', é S que se move
com velocidade —v, portanto a transformacao inversa (que seria idéntica a direta) deveria valer de
forma que y = agey’. Terfamos entdo que y = agy’ = aza(agnl) = a%zﬁ = £. Ou seja, az = *1.
Como a transformacgao deve se reduzir a identidade quando v = 0, a tinica possibilidade ¢ ter

a2 — 1 (4.44)

de forma que y = y. Exatamente os mesmos argumentos podem ser feitos usando a equagao para
2’ para concluir que 2’ = z.

Tempo e Coordenada na diregcao do movimento

Por outro lado, nas coordenadas x e t, esperamos descrever os fénomeos de contracao espacial e
dilatacao temporal. A velocidade relativa v quebra a simetria na dire¢ao x (o que ocorre mesmo nas
Transformacgoes de Galileu), e sabemos que agora nao teremos mais o tempo universal em ambos
os sistemas. Além disso, quando v < ¢, esperamos re-obter as Transformagoes de Galileu.

Na equacao de t’, nao devemos ter dependéncia em y ou z, pois isso implicaria que relégios
posicionados simetricamente em y = 1 e y = —1 mediriam tempos diferentes em S’. Como a
velocidade ocorre apenas em x, isso quebraria a simetria. Desta forma, devemos ter

agy = apg3 =0 (4.45)

Da mesma forma, na equacao de x’, nao devemos ter dependéncia em y ou z, pois isso implicaria
que eventos simétricos ocorrendo em y = 1 e y = —1 e com as demais coordenadas idénticas teriam
medidas de 2’ distintas. Assim,

a2 — ais = 0 (4.46)
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Desta forma, estamos buscando alguma transformacao do tipo

t = At+ Bx (4.47)
¢ = Ct+ Dz (4.48)
y =y (4.49)
2 = z (4.50)

4.5.3 Derivacao das Tranformacgoes de Lorentz Via Contracao do Espaco

Considere um evento medido em S’ com coordenadas (z’,t'), e quando medido no sistema S tem
coordenadas (z,t). Sabemos que a origem O’ do sistema de coordenadas S’ se move com velocidade
v com respeito a S, portanto no tempo ¢, temos que O’ estard na coordenada vt quando visto de S.
Por outro lado, o comprimento 2’ medido em S’ serd contraido para x’/y quando visto de S. Desta
forma, a posicao x medida em S para esse evento deve ser:

/

r=" fut (4.51)
Y
ou seja, invertendo
z' = y(x — vt) (4.52)

Agora note que, do ponto de vista de S’, é o sistema S que se move para a esquerda com velocidade
—u. Desta forma, como nenhum dos sistemas tem nenhum privilégio, a transformacao inversa
equivalente da equagao acima deve ser

z =~z +ot'). (4.53)

Vamos assumir, no entanto, que nao sabemos da contragao espacial e nem quem é o fator ~
acima, e usar o principio da universalidade da velocidade da luz para determinéd-lo. Note que a
Eq. basicamente assume que a mudanca de coordenadas de Galileu se mantém a menos de um
fator v a ser determinado. Sabemos que a relacao entre coordenadas deve ser linear para preservar
homogeneidade no espaco e no tempo, entao vamos partir de:

' =Ct+ Dz (4.54)

para C e D constantes a serem determinadas. Mas como a origem de S’ localizada em 2’ = 0 deve
ter coordenada x = vt para S, temos

0=2'=Ct+Dx=Ct+D(vt) — C=-Dv (4.55)

Portanto ' = —Duvt+ Dx = D(xz —vt), e a constante D é simplesmente o fator vy a ser determinado
na Eq. [£.52]

Para determinar «y, vamos considerar um evento especial. Vamos supor que em z = 2’ = 0 e
t =t' = 0, ou seja, quando S e S’ coincidem, um raio de luz é emitido na direcao x. Ambos os
sistemas medem a mesma velocidade da luz ¢ para esse raio, portanto apés um tempo ¢ medido em
S e t’ medido em S/, o raio de luz estard em x e ', respectivamente, onde

x=ct e ' =ct (4.56)
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Multiplicando a Eq. pela Eq. temos

xr' = y(z —vt)y(a' +ot)
= N (x2’ + zvt’ — 2t — vPt)

Dividindo por zx’, temos

Como t/x =1/cet'/z’ =1/c, temos

2 2

v v v v
1—f<1+——zJ—“f<P—2>

C C C C

ou seja

2'
v
I_i
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(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

ou seja, de fato v é o fator de contracao espacial. Agora, inserindo a Eq. para z’ na Eq.

para x, temos

r = (@ +ot)
= q[y(x —vt) + vt’]
= 721' - ’)/2’Ut + yot!

Isolando ¢/, temos

ot = ~2ot + (1 — )z

ou ainda
2
t =t + (1=y )x
v
Mas
1 — 72 = — 1 = 1 10)7; _ = ’U2’Y
1-% 1-% c?
Portanto
(1-9% v
v c
E assim

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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Nas direcoes y e z, as coordenadas dos eventos ndo mudam, pois o sistema S’ se move na direcao z.
Desta forma, dadas as coordenadas (¢, z,y, z) medidas no referencial S, as coordenadas (t',2',y/, 2’)
medidas em S’ sao dadas por

v
t =yt — gx) (4.67)
2 = y(z — vt) (Transformagao de Lorentz) (4.68)
y =y (4.69)
7 =z (4.70)
Podemos obter a relacao inversa, manipulando as variaveis. Da primeira equagao:
v
t=—+—= 4.71
5 + ch ( )
Inserindo na segunda
/
xr = —+ut
x’ ' w
- M 4.72
5 + U(V + = x) ( )
de forma que
2 !
v x
t(l-=) = —+ -t
=) v
T v
= = =+t (4.73)
72 v
ou seja,
z =y(z' +ot') (4.74)
Inserindo na equacao para t, temos
' w
v o c
t/ / /
= + (@ +ot')
1 02
/ /
1 v? v
_ /
=t ’y(? + 6—2) + 37 (4.75)
Mas
1 v? v? 02
Portanto

t=~(t + C%x') (4.77)
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Assim, a transformacao de Lorentz inversa fica

v

t=~(t'+ C—zx') (4.78)

= y(z' + vt') (Transformacao de Lorentz - Inversa) (4.79)

y=1 (4.80)
_ (4.81)

Como requerido pelo principio da relatividade entre sistemas de referéncia, a transformagao inversa
¢é idéntica a transformacao direta, mudando v — —w.

Como as transformagoes de Lorentz sao lineares, podemos escrevé-las para dois eventos e sub-
trair as coordenadas, obtendo intervalos, e.g. Ax = x9 — x1 e At = t5 — t1. Temos entao

Az’ = ~y(Az —vAt) (4.82)
v

Assim, podemos revisitar os resultados para dilatagdo temporal e contracao do espaco.

Dilatacao do Tempo

Suponha que em S’ medimos 2 eventos no mesmo ponto espacial, i.e. zy = zf. Portanto Az’ =
xh — ) =0 e At' = At,, o tempo préprio. Das Transformagoes de Lorentz inversas, temos

At = (At + C%Ax’) Ar=0, At = YAt = yAt, (4.84)

Contracao do Espaco

Considere um objeto em repouso em S’. O comprimento préprio do objeto em S’ é dado por
Ly = af, — 2}y = Ax’. No sistema S, o objeto estd se movendo. Portanto, para que seu comprimento
seja medido como L = xo — 1 = Ax, é preciso que essas duas medidas de posi¢cdo ocorram no
mesmo instante de tempo em S, i.e. t3 = t1, ou seja At = 0. Assim

Az = y(Az —vAt)

At=0 Lo
==

Ly = ~(L—vAt) J— (4.85)

4.5.4 Invariancia do Elemento de Linha
Rotagao em 3D

No espago 3D, podemos definir um elemento de linha dado por
2 =a? 4o+ 22 (4.86)

Basicamente, esse elemento indica a distancia de um ponto (z,y,z) a origem do sistema de
coordenadas S. Se tivermos uma barra linear com uma ponta na origem e uma ponta em (x,y, z),
entao o intervalo ¢ representa o comprimento dessa barra medido em S.
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Podemos fazer uma rotagdo do sistema 5
de coordenadas S em torno do eixo z, rota-
cionando de um angulo 6 relativamente ao
eixo z. Obtemos, assim, um novo sistema de
coordenadas S, que terd novas coordenadas
(2',y', 2') para a ponta da barra, onde 2’ = z,
j& que a rotacao foi feita no eixo z. As novas
coordenadas serao dadas por

¥ = xcosf+ysinf (4.87)
y = —wxsinf+ycosd  (4.88)
S = (4.89) Figura 4.5: Rotacao do sistema S ao redor do eixo z de

um angulo € no plano xy, para se tornar o sistema S’.

Note que o elemento de linha calculado
nesse novo sistema S’ é dado por

@2 = @)+ @)+ ()

(:ccost9—|—ysm9) + (—zsinf + ycosh)? + 2>

(2% cos? 6 + y? sin® 022y cos O sin 0) + (22 sin? @ + y? cos® §—2zy sin 0 cos §) + 2>
2%(cos® @ + sin” 0) + y*(sin? 6 + cos® ) + 2°

B+’ + 2

_ 2 (4.90)

ou seja, como esperado, medimos o mesmo comprimento ¢ = ¢ em ambos os sistemas de referéncia.
A rotagao muda as coordenadas x,y, z, mas nao muda o elemento de comprimento, que permanece
mvartante.

Boost em 4D
Vamos agora definir o elemento de linha 4D no espago-tempo, incorporando o tempo:
s ==t + 2% + y? + 2 (4.91)

De acordo com o postulado da relatividade, a velocidade da luz é sempre ¢, portanto um raio de
luz partindo da origem percorre em um tempo ¢ uma distancia espacial ¢, tal que 2 = x?+y?+ 22 =
c?t?, portanto s> = 0 para um raio de luz em um referencial inercial S.

Y Y

® ®

<L

Figura 4.6: Sistema de referéncia S’ se movendo com velocidade @ no eixo x relativa ao sistema S.
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O referencial S’ se move com relacao a S com velocidade v na direcao z. Pelo postulado da
constancia da velocidade da luz, a velocidade da luz é a mesma em S e S/, portanto devemos ter
c =, e ignalmente (s')% = 0, ou seja:

82 — —02t2 + l’2 + y2 + 22 —0= _CQ(t/)Z + ($/)2 + (y/)2 + (Z,)Q — (8/)2 (492)

Nés vimos que as rotacdes espaciais deixavam o elemento de linha 3D ¢? invariante. Agora nds
gostarfamos de saber quais transformagoes de coordenadas de S para S’ deixam o elemento de linha
4D s? invariante (e no caso da trajetéria de um raio de luz, igual a zero).

Note que o postulado da velocidade da luz nos garante que s? = (s')2 = 0 para um raio de luz em
qualquer referencial. Portanto, se encontrarmos uma transformacao de coordenadas que garanta
que s? = (s')? mesmo nos casos em que s> niao é necessariamente nulo, estaremos garantindo
também o caso particular em que s> = 0. As transformacdes que garantem que s?> = (s')? sdo
exatamente as transformacoes de Lorentz.

E possivel derivar as Transformacgoes de Lorentz impondo esta condi¢ao (e.g. Moysés Vol. 4
§ 6.4). Aqui, como j& derivamos as transformacoes de Lorentz, vamos apenas confirmar que elas de
fato preservam o elemento de linha em 4D para qualquer evento (mesmo quando s2 # 0). Temos

()7 = =P+ @7+ )+ ()
= @yt — o) + e — b)) +y? + 2

2
= —P(E - 2wt + o) + 72 (2% — vt + ) 4y 22
C C

2
v
= —0272152 + 272@xt — —2729:2 + 72:32 — 2721215:)5 + 1)272252 + y2 + 22
c

’1)2

2 2
(% v
= —c2H (- =) + 222 (1 - )+ 2 +22 Usery?=(1- 6—2)—1
= APt 4yt + 2

= 5 (4.93)

Por fim, note que multiplicando a equagao do tempo por ¢, podemos escrever as Transformacoes
de Lorentz como

o = et Z:f;) (4.94)
= y(r— %ct) (4.95)
ou em termos de 8 = v/c, temos
(ct)) = Alet) = Byz (4.96)
= —py(et) +x (4.97)
Identificando
~ = cosh(¢) (4.98)
By = sinh(¢) (4.99)
Temos tanh(¢) = § e note que cosh?(¢) — sin?(¢) = 72 — 3242 = 42(1 — 42?) = 1. Temos entio
(ct') = cosh(¢)(ct) — sinh(¢)z (4.100)

¥’ = —sinh(¢)(ct) + cosh(¢p)x (4.101)
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Usando as relacoes

cosh(¢) = cos(ip) (4.102)
sinh(¢) = —isin(ip) (4.103)
temos
(ct'y = cos(ig)(ct) + isin(igp)z (4.104)
¥ = +isin(i¢)(ct) + cos(id)x (4.105)

Finalmente, multiplicando a primeira equacao por —i:

(—ict') = cos(ig)(—ict) + sin(ig)x (4.106)
¥ = —sin(i¢)(—ict) + cos(id)x (4.107)

Comparando com as equagoes para a rotagao 3D no plano (z,y), vemos que a Transformacao de
Lorentz pode ser vista como uma rotac¢ao no plano (—ict,z) com tempo imaginério, de um angulo
imaginario i¢, relacionado ao fator de boost ou velocidade v via ¢ = tanh™! 5. Note que ao elevar
—ict ao quadrado, ganhamos um sinal negativo: —c%t2.
Entretanto, ndao ha uma rotacao de fato, ape-
nas uma equivaléncia matemadtica formal, que d&
uma intuicao de porque o elemento de linha 4D se
mantém invariante sob boosts, da mesma forma que
o elemento de linha 3D se mantém invariante sob
rotacoes. Em um caso, £ = 2% + 32 + 22. No outro,
s2 = (—ict)? + 22 + 9% + 22 = —A22 + 22 + % + 22
De fato, os eixos x e ct no referencial S sao rede-
finidos no referencial S’ para 2’ e ct’:

Eixo 2’ : e’ =0 — ct =0z (4.108)
Eixo ct': 2/ =0 — ct=p"1z (4.109)

Portanto, ha uma ”compressao”’dos eixos em S de

um angulo 6 tal que 5 = tan(f). O eixo = "sobe”de Figura 4.7: Eixos ct’ e 2’ do sistema S', vistos
um angulo @, enquanto o eixo ct "desce”’do mesmo @ partir das coordenadas do sistema S. H4 uma
angulo. A medida que 8 — 1, os eixos 2/ e ¢t/ se COMPressao de um angulo ¢, tal que § = tan(6).

aproximam da curva ct = x vista no sistema S.

4.5.5 Invariancia da Equacao de Ondas

As transformactes de Lorentz mantém as Eqs. de Maxwell invariantes ou seja, as equagoes sao
véalidas tanto em S como em S’. Ou seja, se por exemplo VxE=-0B /Ot, entdo temos que
também vale V' x E' = —0B’ /Ot'. Mas para checar isso, precisariamos saber como os campos Ee
B se transformam ao mudar de sistema de coordenadas, o que esta além dos nossos objetivos aqui.
Mas vimos que as Egs. de Maxwell no vacuo implicam a Equacao de Ondas Eletromagnéticas:

1 9%f

2p 7 4.11
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o1

que vale para f = E ou f = B. Podemos mostrar que, independente de como FE e B mudem, a
equacao de ondas permanece invariante sob transformacoes de Lorentz. De fato, as transformacoes
de Lorentz sao as unicas que implicam essa invariancia, e isso pode ser usado para derivar as

Transformacgoes de Lorentz. Assumindo:

t' = At+ Bx (4.111)
¥ = D(x—vt) (4.112)
"=y (4.113)
2 = z (4.114)
temos para as derivadas parciais
0 o' 9 9x 0 0 0
2 = 7 T A= — 4.11
ot otot " ot or o ' ow (4.115)
0 o' 9 02 0 0 0
= = Z .2 2 _ B 41D 4.11
or  ozov  owor ov T ox (4.116)
e para as derivadas segundas
0? 0 0 0? 0 0?
— = = =A? —2AD D*p? 4.11
2 = oo oy Vorar TP o) (4-117)
0? 0 0 , 02 0 , 02
92 = onde B 78(77)2 + QBDéx’at’ + D )2 (4.118)
Além disso
0? 0?
—=— 4.11
ayQ ay/Q ( 9)
0? 0?
A Eq. de onda em S implica
0? 0? 0? 1 02
= 4 =2 4= _ - _ 4.121
Ox? + Oy? + 022 2 ot? 0 ( )
Substituindo os resultados anteriores na equacao acima, obtemos
2 2 2 2 2 92 2,2 92
B28 4 9BD 0 —|—D28 +82 82_1478 +2AD’U N _ 0
a(t')? ox' ot a2  oy?r o c? O(t)? 2 Ox'ot 2 O(x!)?
A% 52 2ADv. 9 D*p?  9? 0* o
2 _ 4 2 _
(B 2 )8(t/)2 + (QBD + c2 )8x’8t’ + (D 2 )a(x/)Q + ay/2 82’2 0
(4.122)
Para que a Eq. de Onda seja vélida em S’, devemos ter que:
0? 0? 0? 1 0?
o Vo T o2 T @ = (4.128)

Se a Eq. de Onda é vélida em S', os coeficientes das duas equagdes acima devem ser iguais.

Portanto, temos que
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A? 1
2 —
B -5 =5 (4.124)
2AD
2BD + = =0 (4.125)
D?y?
D? — 5 =1 (4.126)
A ultima equacao determina D
2 v’
D*(1-5)=1 (4.127)
ou
2 2 1
ez
A segunda equacao nos da
v
B= —Ac—2 (4.129)
E a primeira nos da
42 v A2 B 1
P 2
AL =
c
A%(1 - ﬁ) =1 (4.130)
2’ ’
ou seja
1
A=D=~= _ (4.131)
1-%
e
v v

Assim, re-obtemos as transformacoes de Lorentz como aquelas que mantém invariante a Eq. de
ondas eletromagnéticas em qualquer sistema inercial:

t = (- 6—2;17) (4.133)
= y(z— i) (4.134)
y =y (4.135)
7 = z (4.136)



4.6. TRANSFORMACAO DE VELOCIDADES 93

4.6 Transformagao de Velocidades

Para intervalos infinitesimais, as transformacoes de espaco-tempo de S para S’ sao

At = ~y(dt — :—de) (4.137)
de' = ~(dw — vdt) (4.138)
dy = dy (4.139)
d2 = dz (4.140)
Suponha que em S mede-se a velocidade de algum objeto como sendo V= (Va, Vy, V2), onde

V, = dx/dt, V, = dy/dt e V, = dz/dt, enquanto em S’ as velocidades medidas sao V' = (V, Vi, V.),
onde V] = dz’/dt’, etc. Como

v dx vV,

dt' = ~dt(1 —

dividindo os elementos espaciais pelo temporal acima, temos

dx’ y(dx —vdt)  dx/dt—wv
@ = UVZ = sz (4142)
dy’ dy dy/dt
¥ = = - (4.143)
yat(1— ) (1 —*F)
dz dz dz/dt
T T e
ou finalmente
Ve—w
V= A (4.145)
c2
Vi
V) = Y (Transformacao de Velocidades) (4.146)
Yoy
V) = L‘, (4.147)
V(1 =)

Podemos facilmente inverter essas equagoes para obter a relagao inversa. Por exemplo, multipli-
cando a primeira equagdo acima por v/ 2, temos

N ey
2 1—%
vV U2V’V ooV ?
2 AT T 22
vV w? v vV
A Vo(le 2z
2 2 5 Vel + 02>
vV
Vidv = V.(1+ C;) (4.148)
Isolando V., temos
V/
v, — ~x Y (4.149)
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Procedendo similarmente para as outras componentes, obtemos as transformacoes inversas

Vi+wv
vV/
c2
V/
Vy=—" (Transformacao de Velocidades - Inversa) (4.151)

Y1+ =)
V/
Y1+ =)

Como esperado, essas relagoes podem ser obtidas simplesmente trocando v — —v na relacgao direta,
bem como substituindo V, <>V, V,, <> Ve V, <> V.
Note que se v < ¢, temos v =~ 1 e obtemos as leis de transformacao de velocidade de Galileu

Ve =
1+

(4.150)

VIi= Vy—w (4.153)
vV, =V, (4.154)
V. = V. (4.155)

Por outro lado, se V, = ¢, V,, =V, = 0, temos

vV = f:Z:c (4.156)
0

V = ——=0 4.157

T 157
0

V] = ————=0 4.158

v(1—2) ( )

ou seja, um féton se movendo com velocidade da luz no sistema S também o faz em §'. Caso V, = ¢,
V. =V, =0, temos,

Vi = —wv (4.159)
Cc

v, = S (4.160)

v = Yy (4.161)
v

Desta forma

V)2 = (V)P + (V) + (V2)°
S
v? + (1 —v?/c?)
v? +c* —o?
_ 2 (4.162)

ou seja, ainda assim, |V’ = c.

Finalmente, suponha que v =~ ¢, temos entao 1/y =~ 0 e V) ~ (V, —¢)/(1 =V, /¢) = —c, €
ainda Vy’ ~ 0 e V] ~ 0. Entao se o sistema se move com uma velocidade que se aproxima de ¢, a
velocidade medida em S’ também serd préoxima de c.
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4.7 Efeito Doppler da Radiacao

95

Considerando a luz como uma onda eletromagnética, e levando em conta as transformagoes de
Lorentz do espaco-tempo, podemos calcular o tempo entre dois picos de onda consecutivos do
ponto de vista de um detector fixo no sistema S e um detector fixo no sistema S'.

Vamos supor que a fonte de luz é fixa na origem do sistema S,
enquanto o sistema S’ se move se afastando do sistema S, e portanto
da fonte. Cada sistema tem um detector distinto. Em S, o detector
estd fixo em & = Tgee, enquanto em S’, o detector estd fixo em
x’ = z/.. Suponha que a fonte emite dois picos de onda separados
por 1 comprimento de onda. Esses dois pulsos sao vistos pelos
diferentes detectores em S e em S’. Devemos portanto monitorar os
seguintes eventos:

e Evento 1: Emissao do 1° pulso de luz (vermelho) da fonte.
e Evento 2: Emissao do 2° pulso de luz (azul) da fonte.
e Evento 3: Detecgao do 1° pulso de luz (vermelho) no detector.

e Evento 4: Detecgao do 2° pulso de luz (azul) no detector.

Do ponto de vista de S (veja Fig. , os eventos 1 e 2 acontecem
na origem 1 = o2 = 0 e em tempos t; and ts. Claramente At =
to —t1 é o periodo da onda e A = ¢At é seu comprimento de onda,
como medidos em S.

Um detector em S fixo em z4e; vai detectar o pico emitido no
evento 1 (evento 3) no tempo t3:

t3 =11 + (Taet — 1) /c (4.163)

Esse mesmo detector vai similarmente detectar o pico emitido
no evento 2 (evento 4) no tempo t4:

ty = ta + (Tget — x2)/c (4.164)

Como a fonte estd em repouso em S (z1 = x3 = Tfon = 0), 0
detector vai deduzir um periodo de T = t4 — t3 = t9 — t1 = At para
as ondas e um comprimento de onda A = cAt.

Do ponto de vista de S" (veja Fig. [4.11)), o evento 1 de emissao
acontece em (t},z}) e o evento 2 acontece em (t}, z5). Pelas trans-
formagoes de Lorentz, temos:

o

Evento 1 (t1,21)

Fonte Detector
x

Ldet

Evento 2 (t2,22)

Detector

Tdet

Evento 3 (t3,23)

l Fonte Detector
x

Tdet

Y

Evento 4 (t4,24)

l Fonte Detector
x

Ldet

Figura 4.8: Emissdo (eventos 1
e 2) e detecgio (eventos 3 e 4)
de dois pulsos de luz consecuti-
vos (picos de onda) como vistos
no sistema S. Fonte parada em
relagao ao detector. O periodo
da onda é medido como T =
tyg —13.
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cty = ~(cty — Bry) = yety
¥y = y(z1— Betr) = —yBety
cthy = ~(cty — Bxg) = ety
xy = (w2 — fPety) = —yPBeta

Um detector fixo na origem de S’ detectard o pri-
meiro pulso de luz (evento 3) em t; dado por

ty = 1)+ (2o — 1)/

Yt + [Ther — (—7Bct1)] /e
Yt + et/ + VBt

= (14 B)t1 + e /C

Este mesmo detector vai também detectar o se-
gundo pulso de luz (evento 4) em t; dado por

ty = 1o+ (The —25)/C (4.173)
Yo + [2ge, — (—yBet2)] /e (4.174)
(4.175)
(4.176)

V2 + Tger/c + VB2
= (14 B)ta + e/

Portanto, em S’, o periodo da onda serd medido
como

T = th—ti=v(1+p)(ta —t1) (4.177)
y(14B)T (4.178)

ou

, 1+ [1+8

Como \ = T, encontramos para o comprimento
de onda \:

N =/—= \| (Efeito Doppler) (4.180)

(4.165)
(4.166)
(4.167)
(4.168)
Y @
Evento 1 (¢},2})
Fonte

Evento 2 (th, z5)

Fonte

/

Y
\A/l Evento 3 (t4, z%)
\/ly

Fonte

/

Evento 4 (t},z})

Fonte

Figura 4.9: Emissao (eventos 1 e 2) e detecgao
(eventos 3 e 4) de dois pulsos de luz consecutivos
(picos de onda) como observados no referencial
S’. Detector e fonte se afastam. O perfodo da
onda é medido como T =t} — t, e é maior que
o periodo T' medido em S.
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Como ¢ = A\, para a frequéncia v = 1/T = ¢/, temos

1—
Vo= 1 +g v| (Efeito Doppler) (4.181)

No referencial onde o detector vé a fonte se afastar (S’), o comprimento de onda é maior (e
a frequéncia é menor) do que no referencial onde o detector vé a fonte parada (S): o movimento
relativo de afastamento faz o comprimento da onda (e a frequéncia) sofrer um deslocamento para
o vermelho ou redshift.

Caso a fonte e o detector estivessem se aproximando, trocariamos § — —f nas equacoes acima,
e o comprimento de onda em S’ seria menor (frequéncia maior) do que em S: o movimento de
aprorimacdo faria o comprimento de onda sofrer um deslocamento para o azul ou blueshift.

Também pode-se derivar o efeito Doppler impondo que a fase da onda eletromagnética ¢ =
(E -Z —wt) deve permanecer invariante quando se vai do referencial S para o S’. Ambos os sistemas
detectam o mesmo nimero de cristas de onda, ou seja ¢ = ¢’ (veja Apéndice E).

4.8 Momento Relativistico

Na dindmica newtoniana, o momento linear, definido como
P =mi (4.182)
é conservado em sistemas fechados para todos os referenciais inerciais relacionados pela trans-

formacao de Galileu.

Ja no caso relativistico, as transformagoes de Lorentz para as velocidades sao mais complicadas.
Mesmo que o momento usual seja conservado em um sistema S, ndo ha garantia de que ele serd
conservado em S'.

Para garantir que o momento linear continue sendo conservado em todos os referencias inerciais
no caso relativistico, precisamos generalizar a sua definicao. Entretanto, para baixas velocidades, o
momento relativistico deve se reduzir ao momento newtoniano. Vamos entao admitir que a massa
inercial possa depender do médulo da velocidade da particula:

m = m(v) (4.183)
e assim, o momento relativistico fica

p=m(v)v (4.184)

Para determinar m(v), vamos impor que esse momento seja conservado em uma colisdo eldstica
vista tanto no sistema S quanto em S’.

Considere duas particulas idénticas a e b que se aproximam em um referencial S’, tomado como
o referencial do centro de massa, onde o momento total é nulo. Temos V! = -V e

Vo=V, =V =\/V2+V? (4.185)
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vy / b (antes)
\b (depois) X

VY

Vu, '°a\(<1€1)0i8)
a (antes)

71
‘ a

Figura 4.10: Colisao eldstica de duas particulas a e b, como vista no sistema S’ do centro de massa, onde o
momento total é nulo (V, = V}/) antes e apds a colisdo.

tanto antes quanto apés a colisao. Portanto, qualquer que seja m(v), o momento é conservado (e
nulo) em S’. As componentes das velocidades de a e b antes e depois da colisao estdo mostradas na
Tabela [4.11

Componentes de V, e 171, em S’
x/ y/ xl y/
Antes |V, V) | =V} -V,
Depois | V; V) | =V} |4
Particula a Particula b
Tabela 4.1:

J4 o sistema S vé S’ se afastar com velociade v na dire¢ao x. As componentes das velocidades
de a e b sao dadas na Tabela[4.2] de acordo com as Transformagoes de Lorentz.

Componentes de V, e Vj, em S
T Y T Y
Vitv vy —V/+v vy
Antes [1+V/v/c?]  y[1+Viv/c?] | [1-VIv/c?]  y[1-VIv/c?]
3 Vi4v _Vq/ —VI+v VL;
Depois [1+V/v/c?]  A[1+VIv/c?] | [1=VIv/c?]  y[1-V/v/c?]
Particula a Particula b
Tabela 4.2:

Note que, no sistema S, temos (Va)antes = (Va)depois = Va € também (V4)antes = (Vb)depois = Vb-
Porém V, # V4.

A conservagao do momento no eixo r é automaticamente satisfeita, qualquer que seja a forma
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de m(v). J4 no eixo y, a conservagdo impde que

[m(Va)Vay + m(%)%,y]antes = [m(Va)Vay + m(%)‘/bvy]depois (4.186)
Substituindo as componentes da tabela, temos
V/ _Vl *V’ V/
VCL y V 7?/ = VCL S — V 7y 4187
Vv T s = sy TS rngey 480

Note que o lado direito é o lado esquerdo multiplicado por -1. Passando o lado direito para o lado
esquerdo, teremos 2 vezes o lado esquerdo sendo zero. Ou seja, o lado esquerdo deve ser zero:

V/ _V/
m(V, Y + m(V Y
(Va) (Vo)7

T Vo)) v/~ 0 (4.188)

0 que implica

m(Va) [+ Vio/e]
mVy) ~ Vi) (4.189)

Agora, temos a seguinte relagdo que pode ser mostrada a partir das Transformagoes de velocidade
(veja Apéndice F)

v (1-55) (1-%)
1-— 2= 2 (4.190)
(+%)
Para as particulas a e b, essas relagoes ficam
g (-9)0-3)
1-— C—; = " (4.191)
(1+%)
e (1-9)(-%)
l—— = 5 (4.192)
& <1_V;v)
C2

Mas como V] =V = V', dividindo uma equacao pela outra e tirando a raiz, temos

T ()
= = e (4.193)
-4 (1)
Desta forma, a razao de massas fica
V2
1%
m(Va) _ < (4.194)
m(%) 1 Va2
T2
ou finalmente
V2 Ve
m(Va)\[1 = 5 =mVp)\[1 - 5 (4.195)
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e sabemos que V, # V. Portanto, para que o momento se conserve em S, a grandeza

m)h/1—— = (4.196)

deve ser independente da velocidade, ou seja é um invariante. Podemos avaliar essa quantidade em
v = 0 e chamé-la de mp = m(v = 0). Portanto encontramos

m(v)\/1—— =m(v=0)V1-0=mg (4.197)
c
ou
mo e
m(v) = —— = M0 (Massa Relativistica) (4.198)
1-%
C

P=m(v)V = ymo¥ = (Momento Relativistico) (4.199)

Note que no limite de baixas velocidades, v < ¢, ou seja, v ~ 1, e reobtemos o momento
newtoniano p =~ mgv.

4.8.1 Exemplo: Forca Relativistica

Definimos a forga ainda como a derivada temporal do momento, mas agora o momento relativistico:

A dp _ dimoyd) d( ¥ ) [ dv/dt /(v - dv/dt)
= = - = 0

S\ i=ee VIowa (=R

Se ¥ L dv//dt, ltimo termo entre colchetes é nulo, e

e a0y

] (4.200)

- dv
F = mofyd—: = ymod (4.201)

Se U || dU/dt || 71, temos

M,
|

. [ (dv/dt)i +(v/c2)ﬁ(vdv/dt)]
0 m (1— U2/02)3/2

o dv 1 n v?/c? 5
= 0 dt m (1 _ 1)2/62)3/2

dv [1—v%/c? +v%/c?] |
= mo—- n

dt | (1—v2/c2)3/2

sdv .
= Mo

= mod (4.202)
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Por exemplo, suponha um eletron de carga ¢, massa mg em um campo elétrico constante F. Temos

E
F:qE:73m0a -  a= 4 3
moYy

(4.203)

ou

_dv_g 1_?}72)3/2

- (4.204)

_%_mo C

Note que quando v — ¢, temos a — 0, ou seja, a particula para de acelerar. Podemos escrever

dv qF
— =t 4.205
(1—v2/c2)3/2 " myg ( )
Integrando e impondo v(t = 0) = 0. temos
E
Ik (4.206)
/1 v o
c2
Dividindo por ¢, elevando ao quadrado dos dois lados e isolando v/¢, temos
t E t
c V14 (2E2/m2c?)t?
Quando ¢t — oo, temos v(t) — ¢, e a — 0. Integrando mais uma vez, temos
t t 2E2
M)—/W”ﬁ = B e L (4.208)
c c qF mgc

Quando t — oo, temos z(t) — ct.

4.9 Energia Relativistica

Lembre-se que na mecanica classica, o trabalho W feito por uma forga era igual a variacao de sua
energia cinética AK. Vamos supor que uma particula é acelerada por uma forga F' na direcao x a
partir do repouso na origem (zg =0 e vg = 0). Assim, Ky = 0 e temos

W:AK:K—ngK:/Fdx (4.209)
N~ 0
Usando dx = vdt, temos
K—/ F vdt (4.210)
0

A forga é a derivada temporal do momento relativistico p = ymgv, ou seja

dp d d mov modv/dt  mov(—2v/c?)dv/dt
F e _— = — = — = —_
dt  dt (ymov) dt 2 2 2(1 — §>3/2
C2 C2 &

modv/dt(1 — v?/c?) + mov?/cEdv/dt _ modv/dt
(12 (1— 2
C C

(4.211)
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Portanto
z z dv/dt v d
K= [ Fod= [ = [ (4212)
0 0 (1—%)3/2 0 (1—1%)3/2
A integral pode ser feita por substituicio u = 1 — v?/c?, du = —2v/c%dv:
v —ctdu  moec?, moc®
K = mo/l 2(U)3/2 - U1/2 |1 - 02 |0
T2
moc’ 2 2 2
= = — Mo = ymoc — moc (4.213)
-2
ou
K = (y — 1)moc? (Energia Cinética) (4.214)

Essa expressao para a energia cinética parece complicada, mas de fato ela se reduz a expressao
usual para baixas velocidades v < ¢. De fato, podemos usar a expansao de Taylor para

(1—2) V2~ 1+g+... (4.215)

com = = v?/c?, temos

1 v v?
e = (1 ) V14 4.216
iU B (4.216)
c2
Assim
K = = — moc” A moc (1+ 5 5) — mpc” = (Caso Newtoniano) (4.217)
v C
T

Note que obtemos a energia cinética K subtraindo uma constante mgc? da quantidade ymgc?.
A quantidade moc? é a chamada energia de repouso:

Er = moyc? (Energia de Repouso) (4.218)

Portanto ymoc? = K + Eg, pode ser interpretado como a energia total F, soma de energia cinética
mais energia de repouso:

Energia total = Energia cinética + Energia de Repouso
E = K+ FEp (4.219)
ou
E = ymgc? (Energia Total) (4.220)

Como p = ymgv, temos

2
E? — p?c = *mdct — (v*mdv?)c? = vPmict (1 - 2—2) = mict (4.221)
———

772
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ou seja

4

E? = p*c + mdc (Energia e Momento) (4.222)

Note que, quando a particula estd em repouso, v = 0 e p = 0, portanto sua energia total é apenas
a energia de repouso

2

E = mqgc (Particula em repouso) (4.223)

Por outro lado, para uma particula sem massa, mg = 0, e sua energia é dada por

(Particula sem massa) (4.224)

Esse de fato é o caso do féton, a particula de luz. Embora estejamos vendo que a luz é uma
uma onda, quando estudarmos a Fisica Quantica, veremos que a luz também pode ser vista como
particulas, chamadas fétons, com massa nula (mg = 0). Portanto para a luz, vale que E = pc.

De fato, no estudo eletromagnético, pode-se mostrar que o vetor de Poynting S esté relacionado
ao momento transportado pela radiacao, e também & energia transportada por ela. Tinhamos que

S =wuc (4.225)

onde u é a densidade de energia da radiacao

dE
E— 4.226
R (4.226)
Definindo ¢ a densidade de momento da radiacgao
dp
- ap 4.227
9=y (4.227)
temos que E = pc implica u = gc, e portanto
u S
=== 4.228
9=-=23 ( )
De fato, isso vale vetorialmente
.8 . -
g=— (Densidade de Momento da Radiagao) (4.229)
c
4.9.1 Pressao de Radiacao
Finalmente, podemos calcular a pressao exercida pela ra- A
diacao. Suponha que a radiacao eletromagnética seja absor- \» &
e

vida por uma superficie de drea A, e que esta absorcao ocorra
em um tempo At, no qual a onda percorre uma distancia cAt e .
transfere seu momento linear a superficie, exercendo sobre esta y 4
uma forga e, portanto, um pressao. O momento transferido da cAt
onda para a superficie neste tempo é dado por:

Figura 4.11: Durante um intervalo

Ap = (9)AV = (S) AcAt — { AAL (4.230) de tempo At, onda percorre uma
c

2 distancia cAt, ocupando um volume

AV = AcAt. (Griffiths)
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onde I = (S) é a intensidade da radiagao. Portanto a forga exercida pela radiacao é dada por

Ap 1
F=—=-4A 4.231
At ¢ ( )
e a pressao P = F/A fica
I ~ - -
P = o= (u) (Pressao de Radiagao - Absor¢ao) (4.232)

Quando a onda é refletida pela superficie, a variacao de momento da onda é 2 vezes o momento
inicial Ap = 2(g)AV/, e portanto

P = — = 2(u) (Pressao de Radiagao - Reflexao) (4.233)
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