Apéndice 1

Modelo de Planck

Em 1900, Max Planck encontrou a solugdo para o problema da catastrofe do ultra-violeta da
radiacao térmica (§ H.9). Para isso, Planck propos a hipdtese de que a energia e da radiacao
emitida pelos dtomos oscilantes era dada de forma discretizada (quantizada) em pacotes de energia,
os fotons, que dependem da frequéncia v da onda eletromagnética:

€ = en(v) = nhy (I.1)

onde n = 0,1,2,3... é um nimero inteiro, e h = 6 x 10734 J.s é a chamada constante de Planck,
uma nova constante universal da natureza, que terd grande importancia na Fisica Quantica.

Com esta hipdtese, nao vale mais o resultado de que a energia média de cada oscilador é kgT,
ja que este resultado foi obtido no espaco de fase continuo, assumindo que a energia podia ter
qualquer valor. Precisamos entao, recalcular essa energia média.

Como agora temos energia discretas, vamos retomar as expressoes para valores médios da dis-
tribuicao canodnica, usando somatorios ao invés de integrais. Temos

o) = S a0)e ) hy s et 2
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S0 e—Ben(v) S0 e nbh

n=0

Usando = = fhv, temos

oo o a o0
Z ne "MV — Z ne " = % Z e " (1.3)
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n=0
e portanto
0 o0 —nT o
= S o€ 108
év) = —hz/awzzogl—g_m = _h,,ga, S = e (L.4)
n=0 n=0

Precisamos calcular o somatério S:

S =1 +e® +(e)%+..
—e S = e T4 (e ...

Subtraindo um resultado do outro:
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S—e S =1
-5 = !
 l—e®
Portanto
198 —e 7 e ® hv
Ev)=—hv=——=—hv(l —e* =h =
év) 'S oz v(1-e )(1 — e )2 T e 1
ou finalmente,
_ hv
év) = o]

Essa é a energia média que deve entrar na densidade de energia da radiagao, ou seja:

8T
dv = &) —v’d
u(v)dv é(v) Vv
8T 5 hv
= 3V w1 1du
ou
8whv3 1 e Al
u(v)dv = —3 — dv (Radiagao Térmica Quantica)
¢ eRsT — ]
Definindo

n=hv/kgT,

de forma que v = (kgT/h)n e hv® = kLT3 /h? e dv = (kgT/h)dn, temos

:87rh1/3 dv _877]{:%T4 n3

u(v)dy 3 en—1 R3¢ en— ldn
e definimos
B33 e
* — —
u”(n)dn = 87r,\#BTA}L(V)GW =
Lembre que no caso classico, tinhamos
8rkpTv? 8wkt T4
u(v)dv = 3 dv = h3]i3 n’dn
e, portanto,
h3 3
w(n)dn = —ru(v)dy = ndn

(L5)

(L7)

(L.10)

(L11)

(L.12)

(L13)

(L14)

(L15)



I.1. LEI DE DESLOCAMENTO DE WIEN 177

Na Fig. mostramos a distribuicao de radiacao 2 . :
térmica quantica e a cldssica. Note que a versao ;
quantica elimina a catdstrofe do ultra-violeta, e con-
corda perfeitamente com as observagoes. Inicial-
mente nao se compreendeu a razao da hipotese ini-
cial de Planck para a quantizagao da energia dos
osciladores. O préprio Planck nao gostava deste .=
argumento, e acreditava que era apenas um ar-
tificio matematico para chegar a resposta correta.
Eventualmente, com o desenvolvimento da Mecanica
Quantica, ficou claro que essa quantizacao era
fendmeno recorrente e inerente a sistemas quanticos.

Quantico
Classico -~

O nascimento da fisica quantica se deu, portanto,
com a quantizacao da luz, que até entao era tida
como uma onda eletromagnética. Esse fenomeno Figura L.1: Distribuicio de encrgia normali-
mostrou que a luz também tem caracteristicas cor-  ada u*(n) = u(v)(h3c3/8xk4T4) da radiacio de
pusculares, i.e. pode se Comportar como pacotes de COrpo negro em fun(;éo da frequéncia normalizada
energia, que nada lembram ondas senoidais. 1 = hv/kgT, no caso cldssico e quantico.

O espectro de radiagao térmica aparece em varios sistemas fisicos, e.g. o espectro da radiagao
solar. Curiosamente, o espectro de corpo negro mais perfeito que se conhece na natureza é o da
radiagao coésmica de fundo (RCF), que foi liberada 400.000 anos apds o Big Bang, e pode ser
detectada hoje em todas as direcoes do Universo. Esse espectro corresponde a uma radiacao com
T = 2.7K com pico na regiao de microondas, e é umas das observagoes mais importantes em
Cosmologia. A detecgao desta radiacao em 1964 deu a Penzias e Wilson o prémio Nobel de Fisica
em 1978. Essa medida indicou que, de fato, o Universo foi muito quente no passado e, ao se esfriar,
essa radiacao se desacoplou da matéria. A detegao de flutuagoes de temperatura da ordem de uma
parte em 10~ nesta radiacdo, feita em 1992 pelo satélite COBE, deu a Smoot e Mather o prémio
Nobel em 2006. Este feito iniciou a era da cosmologia de precisao.

I.1 Lei de Deslocamento de Wien

Como u(n) tem um pico sempre em 7yax = const ~ 2.8, temos que

hvmax
Nmax = BAVimax = Pmax _ const — | 222X — const (I.16)
kT
Portanto,
Vmax,1 Vmax,2
== . 1.17
T T (1.17)

Ou seja, a posicao do pico vpmax € proporcional a temperatura 7. Podemos calcular a posicao do
pico mais explicitamente, derivando u(v):

du(u) o 8rh ( 312 BhuSeﬂhV ) . R . Bhvmax eBhvmax

dv 3

eBhv _ 1 (eﬁhu _ 1)2 - (118)

eIBthax — 1
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Esta condicao pode ser espressa como:

3efhvmax _ 3 = Bhyp. e — 3 — e Phvmax — gpy o
ou
— g Mmax — 1 77n;)ax) onde Nmax = BAVmax- (I.19)
A solugao desta equagao da
Tmax ~ 2.82 = ”“;X = "ma};‘kB — 5.88 x 10105 1K 1 (1.20)

1.2 Lei de Stefan-Boltzmann

Considere a radiagao emitida por um corpo negro, com
vetor de onda na direcio k fazendo angulo 6 com a
normal 7 ao corpo e dentro de um angulo sélido df2.

Pelas Eqgs. H.100 e H.101, o ntimero de estados neste
angulo sélido é (agora sem integrar em dfQ):
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Figura 1.2: Emissao de radiacao pela su-
perficie de um corpo negro ideal. A radiacao
é emitida com vetor de onda k fazendo um
angulo # com a normal ao corpo negro, em
um angulo sélido df2. (Reif) oh3 1

u(v)dvdQ) = ——————dvdQ  (1.21)

3 _hu
€ T — 1

e a densidade de energia da radiacao nesta direcao fica

A intensidade da radiagao (energia emitida por unidade de tempo por unidade de area do corpo
negro, ou fluxo de energia) na frequéncia v e angulo sélido d2 fica entao:

IW)dvdQ = [S(v,k) - 7] dvdQ (1.22)
= wu(v)ccos b dvdQd (1.23)

Integrando em todas as direc¢oes, temos
I(v)ydv = wu(v)c du/cosOdQ (I.24)

€ Ccomo

27 w/2 1 1
/cos 0dS) = / d(;S/ cos fsin 0df = 27r/ udu = 27r§ =7 (1.25)
0 0 0
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temos

I(v)dv = 7u(v)e dv

— I(v)dv = dv

E a intensidade total em todas as frequéncias fica

3
I = /I(y)du:/QWCZV L

eFsT — 1

Mudando = = Bhv, i.e. v =z /hf e dv = dx/hf, temos

B 2rh(xz/hB)3 1 dx
L= / c2 e —1hf

_ 2T / a3 da
T O2n3pr ) e —1

Como
3 4
/ 1‘ dr = T
et —1 15
temos
I 2rkpTt nt ([ 2m0ky p
c2h3 15 15¢2h3
onde

2 51.4
g 2T kg
15¢2h3

—=5.67 x 1078 Kg s 3K ™* (Constante de Stefan-Boltzmann)
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