Capitulo 4

Capacitancia

4.1 Capacitores e Capacitancia

e O capacitor é um aparelho eletronico usado para armazenar energia elétrica.

e Consiste de dois condutores com um isolante entre eles. Os condutores tém carga £@), o que
estabelece uma diferenga de potencial V' entre eles.

e Fato empirico: @ o< V, e a constante de proporcionalidade C é a capacitancia:
Q=CV (4.1)
ou similarmente C' = Q/V.

e Unidade de Capacitancia: C/V = F (Farad)

4.1.1 Capacitor de Placas Paralelas

Para um capacitor de placas paralelas, podemos aproximar
o campo como o de duas placas infinitas, i.e. E = o/¢ (cada
placa contribuindo com E = 0 /2¢p). Usando a Lei de Gauss

Q:eofﬁ-dE:eO%EdA:eoEA (4.2)
e a diferenca de potencial V' =V, — V_ fica
V——/+E-df—/_Edl—Ed (4.3)
Portanto, i i

_ @ _«Fd_<«d
C’—V— I (4.4)

Figura 4.1: Capacitor de placas para-
lelas. (Serway)

39



40 CAPITULO 4. CAPACITANCIA

4.1.2 Capacitor Cilindrico

Superficie
Gaussiana

Figura 4.2: Capacitor ciliidrico. (Serway)

Para um capacitor cilindrico, similarmente a uma linha de carga infinita, temos

Q

- 2megLLr

Q= 60]{5 CdA = eofEdA = cEA=eE@2rrL) —

e a diferenca de potencial:

I T e L S A Y R
V_—/_ E~dl_LEdr_/a <2W60Lr)dr—27T€0Lln<a) (4.6)

Portanto,
Q L
=X —9meg——— 4.
¢ v In(b/a) (47)
4.1.3 Capacitor Esférico
Carga = Carg =4 Para um capacitor esférico
_ _ 2 _Q
Q = EO%EdA = EOE(47TT' ) — E = W (48)
e a diferenca de potencial:
— b
1 1
V = / EdT:/ ( @ 2)d7’: Q (—__>
i o \4megr 4meg \a b
Q b—a
= 4.
4meg ab (4.9)
Portanto,
Caminho de Gaussiana
integragdo b
& C= % = 47r60bci (4.10)
Figura 4.3: Capacitor  esférico.

(Halliday)
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4.2 Combinagao de Capacitores

41

Quando temos uma combinagao de capacitores conectados, é conveniente definir uma capacitincia
equivalente, que imaginariamente poderia substituir os capacitores, com todos os seus efeitos no

circuito.

4.2.1 Capacitores em Paralelo

Para capacitores conectados em paralelo, a a diferenca de potencial V' é aplicada a todos os capa-
citores. O capacitor equivalente também estard submetido a essa diferenca de potencial, mas tera

a carga total dos capacitores.

+q

[Terminal .

+ T3 s Ei g
BV v v v B=v
—43|Cs —921Co —N|C,

O
(\—Terminal

Figura 4.4: Capacitores em Paralelo. (Halliday)

Assim, temos

q = C1V, q2 = O3V, g3 = C3V

A carga total na combinagao é

= +e+ep=(C+C+C3)V

Portanto, a capacitancia equivalente fica

Ceq2%201+02+03

Podemos entao generalizar esse resultado para N capacitores em paralelo:

€q

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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4.2.2 Capacitores em Série

[ Terminal Para capacitores conectados em série, a carga g armaze-
nada em cada capacitor é a mesma. O capacitor equivalente
+g também terd essa carga ¢, mas estard submetido a uma dife-
. renca de potencial igual & soma das diferencas de potencial de
['II T —— cada capacitor:
_(] (‘]
q q q
Vi=—, Vo =—, V3 =— 4.15
+ +q e e ° TG (4.15)
B i ll- l"gi' :q_ (,_ B A diferenca de potencial total entre os capacitores é:
9
1 1 1
+q V=Vi+W+Vi=q| 5+ +5++ (4.16)
V. i C; Cy (s
'3
mt/] [0 E a capacitancia equivalente fica
—Terminal Cog = L= 1
|4 1/01—1—1/024—1/03
1 1 1 1
— = — 4+ —4+ = 4.17
Ceq C1 Cy (s (4.17)
+ W Generalizando para N capacitores em série:
B==V
_q c:t'(l
1 1
= — (4.18)
Coq = Ci
Fi 4.5: i 3 érie. . .
(I:Igalllfiilayf Capacitores em Série No caso de 2 capacitores, temos a formula pratica:
1 1 1 C1Cy produto
- 4= N C.., = = 4.19
Ceq i + Cy 4L+ Oy soma ( )

4.3 Energia do Campo Elétrico de um Capacitor

e Capacitor inicialmente descarregado.

e Imagine carga transferida de uma placa a outra, deixando uma positiva e outra negativa com
a mesma carga.

e Quando a carga é ¢ e a diferenca de potencial V = ¢/C, trabalho dW para mover uma carga
dqg é

AW = Vdg = %dq (4.20)
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4.4

Trabalho total para carregar o capacitor de carga 0 a ¢ é

L[, q2

Esse trabalho é igual a energia potencial U armazenada no capacitor, ou seja

q2 1 2
_ 4 _ = 4.22
U 50 20V ( )

Pode-se pensar que a energia potencial estd armazenada no campo elétrico entre as placas.

Defina densidade volumétrica de energia elétrica u = U/vol. Para capacitor de placas paralelas

U U CV2 (eA/d)VE 1 (V2
= — = — = = = — —_— 4.23
vol _ Ad _ 2Ad 24d 20\ (4.23)
Como V = Fd, temos
1 2
u= ek (4.24)

— densidade de energia elétrica é proporcional ao quadrado do campo elétrico.
— energia pode ser visualizada como sendo armazenada no préprio campo elétrico.

Campo nao é mero artificio matematico para computar forgas, mas entidade fisica, com e.g.
energia associada a ele.

Dielétricos

Vamos analisar o que acontece com a capacitancia quando introduzimos um material dielétrico
entre as placas de um capacitor de placas paraleas. Essa questdo induz ao questionamento de o
que ocorre com o campo elétrico na presenca de um meio material, ao invés do simples vacuo.

4.4.1 Polarizagao Elétrica

Considere um capacitor de placas paralelas com vacuo entre suas placas. Nesta situacao o
campo entre as placas é Ey.

Introduza um dielétrico entre as placas do capacitor.

Na presenca de um campo elétrico, moléculas apolares se tornam polarizadas, formando
pequenos momentos de dipolo na direcao do campo.

Moléculas polares tém seus dipolos aumentados e também alinhados com o campo.
Polarizacao: P = momento de dipolo p por unidade de volume v
P =

P
- 4.2
Av (4.25)
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e Se hd N moléculas no volume Av, o momento de dipolo § = Np; onde p; = qcf é 0o momento
de dipolo de cada molécula. Para um campo constante, os momentos de dipolo induzidos sao
todos mais ou menos iguais, e a polarizacao também é constante e dada por

N
p_ P _ Nad

Ao = A (4.26)

e No interior do material dielétrico, como a polarizacao é constante, a carga total é nula, mas
préximo as superficies das placas do capacitor, hd uma carga de polarizacdo QQp que nao se
cancela. Considerando essa iltima camada sobrevivente de espessura d e usando Av = dAA:

Nqd -

Qp = Ng= Yapy = (Xg) (dAA) = TEAA = PAA = —j{ﬁ-dA (4.27)

e Portanto, op = Qp/A — op = P, i.e. a polarizagdo no material é igual a densidade de carga
de polarizacao no material dielétrico.

Figura 4.6: Capacitor de placas paralelas com um dielétrico. Antes da introdugao do dielétrico, hd um campo
E, entre as placas. Introduzindo o dielétrico, o momento de dipolo de suas moléculas se alinha com Ey. As
cargas internas se cancelam, mas forma—se uma carga de polarlzagao Qp que cria um campo de polarizagao
Ep como ”outro capacitor”, oposto a Eo O campo final E é a soma de EO e Ep (Halliday)

4.4.2 Campo Elétrico E

e A densidade de carga de polarizacao pode ser vista como um novo capacitor, com um campo
E na direcao oposta ao campo original E na auséncia do dielétrico.

e Como campos de capacitores, eles sdo dados por
a0 . = op
—Z

e Ep=——2 (4.28)
€0 €0

By —

onde og se refere a carga nas placas do capacitor, e op . as cargas de polarizacao induzidas no
dielétrico. O campo total é dado entao pela soma de EO e Ep:

—

. _ - = P
E=FEy+ Ep=Fy— — (429)
€0
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e Para um meio linear, a polarizagdo em si é proporcional ao campo elétrico total:

P = xeeoE (4.30)
Xe: susceptibilidade elétrica.
e Nesse caso temos
E = Eg — Xeﬁ
. E E
—E = 0 =0 (4.31)
14 xe K

Kk =1+ xe: constante dielétrica do meio.

4.4.3 Capacitancia C'

Como o campo entre as placas diminui de um fator x, o potencial entre as placas também diminui
do mesmo fator:

_Ed _ W

K K

V = Ed (4.32)

Como a carga entre os capacitores nao se altera com a introdugao do dielétrico, a capacitancia fica

- % = rCy (4.33)

0

C:

<|a

i.e., ela aumenta de um fator k.

4.4.4 Deslocamento Elétrico D

Considere uma regiao do espaco com cargas livres Qjiyre € cargas de polarizacao Qp. A Lei de
Gauss nos dé

€0 f{g E : d-’LY = Qtot = Qlivre + QP (434)
Usando a relagdo Qp = — ¢ P. d[f, obtemos
" 74 Fed = Qe — f P.di (4.35)
S
— % <eoﬁ + ]3> - dA = Quivre (4.36)

Definimos o vetor deslocamento elétrico D:

D=egE+P (4.37)
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para o qual a Lei de Gauss fica:

# D+ dd = Quue (4.38)
i.e. D é determinado apenas pelas cargas livres. Em um meio linear, P= Xeﬁoﬁ e temos

D = €FE +xceE = (1+ xe)eoE = reE = ¢E (4.39)

€ = Kkeg € a permissividade elétrica do meio. A Lei de Gauss para E fica entao

€

fﬁdﬁ:Qme (4.40)
i.e. o efeito do dielétrico é encapsulado na mudanca €y — e.

* Exercicio: Considere um capacitor de placas paralelas com drea A, distancia entre placas d
e capacitancia no vacuo Cj. Se introduzirmos entre as placas do capacitor dois dielétricos com
constantes dielétricas k1 e kg, espessuras dy e do = d — d; e drea A, a nova capacitancia passa a ser
C. Mostre que C é igual a capacitancia equivalente de dois capacitores em série com capacitancias
Cl = K,lﬁoA/dl e 02 == ngoA/dQ.

4.5 Digressao sobre Placas Paralelas

Calcular o campo entre duas placas paralelas de um capacitor pode ser fonte de confusdao. Vamos
considerar primeiramente uma unica placa, para a qual podemos calcular o campo de duas formas:

1) Primeiro, como a placa é condutora, a carga se distribui em ambos os lados da placa.
Incluindo uma superficie gaussiana com uma tampa na parte externa — onde se quer calcular o
campo — e outra no interior do condutor — onde o campo ¢é nulo — temos, pela Lei de Gauss,
E = 01/€p, onde o7 é a densidade de carga de um lado apenas da placa.

2) Por outro lado, se colocarmos a superficie gaussiana atravessando os dois lados do condutor,
havera campo atravessando ambas as tampas — e também uma carga duas vezes maior. A Lei de
Gauss nos dé 2F = 0/e¢g — E = 0/2¢), onde 0 = 207.

Portanto, como esperado, em ambos os casos o campo é o mesmo, mas devemos ter cuidado com
0 que exatamente chamamos de densidade de carga. No caso de uma placa superficial, o representa
o que chamamos de densidade de carga, nao oj.

Quando colocamos duas placas de cargas opostas, os campos das duas placas se adicionam e
obtemos, entre as placas, F = o/¢y. Note que isto é valido mesmo se considerarmos que, quando
as placas se aproximam, as cargas dos lados externos das placas migram para os lados internos.
Neste caso, o campo sempre atravessa ambas as tampas da superficie gaussiana, e engloba toda a
carga; novamente concluimos que o campo devido a cada placa é E = o/2¢.
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