Capitulo 3

Potencial Elétrico

3.1 Energia Potencial e Forcas Conservativas

O trabalho W realizado por uma forca F ao longo de F c P
um caminho C orientado de um ponto P} a um ponto P, 2
¢ dad
é dado por P, d¢

P
W§ _p, :/ F.dl (3.1)
Py

Figura 3.1: Trabalho de uma forga F ao
A 22 Lei de Newton nos dé F — dp/dt, com = m@, longo de um caminho C. (Nussenzveig)
e portanto, se C' coincide com a trajetoria da particula, o
trabalho é dado por

P v - P> dv .
C _ ap o @
WP1—>P2 = /Pl dt dl m P dt dl

V2 df v2 27 %2
= m/ dﬁ-:m/ dﬁ-ﬁzm[v}

v dt v 2

2 2

muvy  Mmuj

= — =T, —T 3.2
2 2 2 (3:2)
2
com T = m2v (3.3)

i.e. o trabalho é a variacao de energia cinética T
Por outro lado, se a forca é central, i.e. depende apenas da distancia r ao centro de forgas:

F = F(r)f (3.4)

onde 7 é um vetor unitario na direcao do centro de forcas, temos

Py R T2
WE _p, = / F(r)#-dl :/ F(r)dr = Uy — Uy (3.5)
Py T1
T0 T
com Uur) = F(r)ydr = —/ F(r)dr (3.6)
T To
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e aqui U é a energia potencial associada a forca, e 79 é um ponto de referéncia onde se toma
U(rg) = 0. Portanto WFC,;HPQ =Ty, — Ty = U — Us implica

TT+U =T, +Us=F (3.7)

ou seja, a energia total E =T + V, soma da energia cinética e potencial é conservada.

Uma forga é dita conservativa quando o seu trabalho independe do caminho/trajetéria, depen-
dendo apenas dos pontos inicial e final. A forca central é portanto uma forga conservativa. Qutra
maneira equivalente de definir uma forca conservativa é dizer que a sua circulacao, i.e. a integral
de linha em um caminho fechado C' ¢é igual a zero:

j{ﬁ-dfzo (3.8)
C

pois para a curva fechada, os pontos inicial e final arbitrarios coincidem. Generalizando, para uma
forga conservativa temos

/:2 F.dl = -[U(R) —U(P)] (3.9)

3.2 Potencial Elétrico

Assim como o campo elétrico E foi definido como a forga elétrica F' por unidade de carga, o
potencial elétrico V' é definido como a energia potencial elétrica U por unidade de carga.

—

E = FJq (unidade N/C)
V = Ulq (unidade J/C = V)

A unidade do potencial é Joule/Coulomb [J/C], conhecida como Volts [V]. Como a energia
potencial elétrica é definida a menos de uma constante arbitraria, o potencial também é. Diferencas
de energia potencial e de potencial elétrico, no entanto, sao bem definidas. Da Eq. temos entao

P2 — —
Vg—Vlz—/ E-dl (3.10)
P
Como veremos, em alguns casos tomamos o potencial — e a energia potencial elétrica — como
sendo zero no infinito. Neste caso, o potencial é dado por

Pg_’ . SRR .
V:—/ E-dl:/ E-di (3.11)

o) P>

3.3 Potencial Elétrico V e Campo Elétrico E

Vimos que o campo elétrico e o potencial elétrico estao intimamente ligados por uma integral. Sa-
bendo o campo elétrico, podemos calcular a integral de caminho e obter o potencial correspondente.

Como veremos, como o potencial é um escalar, muitas vezes o seu cédlculo é mais simples do que
o do campo elétrico, que é um vetor. Nestes casos, gostariamos de, primeiro calcular o potencial e,
a partir dele, calcular o campo elétrico, invertendo a Eq. . Considerando apenas um intervalo
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infinitesimal dl = (dz,dy,dz), temos F.dl = —dU , 1.e. a variacao infinitesimal na energia potencial
elétrica. Essa variagao pode ser expandida em primeira ordem, e portanto temos:

Fodie—av = — (Y s +8—Ud + %, iU,‘lU,‘LU
Oxr’ Oy’ 0z

e 3y 5, > (dz,dy,dz) = =VU - dl

9 8\ 2 . . . . ~ .
Aqui, V= ( 5z Dy E) é o operador diferencial, i.e. um vetor cujas componentes sao derivadas

parciais prontas para serem aplicadas em um campo escalar e produzir um vetor, denotado o
gradiente do campo escalar. Portanto, a forca é o negativo do gradiente da energia potencial:

- - oU oU oU

Fo_vp—_ (92U 90U oU 12

vu <8$’(‘3y’8z> (312)
Como o E=F/qeV =U/q, arelagdo entre FE e V fica
- - oV oV oV

E=-VV=-|—-- - 1

vV <8x’ oy’ 8z> (3:.13)

ou seja, o campo elétrico é menos o gradiente do potencial.
Repita 3 vezes antes de dormir: ”O campo é menos o gradiente do potencial”.

3.4 Superficies Equipotenciais e Linhas de Campo

Linhas de Campo

~Equipotenciais
\

Figura 3.2: Superflcles Equipotenciais e Linhas de Campo Elétrico para uma carga pontual e um dipolo
elétrico. Como E = —VV linhas de campo sdo perpendiculares as superficies equipotenciais. (Serway)

Superficie Equipotencial: Regiao do espago com o mesmo potencial, i.e. onde dV = 0 e o campo
nao realiza trabalho em uma carga ¢ na superficie, i.e.

dV = —W/q=—E-ds=0 (3.14)
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para ds na superficie equipotencial. Um produto escalar é nulo quando os vetores sao perpendicu-
lares, logo segue E=-VVé perpendicular & superficie equipotencial, i.e. o gradiente do potencial
é perpendicular as equipotenciais. Essa é uma propriedade geral: o gradiente de um campo escalar
é perpendicular as superficies equipotenciais do campo (regides de dV = 0). Além disso, como
dV = VV -dl = [VV]||d]|cos 8, temos que dV é maximo (e igual a [VV||dI]), quando 8 = 0, i.c.
quando dl aponta na mesma direcao de vV. Portanto, o gradiente aponta na direcao de maior
variagao do campo potencial.

Na Fig mostra-se linhas de campo e superficies (linhas) equipotenciais para uma carga
pontual e um dipolo elétrico.

3.5 Potencial de Condutores

Dentro de condutores, E = 0. Portanto
2

vz_vlz—/ E-ds=0 — Vo=V (3.15)
1

para quaisquer pontos 1 e 2. Portanto:
V = const (condutor) (3.16)

i.e. o volume interno do condutor é um wolume equipotencial. Em particular, a superficie do
condutor é uma equipotencial, e pontanto é consistente com o fato do campo proximo do condutor
ser perpendicular a ele.

3.6 Exemplos

3.6.1 Carga Pontual e Superposicao

Para uma carga pontual, usando a Lei de Coulomb na definicdo de potencial, e usando um caminho
conectando dois pontos na direcao radial da carga, temos

V(r)=V(r) = —/ E-d§’:—/ Eds
T T0
q

0

T T
q q q
/7“0 4dmregs? y |:47T608:|r0 dmegr  4megro (3.17)
Tomando 79 = oo e definindo V(c0) = 0, obtemos
q
Vir) = 3.18
(r) 4dmegr ( )

Para um conjunto de N cargas, a Lei da superposicao do campo se transmite para o potencial

N
_ - q
V= Z Vi = ; Treom (3.19)

=1
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3.6.2 Anel de Carga

Considere o anel de cargas na Fig O potencial do elemento dq é
dado por

dg dgq
dV = = 3.20
dmeor  AmegV/ 22 + R2 ( )
e portanto
V = /dV - / d
B  dmegV/22 + R2 1
q

= — 3.21
dmegV 2% + R? ( )

Como o potencial depende apenas da coordenada z, e nao de x, ¥,
o campo elétrico fica

Bo- —vv=-9:
0z

qz .
= re@ L (3.22)

como obtido na integragao direta do campo elétrico.

3.6.3 Disco de Carga

Considere o disco de cargas na Fig . Vizualizando o disco como
uma sucessao de anéis com raio variavel R’, temos

v = dq (3.23)

dmegy/ 2% + (R')?

A carga infinitesimal é dg = o(27R/dR’), e portanto o potencial
do disco fica

vV - / o2rR'dR o R'dR'
dmegr/22 + (R)?2 260 ) /224 (R')?

- g [,

2¢€0
= i <\/ 22 + R2 — Z) (324)
260

O campo elétrico é entao dado por

-, - oV
E = — = -z
\YA% 5 z

g z
= —|1—-—|2 3.25
2¢e0 [ \/z2—|—R2] (3.25)

também de acordo com a integracao direta do campo.

33

Figura 3.3: Anel carregado.
(Halliday)

)ﬁ

Figura 3.4: Disco carregado.
(Halliday)
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3.6.4 Linha de Carga

Y Considere a linha de cargas na Fig O potencial
G l infinitesimal no ponto P é
dQ Ady
7 av = = 3.26
dy gdQ Treor ~ e T (3:20)
S
\"-
~r Obtemos entao
Y e
¥ a

=~ T / 4y 3.27
O X 9 dmey J_q (22 + y2)1/2 (3:27)

Q A integral é dada por (veja Apéndice A)

dy _ S22
- [ como pode ser checado por derivagao do logaritmo. Por-

tanto

Figura 3.5: Linha carregada. (Serway) A Va2 +a®+a
V=" 1log| 22 (3.29)

dmeg Va?+a® —a

Note que esse potencial diverge se a — co.
O campo é dado por (veja Apéndice B)
= - ov A(2

E=-VV= P = 2a) , (3.30)

AR A ot ?
Ox dmegrV 22 + a?

como na integracao direta, e, obviamente continua bem definido, mesmo quando a — co.

3.6.5 Casca Esférica e Esfera

Considere agora uma casca esférica carregada dada na Fig 3.6, Vamos considerar primeiro o

Figura 3.6: Casca esférica carregada.
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potencial em um ponto m fora da casca esférica. O elemento infinitesimal indicado na figura é um
anel com carga diferencial dg, cuja contribuicao ao potencial é dada por

dq

dV =
dmeps

(3.31)

Com o elemento de carga dg = o(2nRsin 0)(Rdf), temos

V:/ dg :0(27TRQ)/SiH9d9 (3.32)

dmeps 4dmegy s

Como s é fungao de 0, é conveniente fazer a integracao em s. Usando a lei dos cossenos temos

d
2 =124+ R>—2rRcos — sinfdf = % (3.33)

e o potencial fica

o (2T R?) sds 1
4dmeq rR s

_ 0(21R) /H‘R s
dmeor Jr_g
_ "ﬁ:? (r+R) - (r - R)]
o (4 R?)
dmegr
q

= 3.34
dmegr ( )

Portanto, o potencial de uma casca esférica é o mesmo de uma carga pontual com carga q
localizada no centro da casca esférica.
Para pontos dentro da esfera, o calculo é idéntico, mas de

acordo com a Fig [3.7) os limites de integracdo sdo s = R+re  Rdf
s = R —r, o que resulta <
o(2rR)
V = R —(R—
e (R r) = (R =)
_ o(4mR) _ o(47R?) J
N dreg  AmeoR 4
q
= 3.35
dmeg R ( ) \
i.e. o potencial é constante e igual ao valor em r = R, garantindo
continuidade. Figura 3.7: Casca esférica carre-

gada. Potencial dentro da casca.
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Figura 3.8: Potencial elétrico de um dipolo (Halliday).

3.7 Dipdlo Elétrico

Considere o dipolo elétrico de momento de dipolo p'= qcf na Fig O potencial produzido pelo
dipolo no ponto P a uma distancia r do centro do dipolo é dado por

B 1 q -4\ q "= ~T"H
Vo= Vot Vo = o <r(+) " 7"(—)) - e < ")

Da Fig[3.9] vemos que
T(4) =T — §COSQ

o Dot
r(_)—r—i-zcos

(3.36)
e portanto
r(-y =T = dcost (3.37)
T\ = r2—d—200892:r2 1—d—200820 ~ 12 para d/r < 1 (3.38)
") 4 42 :
0 que implica o potencial
q dcosf 1 pcosé 1 p-r .

V= = = (Dipolo) (3.39)

dweg 2 dmey 12 Adwey 13

ou seja, o potencial decai com o 1/7? ao invés de 1/r para uma carga, devido ao cancelamento das
cargas em grandes distancias.
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Para calcular o campo elétrico a partir do potencial, é conveniente considerar coordenadas
7= (z,y,z), em que P = pZ e o potencial fica

p oz
V=—"——+ 3.40
4dmeq 13 (3.40)
O campo é E = —VV e, portanto, usando (veja Apéndice C para a segunda igualdade)
V(fg) = (VHg+f(Vg)
- df
Vv = —7 3.41
i) = T (3.41)
obtemos
- [ Z ﬁz - (1 z 3z .
V() = rs“V<rz> =@
zZ  3(rcos®).  z 3Z-T z  3z-7
= P B r3 3 (3.42)
Portanto
—» > P zZ 3z
E = - VV=-
47eg <r3 r3 >
P 3p-F :
= — Dipol 3.43
Aegrd 47reor3r (Dipolo) (3.43)
Note que no eixo do dipolo, r = z, # = Z, entdo g- 7 =p e (p- 7)r = p. Portanto
- oL %
E(0,0 = - = = 3.44
(0,0,2) 4meqrs + dreqrd  Admegrd  2megr3 (3.44)
como no calculo direto do campo. Note que E aponta na direcao de p.
Jé& no eixo (z,y), p-7 =0, e
B(e,y,0) = ——2 (3.45)
Amegrs

e 0 campo é oposto ao dipolo, mas ainda decaindo com 1/73.

3.7.1 Torque e Energia no Dipolo

Na presenca de um campo elétrico E' constante, cada uma das car-

gas do dipolo sofre uma forga:

Essas duas forgas geram um torque, e.g em torno de um eixo pas-
sando pela carga negativa,

F:

F

'@1 in

qE

o1

X
X

=,

dado por

+ZQJXE

(3.46)

(3.47)

Y *li\"/(\v ] Y
|
S

Figura 3.9: Potencial elétrico de
um dipolo (Halliday).
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Esse torque, com magnitude 7 = pE'sinf, faz o dipolo girar e tender a apontar na direcao de E.
Note que quando isso ocorre, §# =0 — 7 = 0.

Por outro lado, o campo estd associado a um potencial V' ( ndo confundir com o potencial
produzido pelo dipolo! ), e a energia do dipolo fica

U = qV(ir+d) —V(r)]=qd-VV
= —p-F (3.48)

3.8 Calculo da Energia Eletrostatica

A energia potencial elétrica de uma configuragdo de cargas é igual ao trabalho necessario para
formar aquela configuracao, trazendo todas as cargas do infinito, configuragao inicial em que a
energia é tomada como nula. Para uma unica carga ¢, obviamente U; = 0. Para uma segunda
carga ¢o na presenca de um potencial, e.g. criado pela primeira carga, temos

Uiz = V1 = 4Q1qz (3.49)
TEQNT12

Trazendo uma terceira carga, ela respondera ao potencial de cada uma das duas cargas ja
trazidas, tendo novas contribuicoes a energia de Uiz = g3V1 e Uag = q3Va. A energia total das 3
cargas fica:

Uiss = Uy + U2 + Uiz +Usz = @2V1 + qg3(V1 + V) (3.50)
q192 4193 q293
471'607‘12 471'607“13 47‘(‘601"23

Para um sistema de N cargas pontuais, podemos imaginar trazer as cargas uma por vez do
infinito, sucessivamente até formar a configuracao desejada. Cada nova carga tera uma contribuicao
a energia que depende de todas as outras cargas ja trazidas. Consideramos entao cada par de cargas
somente uma vez:

N N G
U=)» Uj=)» —I— 3.51
Z Y L dmegry; (3:51)
1,)>1 1,)>1
Alternativamente, podemos considerar os pares duas vezes e dividir por 2, ja que U;; = Uj;.
Temos entao

| G 1 N " 1
U=- = ; I = Vi 3.52
2” ‘471'607“1‘]' 22%247%0?"@' 22% ! ( )
1,71 i J#i i
onde V; = Zj\;l ﬁgw é o potencial criado na posicao da carga ¢ devido a todas as outras. Imagi-
nando cargas infinitesimais, temos no limite continuo
1 1
U= 2/dq(r) V(r)= 2/p(r)V(r) dv (3.53)

onde dv é o elemento de volume.

* FExercicio: Mostre que a energia total de uma esfera com densidade de carga constante, carga

2 - - s
total Q eraio Ré U = %472?. Sugestao: Construa a esfera como uma sucessao de cascas esféricas
(como uma cebola) trazidas do infinito. Note que nesta construgao, os ”pares” sdo contados apenas

uma vez e portanto U = [ p(r)V (r)dv.
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