Apéndice P

Campo B de uma Espira Circular

P.1 Via Potencial Vetor A

(ver Jackson sec. 5.5) 2
Considere uma espira circular de raio a com P

uma corrente constante i. Vamos calcular o campo

magnético B devido a espira em um ponto P ar-

bitrario a uma distancia r do centro da espira. Vamos

usar o fato de que B=V x /T, e primeiro calcular ff,
que no calibre de Lorenz é dado por

l
d
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. o ’ y
A7) = /d%"‘om (P.1) ¢
477' ’f — 3’;”
Como f] dV’ = idl, sendo que j = j¢qz§ e dV' =
2 sin 0’ d¢’ d@’ dr' e dl = add’ ¢, temos que x
/j¢¢> T’2d¢> dCOS(@') = jadg/ ¢ (P.2) Figura P.1: Campo B em um ponto P ar-
bitrario, préximo a uma espira de raio a e cor-

. , . ) ~ rente ¢ (Jackson).
Portanto é necessario que j, tenha funcoes § para

impor que 7 = a e matar as integrais do lado esquerdo,
tornando-se o lado direito:

= i(s(rlaa)é(cos 0 (P.3)

J ¢>(r/7 H/)
Como j = j¢g5, temos que A= A¢<z§. Note que o problema tem simetria azimutal, ja que A
e B nao devem depender do valor de ¢ do ponto P. Assim, podemos escolher o ponto P com
¢ = 0 para snnphﬁcar os calculos. Neste caso, sabemos que A deve apontar na direcdo y. Assim,
A(Z) = Ay(r, 0)¢. Note no entanto que o versor ¢ nio é fixo, e portanto difere na fonte e no
ponto P. No ponto P escolhldo por simetria sabemos que A deve apontar na dlregao y, portanto
apenas a componente y de ] contribui. E conveniente entdo decompor o versor gZ) em coordenadas
cartesianas, ja que nestas coordenadas os versores (i, j, k) sao fixos:

¢ = (cos(¢p+7/2),sin(¢p 4 7/2),0) = (—sin ¢, cos ¢, 0) (P.4)
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Assim, a densidade de corrente em coordenadas cartesianas fica:
7= (—jssing’, jscos¢’,0) (P.5)
Temos entao
o 0
A = /d ,,liom(i)( ising 4 jcos ¢') (P.6)
AT |7 — o
(P.7)

Como argumentado acima, sabemos pela simetria que A, = 0, mas vamos verificar explicitamente
abaixo. Por outro lado, A, neste caso corresponde a Ay para um ponto P arbitrario. Temos
(P.8)

(rsin@,0,rcosf)
(P.9)

7 =
¥ = (r' cos @', 7’ sin¢', 0)
Portanto
Z—a' = (rsinf — 1’ cos¢', —r' sin ¢/, r cos ) (P.10)
Sendo « o angulo entre & e #', temos das Egs. e
Z-a = xa’ +yy + 22 = r'sinfcos ¢’ = |F||2!| cosa = rr' cosae  —  cosa = sinf cos ¢/ (P.11)
Assim, da Lei dos cossenos:
|7 — x’|2 = 2 4+r% - 2r'cosa — |T— ;1?’| =2 +r? - 2rr'sin6?cosd>’)1/2
(P.12)
Desta forma, temos
o(r' — a) 1 A .
dr' dcos@ d¢' r'™ MO iié cos & —1sin ¢’ + j cos ¢’
/ ¢ ( )(7“2+r’2—2rr’sin9005¢/)1/2( ¢ +jcosd)
(P.13)
Fazendo as integrais triviais em 7’ e ', temos
¢ poia /27r i (—isin¢’ + jcos¢’)
 Ar ), (r2 4+ a2 — 2rasin 0 cos ¢')1/2
(P.14)

Pode-se ver que a integral na direcao x é nula, enquanto a integral na direcao y, que representa a

componente Ay em geral, fica
. 2 /
tota , cos ¢
Ay(r,0) = d
+(19) 4 /0 ¢ (r2 + a2 — 2rasin 6 cos ¢')1/2
(P.15)
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Para pontos muito afastados da espira, r > a, temos

Ay(r.0) — poia [*™ cos ¢’
i 4tr Jo (1+ (a/r)% — 2(a/r)sin cos ¢/)1/2
. 2m
~ HO / d¢’ cos ¢’ (1 + 2 5in 6 cos ¢+ O(a®/r?) + >
drr Jo r
(P.16)
O primeiro termo na integral da zero, e portanto temos
22 2T -2
Ay(r,0) = ’i‘:ﬂ sin 0 /O d¢ cos®¢)  —  Ag(r0) ~ “zi;‘ sin 0 (P.17)
—_—
O campo magnético B =V x A fica entdo com as seguintes componentes:
1 9, . 1 0 ,uoia2 . 9 1 ,uoiaz .
B, = — PAy) = ——— 0) = 0 cos b
" rsin @ 8€(Sm 2 TSinH@H( 4z O rsing 272 0%
;92
= ,u;ﬂgb cos (P.18)
r
10 10 uoiaQ . 1 ,um'aQ .
o ror (rds) ror ( 4 r 4z
;92
= 'UZZ(; sin ¢ (P.19)
r
By, = 0 (P.20)

Expressando a resposta em termos do momento de dipolo magnético da espira u = 14 = ima’:

;2
poia” cos  pg . 9.cosl  po p
" 2 73 2 (ima”) 73 2 3 cosf (P-21)
. 2 . .
_pota®sin®  po . o.8inf o po
B@ = 4 3 = E(Zﬂ'a ) 3 = E’)"? sin 6 (P22)
O médulo do campo B fica
Po 2 . Ho 2
B*=B?4 B} = (Eﬁ) (4cos® +sin? 0) = (ET—ZJ (3cos® 0+ 1) (P.23)

No eixo da espira, 0 =0, r = z, # = 2, By = 0, e temos

5 Ho B, Ho A
B—%; =5..3 (P.24)

que concorda com o resultado da Eq. 7.14.
No plano da espira, # = /2, r = (22 +y*)Y/%, 0 = -2, B, =0, e

5 _ Mo H 7 Ho H
5=t _ Mo P.25
A (J:Z + y2)3/2 A (J:Z + y2)3/2 ( )
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P.2 Via Biot-Savart
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Podemos calcular B diretamente via a Lei de Biot-Savart. Definindo B = & — 2/ , temos

Como qg =

Portanto,

dl x R =

Assim, temos

=vIli=v T~

~ uozdﬁxR

dB = B (P.26)

(—ising + jcos¢') e dl = ad@'$, temos em coordenadas cartesianas

adg’(—sin ¢, cos ¢/, 0) (P.27)
(rsinf — acos ¢, —asin @', r cos ) (P.28)
(1% + a®> — 2rasinf cos ¢')/? (P.29)

adg’(rcosfcos @', 7 cosfsin ¢, asin® ¢’ — rsinf cos ¢’ 4 a cos® ¢')

adg’(rcos @ cos @', rcosfsing’, a — rsinf cos ¢')

(P.30)

,uoza / r cos ) cos ¢’
(r?2 4+ a2 — 2rasin 0 cos ¢')3/2

,uoz / r cos 0 sin ¢’

(r2 + a? — 2rasin f cos ¢')3/2

,uoz / a — rsinf cos ¢’
(r2 + a? — 2rasin 6 cos ¢')3/2
(P.31)

Usando a aproximacao para r > a:

temos

(7"2 +a®

Hota
43
3uoia®

473
Hota
4mr3

3uoia®

2

— 2rasinfcos ¢)¥? ~ 13(1 — 3% sinfcos ¢ + O(5) + ...) (P.32)
T T

rcosH/dqb cos ¢'[1 —|—39(Sin9005¢/)]

3poira’ 310

cosﬁsm@/dqﬁ cos? ¢ = 3 cosfsind = 2O coshsing
4dmr 4dr

r3

rcosH/dqb sin ¢'[1 —|—3;(Sin9005 ¢

4y
Hota
43
Hota
43
Hota
473

3 cosﬁsin@/dqﬁ sin ¢’ cos ¢’ =0

/dgb (a —rsinfcos @)1+ 3%(Sin0COS )]

2
/ d¢(a — rsin@cos ¢’ + 3% sin 6 cos ¢' — 3asin? 0 cos® d')

[27a — 3masin® 0] =

,u02'7ra2

4dr3

[2 — 3sin? 0] = ZT(:_;;(SCOS 0—1)
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Da Fig. podemos relacionar estas componen- p
tes de B em coordenadas cartesianas com as compo- B,
nentes em coordenadas esféricas via

B, = Bgsinf+ B, cos0, (P.33)
By = Bgcosf — B,sinf, (P.34)

de onde temos

3
B, = MOMCOSGS]H 9+'MOM

4 73 47
= ZO o cos0(3sin? @ + 3cos® 6 — 1) v 0
mwrTr N\
= 50 'L;COSQ (P.35) . \
Tr «

(3cos® 6 — 1) cos b

Figura P.2: Componentes de B em coordenadas

cartesianas (B, B.) e esfericas (B, By)

3
By = RO B s 951119———(3608 6 —1)sinf
47 r3

47 73

= @ﬂsmﬁ(?)cos?@ —3cos?0 +1)
dr

= ~—-sinf (P.36)

Estas componentes concordam com a solucao obtida via B =VxA (Egs. [P.21]e .

P.3 Comparacao com Espira Quadrada

Considere agora uma espira quadrada de lado 2a (portanto com p = i4a?) localizada no plano xy.
Vamos considerar apenas o campo no eixo z da espira. Por simetria, o campo deve apontar na
diregdo z. Cada lado da espira contribui um campo Bj,qo dado pela componente z do campo da
Eq. 7.5 (enquanto as componentes no plano xy se anulam em pares):

Lot 2a

Biage = 22 2% Ging, P.
lad 4ﬂrmsm (P.37)

onde
sinf = = e r’=a’+27. (P.38)
z

Assim, os campos dos 4 fios se somam para dar o campo total:

ot 2a a
4rva + 22 V2a2 + 22 2

Bz = 4Blado =4 (P39)

Finalmente, para z > a, temos

Lot 2aa_@i4a2_@ﬂ

= = . P.40
Az 2z z 2w 23 21 23 ( )
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Portanto
5 Mo [
B~V E P.41
5y 53 (P.41)

que é exatamente a mesma resposta para o campo no eixo de uma espira circular.

” From very far away, all loops look the same...”
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