Apéndice N

Solucao (Geral da Equacao de Ondas
Eletromagnéticas

No caso geral em que ha presenca de densidades de cargas p e correntes j, vimos que os potenciais
eletromagnéticos ¢, A satisfazem as Egs. de Onda nao-homogéneas:

v2¢+avat'A _ _% (N.1)
VA oS8 = i+ ¥ (v A+ Moeogf) (N.2)
N.1 Calibre de Lorenz
No Calibre de Lorenz:
ﬁ.,éfju;?f:o (N.3)
onde ¢ = 1/ugeg, e as Egs. de Onda nido-homogéneas ficam:
24 _ Clzgif _ _é (N.4)
vi- L84 (N5)

A solugao desta equagao pode ser obtida sistematicamente encontrando a fungao de Green (veja
Apéndice L) para o operador d’Alambertiano [12:

1 6?
P =V-— N.6
c2 Ot? (N-6)
Este procedimento é feito em textos de Eletromagnetismo mais avancados (e.g. Griffiths e/ou
Jackson), e requer o uso de transformadas de Fourier e o Teorema de Residuos em varfaveis comple-
xas. Entretanto, o resultado final é bastante intuitivo fisicamente, e portanto, antes de apresentar
a solugao via a funcao de Green, vamos focar inicialmente nesta interpretacao.
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158 APENDICE N. SOLUCAO GERAL DA EQUACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

Primeiramente, vamos notar que o d’Alambertiano é apenas uma versdao quadrimensional do
Laplaciano, de modo que esperamos as solugoes nao muito distintas.
No caso estatico, no qual as derivadas temporais sao nulas, temos a Eq. de Poisson:

r
€0

Vi =—

cuja solugao vimos ser dada por:

a;'/ 3/
&(T) = / _p)d (N.8)

dmen|d — 2|

Vimos (Apéndice I) que esta solugao simplesmente formaliza o principio de superposi¢cdo na inte-
gracao de elementos pontuais (modelados pela funcao delta).
Por outro lado, no caso da Eq. de Onda homogénea, tinhamos:
19%

2 —_——— =
V- 5on =0 (N.9)

cuja solugao vimos ser dada por:
O(Z,t) = Flk - (T — )] (N.10)

para uma funcao qualquer F'.
Aqui a mensagem é que a solugao expressa propagacao, pois o valor da solugao em (Z,t) = (0,0)
é 0 mesmo que em (&, t) = (édt, 6t), ou seja em uma posi¢ao mais a frente e em um tempo posterior:

-

¢(cot,ot) = F[k - (¢ot — édt)] = F[0] = ¢(0,0).

A idéia de propagagdo tem a ver com o conceito de causalidade: os campos e potenciais se
propagam com velocidade c finita e os valores deles em posigoes e instantes atuais e futuros sao
causados ou ao menos correlacionados com a onda em posicoes distintas em instantes anteriores.

Muito embora a discussao acima sobre propagacao seja referente a solucao da equacao de onda
no vacuo, podemos imaginar que os campos e potenciais foram produzidos por cargas e correntes
no infinito e se propagam agora em regioes bastante afastadas destas cargas que lhes deram origem,
regioes estas que chamamos de vacuo. Ora, se a solucao se propaga no tempo por diferentes posicoes,
¢é natural esperar que voltando-se suficientemente no tempo, a onda estard bem proxima das cargas
e correntes que a deram origem naquele tempo (e nao agora). Note que apés produzir a onda, as
cargas e correntes podem inclusive se mover para outro local, e a onda continuara se propagando.
E como o filho prédigo que continua sua vida neste momento, independentemente do que seus pais
fazem agora, mas certamente dependendo do que os pais fizeram em algum momento do passado.
Nesta analogia, podemos pensar que a carga é a mae, algum efeito que faga a carga acelerar é o
pai, e a onda ¢ o filho.

A propagacao implica, portanto, que o comportamento da onda em um ponto agora dependa do
comportamento da onda em outro ponto em um instante anterior. Retornando essa série causal até
a carga que deu origem & onda (sua causa original), temos que a posi¢ao da carga no tempo passado
é que determina a onda agora. A causalidade é um conceito filoséfico, obviamente fundamental na
Fisica, especialmente na Teoria da Relatividade, e se contrasta frontalmente com a idéia de acdo a
distancia, na qual campos se propagam instantaneamente.

Assim, a solucao da equacao de ondas ndo-homogénea terd propriedades de ambas as solucoes
acima, i.e. o efeito das densidades de carga dado pela Eq. de Poisson, e os efeitos da propagacao
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descritos pela Eq. de Ondas homogénea. De fato, a solugao é dada por:

CU_;tgl
¢@J%:/p(mﬁd (N.11)

Ameo|@ — 2|

onde o tempo retardado tyey = t — |T — $_7|/c Esta solugao é portanto praticamente idéntica a
solugéo da Eq. de Poisson, com a tunica e fundamental distingdo, de que o potencial no instante ¢
nao depende do arranjo das cargas no mesmo instante, mas em um instante anterior ou retardado
tret- Note que a diferenca de tempo 0t = ¢ — tyer = |& — z |/c é exatamente o tempo que a onda
demora para se deslocar, na velocidade da luz, da posicao 7' da carga até a posicao I onde temos
interesse em calcular o potencial.

Por fim, como mencionado anteriormente, este resultado é obtido formalmente via a funcao de
Green retardada para o d’Alambertiano, que é dada por (veja Apéndice L):

G@J%z—ﬁ%&r—d%:—ﬁ;ﬂﬁc—ﬂ. (N.12)

Desta forma, a solugao da Eq. de Ondas fica

¢, 1) =(/ff/ﬁﬁw—£¢—w<_wzw>

3 / LE t, = - /
= dt ——" o §(|% — 2| Jc— (t = 1))
47reo|3:—:v\
/
B /dg'/df’ ALY g — (4 fi - @) fo)
N————

Areo|Z — @ -
ret

5
:Q/ff/W“%ﬁ (N.13)

Areo|T — o

onde a integracao em t’ foi feita trivialmente usando a fungao delta, que faz p(Z,t’) ser avaliado em
t'=twet =t —|T—2'|/c.
Similarmente, o potencial vetor é dado por:

. / 3./
Az t) = /Vm“tm”“” (N.14)

dr |7 — o]

N.1.1 Campos

Por fim, podemos obter os campos E e B. No caso do campo magnético, temos:

- o - V % j(@, trey )32’
B=VxA= /WO _ xﬂ%@@fﬂ+/mj I tre) A (N.15)
= n &7
gl §2

Seguimos os mesmos passos do Apéndice J no cédlculo de B=VxA (mas 14 na magnetostdtica e
no Calibre de Coulomb), para obter para B; um resultado similar, mas com tye:

= 0
B = /'uoj(x’,tret) X Lf)d?’x' (N.16)
m T — a3



160 APENDICE N. SOLUCAO GERAL DA EQUACAO DE ONDAS ELETROMAGNETICAS

Para By, precisamos apenas nos lembrar de que tyy =t — |¥ — z |/c. Portanto, do Apéndice D,

temos:
V x j(# oj(a’ t > - 97 (2t e~
V x (@, tret) = _M x V(|Z—2|/c) = (7, tret) « (x_’ :U_’)
8tret N e’ 8t C’x _ x/’
_ @)
c|ld—a’|
Portanto
B’2 _ /,anj(l‘/,tret) % (f—x_’j) d3x/
47 8t C‘f _ x/‘Q
Assim

= 7 7 =
B:/M0 [j(ﬂf/,tret) X ’(x z) 0@ ) (@ {) ] &’z

dr Z— a3 ot |z — @'

J4 para o campo elétrico E = —V¢ — 0A/0t. Temos

> 1 = 1 - 7 (1 ot )d32
Vo(Z,t) :/ \Y ( = ) p(xl,tret)d3$/+ M

dmeg |7 — | dmeo|Z — 2|

Para ﬁqbl, temos:

- 1 1 - 1 - (Z — o)
Ve, = v _ ' teet)d® ’:_/ I tret) L) B
¢1 / e <|£ _ $,’> p(ﬂf ret) z 47’[‘60;)('1: ret) ’f _ x"3 x

E para V¢s, usamos:

1

= = 8P(£/ tret) = -~ ap(x_"’ tret) (£ — _;)
V(e tret) = — V(|7 - =— ’ =
P(Qj ret) 8tret (’:E IL‘|/C) ot C’f— ,‘

_ (@=al)

c|@—a’|

E assim, temos:
Gou= [TAT el [ L 00t C=5)
dreg|T — 2| dmeg Ot |7 — 2! |2

Portanto,

Além disso,

% _ //1/0 aj(:r/, tret) ]. _ dgx/ _ / ]. aj(ﬂ_’,'/’ tret) ]. d'?’x/
ot 47 ot |z — /|

Assim,

PR / 1 [p@;,’ JE=) | O te) (@ =) Of(@tre) 1 ]d%’
dmey 3 |

2 ot 02‘f—$’|

(N.17)

(N.18)

(N.19)

(N.20)

(N.21)

(N.22)

(N.23)

(N.24)

(N.25)

(N.26)
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N.2 Calibre de Coulomb

No calibre de Coulomb,

V-A=0 (N.27)
e as equagoes gerais dos potenciais ficam

2, _ P
Vi = —— (N.28)

€0

. 92 A - oV
2 :

A— — — N.29
\% Ho€0 52 Ko + Hoco—, (N.29)

Note que diferentemente da Segao J, onde tratamos da magnetostética (0p/dt = V- 5 = 0) agora,
estamos impondo o Calibre de Coulomb em uma situagao dinamica.

Aqui vemos o motivo de este calibre ser chamado de Coulomb. Nele, o potencial escalar ¢
continua satisfazendo a Eq. de Poisson da eletrostatica.

Temos entao:

- p(x/,t) 3./

) = [ 2 g N.
o@n = [ At (N.30)
o po J(@' s tret) 5 / poco  N'6. s,

Az t) = [ 2ty tret)d N.31
(&,1) /47T |z — 2/ v Am|le —2!| Ot (@ trer) " ( )

onde novamente tyoy =t — | — 7! |/c . Neste calibre o potencial escalar ¢ continue tendo a solugao
instantanea da eletrostética (¢(f) no instante ¢ depende apenas de p(t) no mesmo instante t!).
Porém vale ressaltar que os campos elétricos e magnéticos (que sdo os verdadeiros observaveis)
ambos dependem de ff, e terdo solugoes de propagacao retardadas (com respeito as fontes p e ;),
como no calibre de Lorenz (ou em qualquer calibre, ja que os resultados fisicos ndo podem depender
de mera escolha de calibre).

De fato, ao calcular os campos E e B via estes potenciais, é possivel simplificar essas espressoes
e obter explicitamente os mesmos campos que no Calibre de Lorenz (ver J. D. Jackson, American
Journal of Physics, 70, 917-928 (2002). Stewart, Hnizdo, Dmitriyev, e outros autores, circa 2002-
2004. Também Brill & Goodman, (1967), K. McDonald (2008), Wundt & Jentschura (2012), Yang
& MacDonald (2015), e outros.).

N.2.1 Densidade de Corrente Transversal

Vamos apontar um fato interessante na Eq. Vimos na secao 10.7.1, que um campo ‘7, que decai
a zero no infinito mais rapidamente que 1/7, pode ser decomposto em componentes longitudinais e
transversais V =V + Vpr = =V¢ + V x A, tais que

¢ = /d3’1w /di’”llev() (N.32)

| A | — |

Portanto V x Vi, = =V x (V@) =0e V- Vo = V- (V x A) = 0. Fazendo esta decomposicio para
o vetor densidade de corrente:

j=Jr+ir (N.33)
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temos
AR PR SRy PR
- antv/ & /47r€0 | _I ;/)‘ - eoa;‘ﬁ (N-34)
Portanto, o lado direito da Eq. fica
0] + po€o 8;¢ = pol-j + e 8§t¢] = pol=(jr + jr) + jr] = —pojr (N.35)

Ou seja, o campo A é determinado apenas pela componente transversal de 5 As equagoes ficam

v = -2 (N.36)
€0
VZJ‘T—Moéoa(;; = —ojr (N.37)
cujas solucoes sao
o(z,t) = / p(x,’t),'d%’ (N.38)

» f10 J1 (', tret)
Alz,t) = / Eﬁd%’ (N.39)
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