Apéndice O

Valor Médio de sin?(kz — wt)

A funcdo sin?(kx — wt) aparece frequentemente no vetor de Poynting de uma onda eletromagnética
S o |E x B| o« sin?(kx — wt). A intensidade da onda é definida como I = (S), onde (...) denota o
valor médio dentro da oscilagdo de um periodo temporal T' = 27/w e/ou de um comprimento de
onda espacial A = 27/k. Vamos portanto calcular o valor médio:

A
(sin?(kz — wt)) = % /O sin? (kz — wt)dz (0.1)

O.1 Meétodo 1: Relacao Trigonométrica

Vamos primeiro considerar o valor médio da funcao sin?z, do qual sera trivial obter o resultado
para a onda mais geral. Note que neste caso temos k = 1 e portanto o comprimento de onda é
simplesmente A = 27. Assim

2T

2m
(sinz) = 1/ sin®z dz . (0.2)
0

Usando a relagdo trigonométrica cos(z + y) = cosz cosy — sinx siny, que para = y nos da

1 — cos(2
cos(2x) = cos’x —sin’z =1 — 2sin’z — sinx = c;s(:c) (0.3)

1—sin?

Substituindo esta relagao na integral, temos:

2 1 _ . 2
(sin? z) = 1/ 1 — cos(2x) dp — 1 [z sin(22) _ 1 ] = 1 (0.4)
2w Jo 2 2m |2 4 0 2m 2

Vamos considerar agora o valor médio de sin?(kz), que segue trivialmente considerando z’ = kax:

2w /k 2T / 1 2 1
(sin?(kzx)) = Qk;r/o sin? kx do = 2];'/0 sin” 1’ d% =50 ; sin?a2’ da’ = (sin®z) = 3 (0.5)
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Finalmente, considerando o valor médio de sin?(kx — wt), também segue trivialmente conside-
rando 7’ = kx — wt, sendo que wt é constante na integracao espacial. Assim:

(sin?(kx — wt)) =

k

2

0

2m [k

k
sin?(kx — wt) da

2m—wt

27 —wt

da’

sin?z’ — =

k

1
_27'('0

2w

sin® 2’ da’ = (sin®z) =

1
2
(0.6)

0.2 Meétodo 2: Integracao por partes

Podemos integrar por partes, obtendo:

27
/ sinz dz =
0

2m
o . 2
/ sinzsinz dr = |sinz cosz[" +/
0 — Jo

27
cos x cos xdx

0

2 2T
= / cos’ x do = / (1 —sin’z) dz
0 0

2m
= 27— / sin?z dx (0.7)
0
Combinando o ultimo termo do lado direito com o lado esquerdo, temos:
2m 2
2/ sin?z dex = 27 — / sinfz de =7 (0.8)
0 0
Assim,
2 Lo 1
sin“z) = — sin“x dox = = 0.9
sinta) = o [ = (0.9)
0.3 Meétodo 3: Visualizagao Grafica
| ‘ ‘ ‘ Por fim, considere a Fig. que mostra a
J/v\ Compensated i £ ~ ) também linh tas t ‘ad
i sin(o) /3 ungao sin”x e também linhas retas tracejadas
08 | S\ tangles = formando 2 triangulos de base B = 7 e altura
VA /.
// \\ /’ \\ H=1.
: \ : \ .~ ~ 7
06 2RI ) As regides entre as duas fungoes (dreas ama-
—————————————— A relas) tem dreas idénticas acima e abaixo da li-
04 j \ ; j \ nha y = 0.5. Desta forma, no intervalo mos-
/ ; : . N ~ ’
! ‘ \ // ‘ " trado, devido & compensacao das dreas amarelas,
: : \ , . ;e 1A . N
02t/ j \\\ 4 : \ 1 temos que a drea sob a curva sin? z é idéntica &
// \ /// Y area sob os 2 triangulos tracejados:
\ \|
0 1 1
0 /2 b 3n/2 2m 2m ; Bx H Tx1
/ sinz de = 2Area A =2 =2
0 2 2
. - . 9 . e = 7 (010)
Figura O.1: Funcdo sin“z (linha azul sélida) e

triangulos (linha vermelha tracejada). Devido & com-
pensacao de dreas (regides amarelas), as dreas sob
ambas as curvas coincidem.
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