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RESuUMO

Neste trabalho estudamos uma teoria de calibre escalar que viola a simetria
de Lorentz. Inicialmente, apresentamos conceitos gerais sobre invariancia
de Lorentz e sobre teorias de calibre em (d + 1) dimensoes. Entao, intro-
duzimos a quebra suave da simetria de Lorentz, que consiste na inclusao
de termos anisotrépicos na lagrangiana. Depois, discutimos a introdugao
de termos de quebra com maior numero de derivadas espaciais. Apos re-
visar brevemente o formalismo de integrais de trajetoria, analisamos o pro-
cedimento de contagem de poténcias na presenca de derivadas de ordem
superior. Em seguida, construimos o nosso modelo em analogia com a
eletrodinamica escalar de acordo com a proposta de Horava e Lifshitz. A
teoria resultante contém uma grande quantidade de termos de interacao
permitidos pelas simetrias remanescentes. Com o objetivo de analisar a
restauracao da simetria de Lorentz em uma escala de baixas energias, as
integrais de 1-loop foram expandidas em séries de poténcias dos momentos
externos ao redor de p = 0. As contribuig¢oes divergentes a essas integrais
foram determinadas e esse resultado foi usado para fixar os contratermos no
esquema MS. Por fim, determinamos as fungdes do grupo de renormalizagao
e passamos a analisar a evolugao dos parametros em 3 casos distintos. Em
um desses casos, foi determinado um intervalo de valores relativos entre os
pesos dos termos de derivadas mais altas para o qual a simetria de Lorentz

pode ser restaurada.






ABSTRACT

In this work we study a scalar gauge field theory which violates Lorentz
Symmetry. Initially, we present general concepts on Lorentz invariance and
gauge theories in (d + 1) dimensions. Then, we introduce soft breaking of
Lorentz Symmetry, which consists of the inclusion of anisotropic terms in
the Lagrangian. After that, we discuss the introduction of breaking terms
with a higher number of spatial derivatives. After briefly reviewing the
formalism of path integrals, we analyze the power counting procedure in the
presence of higher derivatives. Following this, we built our model in analogy
with the scalar electrodynamics according to the proposal of Horava and
Lifshitz. The resulting theory contains a huge amount of interaction terms
allowed by the remaining symmetries. In order to analyze the restoration
of the Lorentz Symmetry in a scale of low energies, the 1-loop integrals
were expanded in power series of the external momenta around p = 0. The
divergent contributions to these integrals were found and this result was
used to fix the counterterms in the MS scheme. Finally, we determined the
renormalization group functions and then started to analyze the evolution
of the parameters in 3 distinct cases. For one of these cases, we determined
an interval for the ratio between the weights of the higher derivative terms

for which the Lorentz Symmetry can be restored.
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Introducao

A Simetria de Lorentz

O estudo da fisica sob a perspectiva das simetrias compoe um dos mais profun-
dos e fascinantes campos de pesquisa tedrica, além de funcionar como uma poderosa
ferramenta capaz de guiar e delimitar a analise de experimentos. Nao apenas uma
porgao consideravel, mas possivelmente a maioria esmagadora do conhecimento fisico
construido desde o final do século XIX até os dias de hoje se apoia em argumentos de
simetria e nas consequéncias que deles decorrem. Nesse sentido, as simetrias podem
ser pensadas como o conjunto de propriedades fundamentais da natureza e a fisica fun-
ciona entao como o conjunto das regras que decorrem de tais propriedades. Esse carater
conectivo entre as simetrias e a fisica foi formalmente estabelecido em 1918 quando a
matemdtica Emmy Noether apresentou seu célebre teorema [I], determinando que,
para cada simetria da agao (S = dtL), deve haver uma grandeza conservada associ-
ada. Se realizamos um experimento hoje ou daqui a um ano, reproduzindo as mesmas
condicoes, esperamos obter os mesmos resultados. Conforme o teorema de Noether,
dessa simetria sob traslagoes no tempo, resulta a conservagao da energia. Da mesma
maneira, da simetria sob translacoes espaciais, que esta associada a homogeneidade do
espaco, vem a conservagao do momento. Da simetria sob rotacoes, associada a isotropia

do espaco, vem a conservacao do momento angular.

Do ponto de vista matematico, as simetrias devem ser entendidas como grupos de



transformacoes que, ao agirem sobre um determinado funcional, mantém o mesmo
invariante. Os funcionais de interesse da fisica, por sua vez, sao em geral as acoes que
obedecem ao principio de Hamilton ja que, de sua minimizacao, decorrem as equagcoes
de movimento que descrevem os fenomenos de interesse. A conexao entre a fisica e o
estudo das simetrias se faz central, em especial na formulacao das teorias quanticas de
campos, possibilitando, por exemplo, delimitar as formas permitidas dos elementos da
acao que pretende ser compativel com determinado conjunto de regras impostas pela
natureza. Por outro lado, a relaxacao de determinada imposicao pode ser implementada
por meio da introdugao de termos na agao que violam determinada simetria. Nesse
caso, dizemos que a teoria em questao apresenta uma quebra explicita de simetria.
Outro cenario possivel ocorre quando um sistema possui diversos estados subsequentes
com iguais probabilidades de ocorréncia mas, como apenas um desses estados deve de
fato ocorrer, quando isso acontece a probabilidade de ocorréncia dos demais é reduzida
a zero e dizemos que houve uma quebra espontanea de simetria. De fato, o mecanismo
de Higgs, segundo o qual é descrita a geracao de massa dos bésons do Modelo Padrao,

¢ um modelo de quebra espontanea de simetria.

Ainda no século XIX, a formulacao moderna das equacoes de Maxwell por Heaviside
e Gibbs em 1884, utilizando calculo vetorial, produziu uma representacao matematica
que destacava a percepcao das simetrias fisicas entre os varios campos. Por exemplo, a
lei de Gauss destaca a inexisténcia de monopdélos magnéticos enquanto a lei de Faraday
carece de um termo de corrente. Essa aparente assimetria entre as equagoes convidava
a estudar a possibilidade da existéncia de monopdlos magnéticos. Em 1931, Dirac
demonstrou [2] que, se algum monopdlo magnético existisse no universo, entao, como
consequéncia, toda a carga elétrica deveria ser quantizada. Como sabemos, embora
nenhum monopoélo magnético tenha sido observado até o momento, a carga elétrica é

de fato quatizada. Assim, com base em um argumento de simetria, varias tentativas
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de detectar tais monopodlos tém sido sistematicamente realizadas.

As equacoes de Maxwell também podem ser escritas em termos de tensores e quadri-
vetores de modo a produzir uma forma manifestamente covariante sob transformagcoes
de Lorentz. De fato, a relatividade restrita é uma teoria do espaco-tempo que per-
mite uma descri¢ao unificada da eletrodinamica e a mecanica classica que, nesse caso,
emerge como um limite de baixas velocidades. Essa teoria, porém, nao é capaz de
descrever de forma satisfatéria a fisica na escala de pequenas distancias, onde efeitos
quanticos devem ser considerados. Para isso, a mecanica quantica constitui uma abor-
dagem mais apropriada. Nesse sentido, podemos dizer também que a mecanica classica
emerge como um limite de longas distancias da mecanica quantica. Entretanto, para
descrever o mundo das coisas muito pequenas e muito rapidas, ou seja, para caracteri-
zar a fisica de altas energias, é preciso combinar a relatividade restrita e a mecéanica
quantica. Esse é justamente o propdsito das teorias quanticas de campos. Portanto,
em principio, uma teoria de campos que se preze deve ter como propriedade intrinseca
a compatibilidade com a relatividade restrita. Essa compatibilidade se manifesta por
meio da covariancia das equagoes de movimento ao se passar de um referencial inercial
a outro. Em outras palavras, a acao que representa uma teoria quantica de campos
deve ser invariante sob transformacoes de Lorentz. Essa propriedade fundamental é a
denominada simetria de Lorentz que, no contexto unificado de espago-tempo da rela-
tividade, engloba tanto as rotagoes espaciais quanto os impulsos (boosts), que podem
ser vistos euristicamente como rotacoes que envolvem o eixo do tempo e que correspon-
dem as transformagoes de coordenadas entre referenciais inerciais que se deslocam com
velocidade relativa constante. Uma descricao mais cuidadosa das transformacoes e da
simetria de Lorentz é feita no Capitulo |1} O grupo de transformacgoes mais mais geral
consistente com uma teoria quantica de campos relativistica que nao inclui supersime-

tria é o grupo de Poincaré, que inclui, além do grupo das transformagoes de Lorentz,



também as translagoes no espago-tempo.

O estudo da Quebra da Simetria de Lorentz

Diante da for¢ca do argumento que requer que a simetria de Lorentz seja respeitada,
a definicao de uma teoria que a quebre explicitamente pode parecer, a primeira vista,
um tanto quanto radical e contraditéria. Entretanto, a busca por violagoes da sime-
tria de Lorentz nao apenas tem lugar em campos de pesquisa tedrica, mas também
é objeto de andlise experimental e de tentativas de observacao astronomica. Alguns
desses estudos procuram determinar se violacoes ou excecoes podem existir para leis
fisicas bem conhecidas, visando comparar esses desvios com previsoes de variantes da
gravitacao quantica, da teoria de cordas, bem como de versoes alternativas da relativi-
dade geral. Neste trabalho, em particular, adotaremos, dentro do escopo de teorias
de calibre escalares e abelianas, a abordagem proposta por Horava [5] [6] como uma
versao da teoria da gravidade quantica andloga a teoria do ponto critico de Lifshitz [7].

Conforme destacado por P. R. S. Gomes [§], dois fatos notéveis da fisica que con-
tribuem para que possamos progredir no entendimento da natureza sao a dependéncia
na escala e o desacoplamento entre diferentes escalas. Isso significa, na pratica, que o
comportamento observado da natureza em diferentes escalas pode ser completamente
distinto e que a fisica que descreve determinada escala nao necessariamente ira inter-
ferir na descrigao de outras. Nesse sentido, se pretendemos descrever o universo em
larga escala, devemos nos apoiar em uma teoria cosmoldgica baseada na relatividade
geral. Para descrever eventos astronomicos em menor escala, como a planetaria por
exemplo, a mecanica newtoniana passa a fornecer a descricao mais apropriada e sucinta
e os efeitos relativisticos se tornam despreziveis. Por outro lado, conforme reduzimos
a escala de distancias, em algum ponto, diferentes efeitos se tornarao relevantes e en-

traremos no dominio da mecanica quantica. Entretanto, conforme explicado acima,
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para descrever a fisica de altas energias, a mecanica quantica deve ser combinada com
a relatividade restrita e precisamos de teorias quanticas de campos. Essas teorias de-
vem respeitar a simetria de Lorentz — isso se pretendem se manter compativeis com a
relatividade restrita, é claro. No entanto, nao seria plausivel supor que a simetria de
Lorentz em si pode também ser uma caracteristica da natureza que surge, isto é, que
emerge em um mundo de energias muito mais baixas do que aquelas encontradas no
universo primordial? De fato, a fisica na escala de Planck nao é completamente com-
preendida e o desacoplamento entre diferentes escalas abre uma janela para indagar
se determinadas simetrias nao poderiam ser violadas em escalas altissimas de energia.
E claro que, para que esse tipo de proposta faca sentido, é preciso que a simetria de
Lorentz seja restaurada quando a escala tende ao dominio das teorias de campos usuais.
E justamente nessa andlise que reside o objetivo deste trabalho, ou seja, em supor que
a simetria de Lorentz nao é necessariamente uma simetria fundamental no sentido de
ser valida para todo o espectro de energia, mas sim, que pode se tratar de uma simetria

emergente.

Em analogia com o que é feito por Iengo e Serone [J] para teorias de calibre espino-
riais, iremos construir e analisar uma teoria de calibre escalar. Mesmo se tratando de
uma teoria de campos escalares, nossa teoria, como veremos a partir do Capitulo [3] se
mostrou muito mais complexa do que a do caso fermionico. Isso porque naquele caso,
justamente por causa das simetrias que anulam certas integrais envolvendo propa-
gadores dos campos espinoriais e de uma quantidade maior de restricoes imposta sobre
a teoria, os calculo se tornam muito mais simples. Isso também acaba por limitar
consideravelmente a quantidade de termos que podem ser incluidos na acao. Nesse
sentido, a auséncia de restricoes equivalentes acaba levando a construcao de uma teo-
ria que contém um nimero relativamente grande de termos de interacao e cuja anélise

completa ainda requer ir muito além do escopo deste trabalho em particular. Nossa



abordagem para implementar a quebra da simetria de Lorentz consiste de duas partes.
A primeira corresponde a introducao de termos anisotrépicos na parte espacial da
lagrangiana da eletrodinamica quantica escalar, porém sem modificar seu carater ope-
ratorial. Isso induz a chamada quebra suave da simetria de Lorentz. A segunda parte,
por sua vez, corresponde a introducao de termos, também na parte espacial, com
derivadas de ordem superior. Esses termos, conforme ilustrado por Horava [5] [6], vém
a contribuir com a melhoria do comportamento ultravioleta da teoria.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: No Capitulo 1| sao discutidos
aspectos gerais da simetria de Lorentz e de teorias de calibre e é apresentada a que-
bra da simetria de Lorentz por meio da inclusao de derivadas de ordem superior. O
Capitulo [2| contém uma introducao ao formalismo de integrais de trajetoria seguida de
uma descrigao do procedimento de renormalizacao aplicado a teorias com anisotropias
entre partes temporal e espacial. Também é descrita ali a construcao das equacoes
do grupo de renormalizacao e a maneira de analisar a evolugao dos parametros para
tais teorias. No Capitulo [3| é construido o modelo que serd analisado neste trabalho.
Esse modelo é construido em analogia com a eletrodinamica escalar, sendo seguidos os
procedimentos definidos no Capitulo [I| para inclusao de derivadas de ordem superior.
Ainda no Capitulo [3] sao calculadas contribuigoes divergentes para as fungoes de 2 e
3 pontos da teoria e no Capitulo [4] é aplicado o procedimento de renormalizagao para
remover tais divergéncias. As funcoes de 2 e 3 pontos renormalizadas sao entao uti-
lizadas para construir equacoes do grupo de renormalizagao. O final do Capitulo [4] é
dedicado a andlise das fungoes beta e da evolugao dos parametros efetivos da teoria com
a escala de energia. Para certas condigoes especiais, foi verificada a possibilidade da
restauracao da simetria de Lorentz. No Capitulo 5 sao apresentadas as consideracoes

finais.



1. Aspectos Gerais

Ao longo deste capitulo introdutério, apresentaremos a notacao e convencgoes a
serem utilizadas juntamente com a exposicao e detalhamento dos conceitos de sime-
tria de Lorentz e simetria de calibre em espacos de Minkowski de dimensao arbitraria.
Também falaremos sobre teorias com derivadas de ordem superior e sobre o interesse
em estuda-las bem como as consequéncias associadas. Além disso, descreveremos a
quebra explicita da simetria de Lorentz. Discutiremos uma maneira de implementar
essa quebra por meio da introdugao de anisotropias entre as partes temporal e espacial
de uma teoria, o interesse em estudar teorias que violam a simetria em questao e as

consequéncias que surgem em oposicao ao comportamento usual observavel da fisica.

1.1. Teorias de Campos e a Simetria de Lorentz

1.1.1. Notacao e Convencoes

Nesse trabalho adotaremos a métrica de Minkowski generalizada a um espago-tempo

de dimensao (d + 1) como:

N =" =diag (1,—-1,...,—1) (1.1)

Os indices gregos (u, v, p, o, a, 3, etc.) podem assumir os valores 0, 1,...,d, onde o
indice 0 corresponde a parte temporal. Para representar a parte espacial de vetores,

por exemplo, utilizaremos indices latinos (i, j, k, [, a, b, etc.) podendo assumir os valores
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1,2,....,d.
A operacao de conversao de indices covariantes em contravariantes e vice-versa é

feita da maneira usual:

a=n"a, a, = Nua” (1.2)

Dada a forma particularmente simples da métrica, a relacao acima permite subir e
descer indices simplesmente mudando ou preservando um sinal caso o indice em questao
seja, respectivamente, espacial ou temporal. Com isso, para um objeto qualquer, a

Y=qagea =—a;.

relacao entre suas partes covariantes e contravariantes se reduz a a
Contracoes sao normalmente representadas por meio da convencao de soma de Einstein

com indices repetidos, sendo um indice em cima e o outro em baixo. Além disso, em

face da relacao entre indices covariantes e contravariantes, ao longo desse trabalho

indices latinos repetidos, estejam eles em cima ou em baixo, implicam em soma de 1

até d. Logo:

a-b=mn,adV =a'b, = aoby — a;b; (1.3)
1.1.2. Transformacoes de Lorentz

De acordo com a relatividade restrita, a relacao entre as coordenadas z = (z°, x%)
medidas em um referencial S e as coordenadas z' = (2'% 2’") em um referencial S’ é
dada por um grupo de transformacoes lineares, homogéneas e isotropicas que preservam

a magnitude dos vetores, ou seja, para as quais ' - ¥’ = x - = e que sao dadas por:

't =AY (1.4)

onde a matriz A é a matriz da transformacao. Essas transformacoes sao as chamadas

transformacoes de Lorentz.
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Uma rotagao das coordenadas em um espago euclidiano é uma transformacao que
preserva a magnitude dos vetores, que naquele caso é definida como o produto escalar
de um vetor por ele mesmo da mesma maneira que em , porém substituindo
a métrica de Minkowski 7,, pela métrica euclidiana J,,. Como as transformacoes
de Lorentz sao definidas de modo a preservar a magnitude dos vetores no espaco de
Minkowski, elas podem ser pensadas, superficialmente, como rotagoes das coordenadas
do espaco-tempo. Assim, o observador em S’ verd um espaco-tempo “rodado” em

relacao ao visto por §. Com isso, devemos ter:

IL"/ . y/ =1y = mwx/uylu — 17/\0$)\ya = anAM)\AVgx)\yU — 77/\a$)\yg

(1.5)
= AN 07 =nen™ = AN =6, = ATA=1
e tomando o determinante dos dois lados apds a tltima passagem acima, temos:

det A = +1 (1.6)

Além disso, a partir do desenvolvimento feito acima, podemos escrever:

= (M%) =1+ (M) >1
Logo:

A% >1 ou A% <1 (1.7)

A combinacao das possibilidades definidas em ([1.6)) e (1.7)) define quatro diferentes
ramos de um grupo. Em particular, o ramo que contém a identidade, que é aquele
para o qual det A = 1 e A% > 1, forma um novo grupo, que chamaremos simplesmente

de grupo de Lorentz, que costuma ser denotado por L1 em textos de fisica tedrica.
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Em textos mais especificos da area de teoria de grupos, para um espaco-tempo de
(3 + 1) dimensoes, ele costuma ser denotado por SO*(3,1). Desse modo, para um
espaco-tempo de (d + 1) dimensdes, o grupo de Lorentz serd SO™(d, 1).

No caso usual de (3 + 1) dimensoes, as transformagoes de Lorentz envolvem 6
parametros independentes e um gerador associado a cada parametro. Rotagoes pu-
ramente espaciais mantém intactos o eixo do tempo e, com a escolha conveniente do
sistema de coordenadas, mais um eixo espacial, transformando os eixos espaciais re-
manescentes. Com isso, os parametros associados as rotagoes puramente espaciais sao
3 angulos de rotacao. Os outros 3 parametros correspondem, cada um, a um boost
em uma determinada dire¢ao. Considerando o caso de (d + 1) dimensdes, teremos d
parametros associados a boosts em cada uma das diregoes espaciais e mais d(d — 1) /2
parametros associados a rotagoes puramente espaciais, que devem ser entendidas como

transformacoes que atuam sobre dois eixos espaciais deixando os demais eixos intactos.

Os geradores das transformagoes de Lorentz em (d 4 1) dimensoes sao dados por:

(Jpa)", = =i (6500 — 0470) (1.8)

e a algebra desses geradores, por sua vez, é definida por meio das relagoes de comutacao:

[J)\Sa Jpa] =—1 (776p=])\cr + 77/\a=]6p - n&gj)\p - nApJ&r) (19)

Com isso, os elementos da matriz A de uma transformacao de Lorentz podem ser es-
critos em funcao de um total de (d+1)d/2 parametros a” contraidos com os geradores

correspondentes como:

A = <e%a’mJPJ)M ="+ %a”” (Jpg)“V + ... (1.10)

Em uma teoria de campos, um campo é uma funcao das coordenadas do espaco-
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tempo que faz o papel de uma coordenada generalizada ou, no caso quantico, ¢ uma
superposicao de modos normais cujos coeficientes sao operadores de criacao e destruicao
de quanta de energia, as particulas. Sendo fungoes das coordenadas, os campos também
devem obedecer leis de transformacao quando passamos do referencial S ao S’. Assim,
podemos classificar diferentes tipos de campo de acordo com a maneira como os mesmos
se transformam.

Um campo escalar ¢(x), por definigao, é um invariante sob transformacoes de Lorentz,

de modo que:

¢(x) — ¢'(z') = ¢(x) (1.11)

Um campo vetorial A*(z), por sua vez, se transforma da mesma maneira que as

coordenadas do espago-tempo:

Ab(z) — AH(2') = AP, AY (2) (1.12)

J& um tensor de ordem NN, sob o ponto de vista de como as transformagoes de Lorentz

atuam sobre ele, pode ser pensado como um produto de N vetores. Assim, temos:

THi N () oy TIHIBZRN (g = N3 NP2, NRN TV () (1.13)

e nesse sentido, podemos entender um campo escalar como um tensor de ordem zero e
um vetor como um tensor de ordem 1.
Em um espago-tempo de dimensado (d + 1), um espinor ¢ (z) é uma matriz com

N = 21072 componentes {14, A =1,2,..., N que se transforma como:

ba(z) — Yy(a') = Saps(z) (1.14)

LA fungdo [(d + 1)/2] retorna o maior niimero inteiro menor ou igual a (d + 1)/2.
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onde a matriz .S constitui a representagao correspondente das transformacgoes de Lorentz

no grupo de simetria dos espinores, sendo dada por:

e i i
Sap = (ez%M )AB = Gan + 50 (M) + ... (1.15)
onde:
MP° = %[7p77‘7] (1.16)

sao os geradores escritos em fungao das matrizes de Dirac v# E| Com isso, espinores em
espagos-tempo de (3 + 1) dimensoes ou (4 + 1) dimensdes, por exemplo, terao N = 4
componentes e as matrizes de Dirac v* serao matrizes 4 x 4. Por outro lado, para
(14+1) ou (2 + 1) dimensdes, os espinores terao N = 2 componentes e as matrizes de

Dirac serao matrizes 2 x 2.

1.1.3. Invariancia de Lorentz

Para que uma teoria de campos seja consistente com a relatividade restrita, a acao
que representa a teoria deve ser invariante sob transformagoes de Lorentz ainda que
os campos nela contidos nao o sejam isoladamente. Para que isso ocorra, a densidade
lagrangiana transformada nao deve diferir de si propria exceto por uma derivada total
irrelevante sob integracao. Nesse sentido, sendo 6* uma funcao arbitraria dos campos,

devemos ter:

L L = L+ 0,0 (1.17)

e dizemos que a teoria descrita pela densidade lagrangiana . é invariante sob trans-

formacgoes de Lorentz ou, em outras palavras, que o grupo de Lorentz é um grupo de

2Nao discutiremos em maior detalhe aqui o caso de campos espinoriais uma vez que, nesse trabalho,
nao estudaremos teorias fermionicas.
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simetria dessa teoria.

Termos de interacao na lagrangiana que contenham apenas campos escalares, sao
automaticamente invariantes de acordo com (|1.11)). Entretanto, ainda que estejamos
nos restringindo a teorias que envolvam apenas campos escalares, a lagrangiana deve
conter termos com derivadas para descrever o comportamento dinamico dos campos.
Uma derivada 0" se transforma da mesma maneira que um vetor, ou seja, sua lei de

transformacao é dada por ((1.12)) de modo que:

O — O = AP (1.18)

Entao, seguindo o mesmo desenvolvimento mostrado em ([1.5)), podemos concluir que
o operador D’Alambertiano [ = 99, atuando sobre um campo escalar ¢ um invariante
de Lorentz. Isso permite a inclusao na lagrangiana, por exemplo, de termos da forma

(0"¢)(0,9), que sob integragao por partes, pode ser reescrito como:

—¢U¢ + 0,(00"¢)

onde o primeiro termo ¢é claramente invariante e o segundo desaparece sob integracao.

Esse raciocinio pode ser extendido, de modo geral, para concluir que os termos da
lagrangiana que contém indices de Lorentz, seja na forma de operadores derivativos ou
na forma de campos vetoriais ou tensoriais, devem ter esses indices contraidos.

Assim, podemos ter, por exemplo, termos da forma ¢" representando auto-interacoes
de campos escalares ou A*A,¢"¢ representando interagoes entre campos de calibre e
campos escalares carregados, entre muitas outras possibilidades. Além de termos de
interagao, podemos ter termos cinéticos como (0*¢)(d,¢), ja citado acima, ou F*F,,,

envolvendo apenas campos de Calibreﬁ. Em uma teoria fermionica, podemos mostrar

3Falaremos sobre teorias de calibre mais adiante.



14 Aspectos Gerais

ainda que termos da forma 1), zﬂy"@“w, etc. também obedecem a simetria de Lorentz.

1.2. Teorias de Calibre

1.2.1. Teorias de Campos de Calibre
Teoria de Calibre Global

Consideremos uma teoria de campos definida por uma densidade lagrangiana &
dependendo de campos ¢;, de suas derivadas d,¢;, j = 1,...,n e, eventualmente, con-
tendo termos com derivadas de ordem superior. De acordo com o teorema de Noether,
sabemos que simetrias globais dessa densidade lagrangiana, isto é, sua invariancia a
menos de uma divergéncia total sob certos tipos de transformagoes, devem acarretar
em leis de conservacao. As simetrias do espaco-tempo, isto é, a exigéncia de que &
seja invariante por translagoes e transformagcoes de Lorentz, leva, por exemplo, a lei de
conservagao que define o tensor energia-momento.

Consideremos agora o caso da carga elétrica. A carga elétrica, é uma grandeza
cuja lei de conservacao nao estd associada a simetrias do espago-tempo em si, mas a
invariancia de uma teoria sob determinado tipo de transformacoes nos campos ¢, da

forma:

¢;(z) — qb;(x) = eiqugbj(x) (1.19)
onde ¢; e A, em principio, sao ambos constantes.

Um termo de £ que contenha o produto de todos os m campos, ¢1¢s - ¢,, se

transforma sob (1.19) como:

DLy - -+ Py — @Bt FaA G b)) (1.20)

Como a densidade lagrangiana deve ser real, devemos exigir que a soma das constan-
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tes ¢; se anule. Assim, qualquer termo de £ contendo o produto de todos os campos
permanece invariante sob as transformacgoes . Além disso, se ¢; e A s@o constan-
tes, a densidade lagrangiana . também pode conter qualquer produto entre os campos
e suas derivadas, desde que esse produto ainda contenha todos os campos e que tenha
todos os indices de Lorentz das derivadas contraidos, caso tenhamos a pretensao de
manter .Z invariante de Lorentz.

As transformagoes sao chamadas transformacoes de calibre do primeiro tipo
ou transformacoes de calibre globais e a teoria definida pela densidade lagrangiana %,
invariante sob essas transformagoes, é entao chamada de teoria de calibre global.

Se A for suficientemente pequeno, as transformacoes correspondem a ¢; —

¢; + 0¢;, isto é, elas fazem os campos ¢; variarem de uma quantidade d¢; dada por:

Sendo a teoria invariante de calibre, de acordo com o principio variacional, devemos
ter § [ deZ = 0 de modo que 0. = 9,0¢*. Com isso, (1.2I)) pode ser usada juntamente

com as equagdes do movimentd! para definir uma corrente conservada como:

=) (=nymtom! {%} 5(8" ™) (1.22)

a partir da qual é possivel definir uma carga conservada dada por:

Q= /deO (1.23)

As transformagoes (|1.19) s@o transformacgoes do grupo U(1) e, a partir de ((1.23)),

podemos mostrar que em uma teoria quantizada, as constantes g; sao os autovalores

4As equagdes do movimento sdo as equacdes de Euler-Lagrange, que derivam diretamente do principio
da minima agdo, isto ¢, da imposi¢do de que S = [dtL = 0, com L = [dV.¥#. Para ver em
detalhe a obtencao dessas equacoes e a dedugao da expressao para teorias com derivadas de
ordem superior, veja o Apéndice El
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de @, que é um gerador do grupo U(1). Desse modo, as transformacoes ((1.19)) poderiam

também ser escritas como:

¢j(x) — Pi(x) = e Qhpi(z) . (1.24)

Exemplo 1.1. O modelo de Klein-Gordon com campos complexos
O exemplo mais simples de uma teoria de calibre global é, possivelmente, o do
modelo de Klein-Gordon com campos complexos. Esse modelo é definido pela seguinte

densidade lagrangiana:

* k A k
& = (@6")(0u0) — "6 — J(6°0)° (1.2
E f4cil verificar que a densidade lagrangiana .Z é de fato invariante quando trans-

formamos os campos de acordo com ({1.19)), isto é, quando fazemos:

b — ey e ¢ — e Mhp" (1.26)

Além disso, de acordo com ([1.22)), temos:

" < 0L 0%
TN 00,0)° ~ 90,00

e, conforme (|1.23)), temos:

)¢*> g (06— (0")e")  (127)

Q=iq [av (0610~ (06)) (1.28)
Teoria de Calibre Local

O termo “global”, utilizado para designar as transformagoes do tipo (1.19)), diz res-
peito ao fato de nao haver dependéncia daquelas transformagoes em relagao as coorde-

nadas do espago-tempo. Entao, se as transformagoes de calibre globais forem encaradas
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como transformagoes ativas, isso corresponderia a uma situacao onde os campos ¢; sao
modificados em todos os pontos do espaco-tempo simultaneamente. De acordo com a
interpretagao euristica de L. H. Ryder [40], isso contradiz o principio da relatividade
segundo o qual nenhuma informacao pode ser carregada mais rapido do que a luz. Essa
questao pode ser resolvida, redefinindo ((1.19)) de modo que agora A seja, ndo mais uma
constante, mas uma fungao das coordenadas do espago-tempo, isto é, A = A(z) e as

novas transformacoes sao:

¢j(x) — @i(x) = @) g (1) (1.29)

Assim como antes, os termos da densidade lagrangiana contendo o produto de todos
os n campos ainda sao invariantes sob as transformagoes (1.29)). Entretanto, o objeto

0,¢; ja nao é invariante, passando a se transformar como:

0udj(x) — €9, +igiA(x))d;(x) (1.30)

ou seja, J, nao é uma derivada covariante sob as transformacoes (|1.29)). Para construir

uma derivada covariante, introduzimos um novo campo A, (z) e definimos:

D, = 0, — ieq;A, (1.31)

Desse modo, ao verificarmos como o objeto D, ¢; se transforma sob ({1.29)), descobri-
mos que, para que D, seja de fato uma derivada covariante, o nosso novo campo A4,

deve se transformar juntamente com ¢; de modo que tenhamos:

¢(x) — ¢j(x) = €2 g;(x)

] (1.32)
Au(w) — A, (2) = Au(2) + ~9,A(x)

Assim, além de poder conter produtos dos n campos ¢;, uma densidade lagrangiana
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£ que pretende ser invariante pelas transformacoes também pode conter qual-
quer produto entre os campos e as derivadas D,, desses campos, desde que esse produto
ainda contenha todos os campos e que tenha todos os indices de Lorentz das derivadas
covariantes D, contraidos, de modo a assegurar a invariancia de Lorentz. Além disso,

é possivel mostrar que . ainda pode conter um termo do tipo F*"F,,, onde:

iz

F,, =0,A, —0,A, (1.33)

sendo esse termo também invariante sob . O objeto F),, ¢ denominado intensidade
de campd’}

Em oposicao as transformacgoes , as novas transformacoes , dependem
das coordenadas do espaco-tempo e sao entao chamadas de transformacoes de calibre
do sequndo tipo ou transformacoes de calibre locais. Por sua vez, a teoria de campos
definida por uma densidade lagrangiana Z[¢;,0,¢,, A,,0,A,] que é invariante por
essas transformacoes é chamada de teoria de calibre local.

Conforme vimos acima, a imposicao de que uma teoria de campos seja invariante
por transformagoes locais do tipo , leva naturalmente a necessidade de introduzir
o campo A, que ¢ chamado campo de calibre. Notamos ainda que a densidade la-
grangiana de uma teoria de calibre local nao admite um termo do tipo m?A*A,,, pois
tal termo nao é invariante sob as transformacoes de calibre locais. Assim, concluimos
que o campo de calibre A, deve ser um campo nao massivo, como €, por exemplo, o
caso do campo do féton. Além disso, a introducao das derivadas covariantes sob trans-
formacoes de calibre faz com que passemos a ter termos de interacao entre os campos
¢; e os campos de calibre A,. No escopo da eletrodinamica quantica, por exemplo, isso

significa que a dinamica dos campos de matéria que representam elétrons e pésitrons

5No caso da Eletrodindmica, por exemplo, as componentes de F,,, formam uma matriz antissimétrica
que contém as componentes vetoriais dos campos elétrico e magnético, sendo denominada, naquele
caso, tensor do campo eletromagnético.
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e a dinamica do campo eletromagnético nao devem ser vistas de forma independente,

mas aparecem acopladas uma a outra por meio desse termo de interacao.

Exemplo 1.2. Eletrodinamica Quantica Escalar

Podemos generalizar o modelo de Klein-Gordon com campos complexos do exemplo
para que este seja agora uma teoria de calibre local. O modelo resultante dessa
generalizacao é um modelo tedrico conhecido como Eletrodinamica Quantica Escalar e

¢ definido pela densidade lagrangiana:

A
Z = (D7) (Dyb) — 12" = 5(6°0)* = 1" Fuy (130

Outro modelo que também poderia ser usado como exemplo aqui seria a Eletrodi-
namica Quantica. Nesse caso, terfamos, no lugar da densidade lagrangiana de Klein-
Gordon, uma densidade lagrangiana de Dirac e, ao invés de campos escalares ¢* e ¢,

terifamos campos espinoriais ¥ e 1.

1.2.2. Conjugacao de Carga

Uma consequéncia direta da definicao das transformacoes de calibre é que como, em
principio, a escolha do sinal da carga é completamente arbitraria, tanto a Eletrodinamica
Quantica (QED), como a Eletrodinamica Quantica Escalar (SQED) devem ser invari-
antes sob a troca ¢ — —¢q. Em particular, para a SQED essa invariancia ocorre quando

os campos se transformem como:

A, — —-A,, ¢0—9¢" e ¢"—¢ (1.35)

que sao as chamadas transformacoes de conjugagao de carga.
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1.2.3. Fixacao de Calibre

Vamos considerar, por simplicidade, o caso de uma teoria de calibre nao acoplada a
matéria cuja densidade lagrangiana é da forma:

1
L =1 F"F, (1.36)

onde F},, ¢ dado em (|1.33]).

Descartando termos de superficie irrelevantes, podemos manipular a expressao acima

e reescrever . como:

7 %A“ (D — 0,0,) A (1.37)

Como o propagador de um campo ¢ usualmente definido, a menos de um fator
constante, como o operador inverso da parte quadratica da densidade lagrangiana,
esperamos obter o propagador do campo A, invertendo o operador que aparece entre
parenteses na expressao . Ocorre, porém, que tal operador nao é inversivel de
modo que a definicao usual do propagador do campo A, fornece como resultado um
operador singular.

Para contornar isso devemos acrescentar um novo termo a dado por:

1

L
Lor = —5-C (1.38)

o que faz com que a nova densidade lagrangiana passe a ser:

1 1
L = —ZF“”FW — ﬁG2 (1.39)

Esse novo termo deve ser escolhido de modo a nao ser invariante de calibre e, por-

tanto, de modo a quebrar a invariancia de calibre original da teoria definida por (|1.36))
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o que faz com que essa teoria passe a depender de particulares escolhas de calibre. As-
sim, chamamos o novo termo .Zgr dado em de densidade lagrangiana fizadora
de calibre. A integral nas coordenadas do espago-tempo desse termo, por sua vez, sera
a acao firadora de calibre.

A obtengao de um propagador nao singular do campo A, segue de redefinir a teoria
de calibre original especificada pela densidade lagrangiana (1.38]) passando a utilizar
no lugar dela a nova densidade lagrangiana . Em particular, escolhendo G =
O*A,, o que, no limite & — 0, corresponde ao calibre de Lorenz, podemos escrever

explicitamente a nova densidade lagrangiana como:

1 1
cujo operador entre os colchetes ja nao é singular.

Uma justificativa mais detalhada que suplementa o procedimento de fixacao de ca-

libre aqui descrito é apresentada no Apéndice [B]

1.3. Teorias com Derivadas de Ordem Superior

Sob a perspectiva da invariancia de Lorentz, termos na lagrangiana envolvendo
derivadas de ordem superior também sao permitidos. Nesse sentido, poderiamos en-
contrar, por exemplo, termos cinéticos da forma (9#9"¢)(0,0,6) ou *F*P9,F,s5 na
teoria. De fato, sob integracao por partes, esses termos geram apenas operadores [ a
mais que, por sua vez, sao invariantes.

A inclusao de termos com derivadas de ordem superior pode ser uma opg¢ao in-
teressante para melhorar o comportamento ultravioleta de uma teoria, uma vez que
aumenta a poténcia dos momentos no denominador dos propagadores. Assim, para

um campo escalar real, por exemplo, poderfamos definir uma teoria com derivadas de
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ordem superior por meio de uma lagrangiana da forma:

a m2
2 = L076)(8,9) + 2(6"9°6)(8,0,6) — "8 + Lo
2 2 2 (1.41)

— _%¢ (—a® + O+ m?) ¢ + Lne[9)]

e, invertendo o ntcleo da parte quadratica, encontramos um propagador da forma:

7
k2 — ak* — m?

(o(k)o(—k)) =

(1.42)

que, de fato, cai mais rapido do que 1/k? para altos valores de energia, porém contém

um pdélo com o sinal trocado.

Em outras palavras, conforme mostrado em [35], se fatorarmos o operador da parte

quadrética, podemos reescrever a lagrangiana (1.41)) como:

¥ —%aﬁl (O +m?) ¢, + %ng (O 4 m3) ¢2 + Lo, ¢2] (1.43)

onde m? = —1+\/12424W ems = —1’\/1;14W eonde g1 =, /77t (O+m3,) o

Assim, o propagador (¢s¢s) tem um sinal trocado em relagdo a (¢p1¢1). Os estados
¢ sao estados de norma negativa denominados fantasmas [3] [4]. Se os fantasmas
aparecerem acoplados a estados fisicos nos termos de interacao Z|¢1, ¢2], eles nao
poderao ser ignorados, pois sua dinamica nao poderd ser separada da dos campos ¢.
Nesse caso, o sinal trocado faz com que estados com um numero impar de campos ¢

tenham norma negativa, o que corresponde a uma violacao da unitariedade e faz com

que a teoria deixe de ter sentido fisico.

Uma maneira de contornar isso vem da proposta de Horava [5] [6] para uma teo-
ria de gravidade quantica, na qual sao introduzidos termos com derivadas de ordem
superior apenas na parte espacial. Tal proposta é feita em analogia com modelos de

matéria condensada, em particular com o modelo de Lifshitz [7], no qual os termos com
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derivadas de ordem superior na parte espacial surgem como representacao da interacao

entre vizinhos de vizinhos em uma estrutura cristalina.

Para exemplificar isso, vamos considerar um modelo bidimensional do tipo Ising de

teoria de campos na rede cuja lagrangiana é dada por:

7

1 dgi\*
K = 52 ( i ) + ;Ji]’@% —1—#2;}%@‘ (1.44)

onde ¢; pode ser pensado como um campo que representa alguma propriedade fisica
do sistema como, por exemplo, o spin no i-ésimo ponto da rede, embora, na discussao

que segue, trataremos ¢; como uma funcao de variavel continua.

Uma das simplificagoes usuais do modelo introduzido acima corresponde ao caso em
que nao ha acoplamento do spin com campos externos. Isso ocorre para h; = 0. Nessa
situagao, o tltimo termo do lado direito de ((1.44)) desaparece e o modelo passa a ser

simétrico pela troca de sinal do spin em todos os pontos da rede.

Uma outra simplificacao esta associada a considerar que todos os pontos em posicoes
relativas equivalentes interagem com a mesma intensidade, o que ¢é equivalente a dizer
que dois pares de pontos separados pela mesma distancia e em orientacoes equivalentes
devem ter acoplamentos J;; iguais. O caso mais comum ocorre quando efetuamos o
segundo somatoério do lado direito de apenas sobre pontos ¢ e j vizinhos imedi-
atos, isto é, separados por apenas um passo sobre a rede. Isso corresponde a restringir
a possibilidade de interacao apenas a pontos diretamente conectados entre si. Possiveis
relaxamentos dessa restricao consistem, por exemplo, em assumir que vizinhos de viz-

inhos também podem interagir.

Considerando essas simplificagoes, a lagrangiana (1.44]) acima corresponde aquela

utilizada no exemplo dado em [35], podendo ser reescrita como:
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i <iyj> <<i,j>> {i,5}

onde <, > e <<, >> indicam, respectivamente, soma sobre vizinhos imediatos e se-
gundos vizinhos. Se os campos ¢; forem interpretados como spins, os acoplamentos
J1 > 0 e Jy < 0 devem corresponder a pesos que favorecem, respectivamente, ordena-
mentos ferromagnético e antiferromagnético. O termo proporcional a J3, por sua vez,

representa uma interacao entre vizinhos separados por uma diagonal.

Cada ponto da rede pode ser representado por um par ordenado (z,y), onde as
coordenadas x e y de cada elemento devem ser multiplas de um espacamento tipico a.

No limite do continuo, devemos tomar a — 0, de modo que a lagrangiana se torna:

1 A
L 25 Z (7) + Jl Z (¢z+a,y¢a},y + gbx,y-{-a(bx,y)

"'E7y aj7y

+ <]2 Z <¢m+2a,y¢m,y + ¢x,y+2a¢x,y) + J3 Z (qbr—&—a,y—l—agbx,y + ¢z+a,y¢m,y+a>

T,y T,y

e podemos interpretar os termos entre parénteses em funcao de derivadas, a saber:

(a¢:p,y) 2 - (¢x+a,y - (bx,y)Q _ ¢x+a,y¢x+a,y + ¢x,y¢x,y . 2¢m+a,y¢x,y

oz a a? a? a?

a’ (0¢,. 2
= ¢w+a,y¢z,y = <Z5;2¢,y - E <8_$y)

e da mesma maneira para os demais, de modo que:

0duy\°  a* (0.,
2 2 T, x,
by = 0y =20 (22 ) + 5 ()
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06\ 0655\ | ' [ Puy
¢x+a,y+a¢x7y + ¢x+a7y¢x,y+a = _6¢325,y + a’ ( axy) T a’ ( 8yy> + 3 ( 81‘3;)

e, substituindo as somas por integrais, isto ¢, fazendo ) _ y a® — [ dzdy, alagrangiana
(1.45) pode ser escrita como uma integral sobre as coordenadas espaciais cujo inte-

grando é a densidade lagrangiana:

2 =Y007 - L+ 11— 20 [0.67 + 0,07]

R 5 (1.46)
+§&h(%@Lﬂﬁwﬁiﬂ@%@2+ﬂh+b—&M&
2
Em particular, se J3 = 2.J5, podemos escrever:
1 a? a3 m?
Z = §(ao¢)(ao¢) - 5(8@)(3@) - E(aﬂb)(a@ﬁb) + 7625 (1.47)
com a? = a?Jy, a3 = —a'Jy e m?* = 4(J; — 5J3), que é um protétipo relativamente

simples de uma teoria de campos com derivadas de ordem superior.

Embora um modelo do tipo Horava-Lifshitz nao apresente o problema da violacao
da unitariedade, a presenca de derivadas de ordem superior apenas na parte espacial
representa a introducao de uma anisotropia entre tempo e espago cuja consequéncia
é, conforme veremos a seguir, a violagao da simetria de Lorentz. Entao, o preco pago
para manter a unitariedade em uma teoria com derivadas de ordem superior é a quebra
da simetria de Lorentz. No caso de uma teoria que representa um sistema de matéria
condensada, porém, a simetria de Lorentz nao precisa ser mantida e a quebra nao

representa, necessariamente, um problema.
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1.4. Quebra da Simetria de Lorentz em Teorias de
Calibre

A definicao de uma teoria de campos que quebra explicitamente a simetria de Lorentz
constitui uma proposta controversa se pretendemos assumir que a relatividade restrita
é valida. Nesse cendrio, devemos entender a simetria de Lorentz como uma simetria
emergente. Isso significa assumir que, em geral, tal simetria nao é obedecida, mas que
ela surge como um efeito caracteristico de certas condigoes particulares do universo.
De fato, a fisica que descreve o universo nos primeiros instantes apés o Big-Bang nao
é completamente compreendida. Assim, podemos imaginar que a teoria que descreve
a natureza em um regime de altas energias (ou pequenas distancias) nao é, necessa-
riamente, invariante de Lorentz. No entanto, para estar de acordo com a relatividade
restrita, a simetria de Lorentz deve surgir, isto é, emergir a medida em que se tende a
um regime de energias mais baixas. Se isso ocorrer, dizemos que ocorre a restaura¢ao
da simetria em questao. Essa ideia pode ser pensada como uma situagao analoga, por
exemplo, a obter a mecanica classica como um limite de baixas velocidades da rela-
tividade restrita ou como um limite macroscopico da mecanica quantica ou ainda, a
obtencao da mecanica quantica como um limite nao relativistico de uma teoria quantica

de campos.

Uma maneira de construir uma teoria com quebra explicita da simetria de Lorentz
se da por meio da introdugao de anisotropias entre tempo e espago. Vamos entao supor

uma teoria definida pela densidade lagrangiana:

1 a? m?
2 = 5 (000)(000) — 5 (0:6)(00) ~ -0 (1.4

onde a constante a corresponde a uma primeira tentativa de introduzir uma anisotropia

ao atribuir um peso diferente de 1 a parte espacial.
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No entanto, notamos que deformando a escala que mede as dimensoes espaciais, ou
seja, fazendo x; — ax;, voltamos a ter a lagrangiana de Klein-Gordon usual. De fato, é
facil ver que a introdugao do fator a # 1 é equivalente a definir um sistema de unidades

onde a velocidade da luz é ¢ = a ao invés do sistema natural, onde ¢ = 1.

Como segunda tentativa, podemos imaginar, por exemplo, um protétipo baseado no

modelo de Yukawa em (3 4 1) dimensoes dado por:

2 2
2 =3(000)(006) — 5 (0:0)(00) — 367
F (10 1070, — M) & — 6" + igl"s

onde foram introduzidos pesos a e b nas partes espaciais dos termos cinéticos bosonico

(1.49)

e fermionico, respectivamente. Nesse caso, se a # b, vemos que uma mera deformagao

da escala espacial ja nao permite recuperar a simetria de Lorentz.

Outra maneira de introduzir explicitamente a quebra da simetria de Lorentz consiste
na inclusao de anisotropias causadas por termos com derivadas de ordem superior.
Conforme a discussao desenvolvida na secao anterior, isso pode ser feito de modo a
preservar a unitariedade através da introducao de termos com derivadas mais altas
apenas na parte espacial. Um exemplo dessa possibilidade é o modelo dado por (|1.47)).
Naquele caso, ainda que um reescalonamento fosse efetuado de modo a absorver a
constante a; ou que houvesse alguma relacao conveniente entre a; e as, a presenca do
termo com derivadas de ordem 4 apenas na parte espacial sem uma contraparte na

parte temporal implica na violacao da simetria de Lorentz.

Uma versao mais sofisticada de teoria de campos com derivadas de ordem superior
¢ a teoria de calibre em (4 + 1) dimensoes estudada em [9]. Essa teoria é descrita pela

densidade lagrangiana:
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1 a’?
2 Ty

+ % (l’}/ODO + ZCl’)/ZDZ - M) ¢ - CQ|DZ‘77D|2 — Z/\.FUEO'”@Z)

onde os termos proporcionais a as € ¢y sao termos com derivadas de ordem superior.

2

a
FyjFyj — 20,F0,F
3Ty J J (1.50)

Fazendo a; = ¢; = 1 e ap = ¢ = 0, recuperamos a lagrangiana da eletrodinamica
quantica acrescida de um termo de interacao entre campo eletromagnético e spin.

A escolha de trabalhar em um espago-tempo de (4+1) dimensoes, nesse caso, se deve
ao fato de que este é o maior nimero de dimensoes para o qual a teoria acima é renor-
malizavel. Para um nimero de dimensoes menor, ela se torna super-renormalizavel.

Um exemplo simples mais geral do que de uma teoria com derivadas de ordem

superior consiste no seguinte modelo escalar:

@ — %(aoqb)(ao(b) T %gb (B2A = B2A% + .+ (=)A= m?) b — %qb“ (1.51)

que apresenta quebra da simetria de Lorentz devido a presenca dos termos com derivadas
mais altas by, ..., a,. Se esses termos nao estiverem presentes, a constante b; pode ser

0 — 20 TIsso

colocada em evidencia e a coordenada temporal redefinida fazendo b x
corresponde a uma mera redefinicao da velocidade da luz e, nesse caso, a simetria de

Lorentz é mantida.



2. Renormalizacao

2.1. O Formalismo de Integrais de Trajetéria

2.1.1. Funcionais Geradores e Funcoes de Green

O objetivo final de uma teoria de campos é calcular as amplitudes de probabilidade
da ocorréncia de determinados processos fisicos, isto é, os assim chamados elementos
da matriz S. Tais elementos podem ser obtidos a partir das fungoes de Green da teoria
correspondente por meio do formalismo LSZ [II]. Assim, o cdlculo das fungoes de
Green se faz central em teorias de campos.

No formalismo de operadores, a imposigao de relagoes canonicas de comutagao entre
campos e seus momentos canonicamente conjugados resultam em relagoes de comutacao
para os operadores de criagao e aniquilacao dos quanta ou estados de particula e essas
relagoes constituem, portanto, a chamada quantizacao de uma teoria. Nesse formalismo
as fungoes de Green sao obtidas pelo emprego do teorema de Wick, que leva em conta
todas as contracgoes possiveis dos campos dentro de um elemento de matriz e usa as
relacoes de comutacao pertinentes no processo de comuté-los. Por outro lado, no
formalismo de integrais de trajetoria, o ponto de partida para a obtencao das funcoes
de Green é a construcao do assim chamado funcional gerador, que é um funcional
da acao classica da teoria. As funcoes de Green, por sua vez, passam a ser obtidas
simplesmente por meio de suscessivas derivacoes funcionais desse objeto. Nessa segao

nos ocuparemos de rever brevemente o formalismo de integrais de trajetéria e a teoria



30 Renormalizacao

das funcoes de Green segundo esse formalismo.

Funcoes de Green Ordinarias

O funcional gerador de uma teoria de campos cuja acao classica S[¢] depende de um
campo ¢ e de suas derivadas em relacao as coordenadas do espago-tempo 9,,¢ é dado

por:

Z[J =N / D¢ e'SeIHT-0) (2.1)

onde A é uma constante de normalizagao escolhida de modo que tenhamos Z[J = 0] = 1,
assim, N' = ([ D¢ eis[‘b])_l. Além disso, J - ¢ = [dx J(x)¢(x) e J é uma fonte, que
pode ser pensada como um campo externo que interage linearmente com o campo ¢
produzindo uma perturbacao ou desvio em relagao a acao classica. De fato, em uma
interpretacao matematica, podemos dizer que o termo J - ¢ tem meramente o propdsito

de fazer surgir as funcoes de Green por meio de suscessivas derivagoes funcionais, pois:

. 5" D¢ ¢(x1) ... p(w,)e !
Sl TP ST el Do e

ou ainda, que a fonte J(z) é a varidvel de uma expansao em série de Volterra [| do

(2.2)

funcional gerador Z[J] e que tomamos essa expansao em torno de J = 0, que significa
assumir que a fonte pode ser vista como uma pequena perturbagao. Nesse caso, essa

expansao é:

o0 /l:n N
210 = Z/da:lmd:cnaG( anse ) (@) - () (2.3)
n=0
e os coeficientes G (x1,...,x,) sdo as chamadas funcées de Green ordindrias de n

pontos, sendo entao definidas como:

1Uma série de Volterra é o equivalente no Célculo Funcional de uma série de Taylor no Célculo de
variaveis reais.
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" Z[J] _ [ D¢ d(x1) - - P(wn)e

(n) = (=)™
G (@, wn) = (=) 5J(z1) -+ 8T (20) | ;g [ D¢ €519l

(2.4)

que ¢é completamente equivalente a férmula de Gell-Mann-Low do formalismo de ope-

radores.

Nesse sentido, as funcoes de Green ordindrias estao associadas as amplitudes de
probabilidade de observar os campos ¢ se propagando entre n pontos do espago-tempo.
Sob essa perspectiva, podemos interpretar qualitativamente o funcional gerador Z|[J]

como a amplitude do vacuo na presenca de um campo de fundo J.

Funcoes de Green Conexas

As funcgoes de Green ordinarias permitem construir as amplitudes de probabilidade
para qualquer processo de espalhamento onde entram m, m < n, e saem n — m
particulas, incluindo tanto aqueles processos onde todas as particulas interagem quanto
aqueles onde parte delas interage e outra parte nao. Do ponto de vista de uma repre-
sentacao diagramatica, os processos onde todas as particulas interagem com todas sao
representados por diagramas conexos e aqueles onde nem todas interagem com todas

as outras sao representados por diagramas desconexos.

Para trabalhar apenas com os diagramas conexos, definimos um novo funcional ge-

rador como:

WI[J] = —iln Z[J] (2.5)

ou seja, tal que Z[J] = "I/,

As fungoes de Green obtidas a partir desse novo funcional W[J| sdo as chamadas

funcoes de Green conexas, sendo dadas por:
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w1 0"WLJ]
S 5 Tra P 3 1 o

G (xy,...,2,) = (2.6)

Para ver como isso funciona, podemos tomar como exemplo a fungao de Green conexa
de 2 pontos. Substituindo a expressao do novo funcional gerador (2.5)) na definigao ({2.6))

acima e fazendo n = 2, temosﬂ:

W
G(Q) T1,T2) = —1
o) = ()|
_ (=rerziy| {(—i) 5Z[Jq {(—i) 5Z[J]]
Z[JQ] 0J10Jy J=0 Z[Jl] 04 J=0 Z[Jl] 0.J2 J=0

ou seja, a fungao de Green conexa de 2 pontos nada mais é do que a func¢ao de Green
ordindria menos as suas partes desconexas. E facil ver que essa afirmacao se generaliza
também para as fungoes de n pontos com n # 2. As expressoes para as fungoes conexas
sempre correspondem a funcao de Green ordinaria e dela sao subtraidas as expressoes

correspondentes aos processos que nao conectam todas as particulas interagindo.
Funcoes de Green 1PI

A representacao das funcoes de Green conexas pode ser ainda mais simplificada e
dada em termos de pecas mais fundamentais, assim chamadas, rredutiveis. Em uma
interpretacao diagramatica, dizemos que um diagrama é redutivel se ele puder originar
dois novos diagramas por meio do corte de apenas uma de suas linhas. Nesse sentido,
nos propomos a trabalhar apenas com as pecas irredutiveis 1P1E|dos diagramas conexos.

O funcional gerador das funcoes de Green 1-PI, também chamado de acdo efetiva

por razoes que ficarao claras mais adiante, é definido como:

2Por simplicidade usaremos sempre que possivel a notacio abreviada J; = J(z;). Além disso, a
instrugao de substituicao J = 0, sem especificar o indice, se refere a todos os J;’s.
3Do inglés, one-particle-irreducible.
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Llp] =WJ]—=J-¢ (2.7)

onde:

_ W] _ (0g(x)[0),
wlr) = 6J(z)  (0]0),

(2.8)

¢ o chamado campo cldssico, que, na linguagem do formalismo de operadores, é o valor
esperado do operador de campo QAS(x) num vacuo com a presenca da fonte J. Para
encontrar o valor esperado (p) do campo cldssico no vacuo com a fonte J desligada,
devemos tomar o limite J — 0 da expressao (2.8). Derivando funcionalmente com
respeito a ¢(x) o funcional gerador 1-PI , descobrimos que g—i = —J e, portanto,
o valor de ¢ para o qual a fonte J esta desligada deve corresponder a um extremo do
funcional T'[¢].

As funcoes de Green 1PI, também chamadas funcoes de vértice, obtidas a partir do

funcional (2.7)), sao dadas por:

"Il
6@(*’“) Tt @(xN) =0

T (zy,... 2,) = (2.9)

Graficamente, as fungoes de vértice sao formadas por diagramas conexos, irredutiveis

€ sem pernas externas.

2.1.2. Expansoes Perturbativas

Os funcionais geradores, e consequentemente as fungoes de Green, em geral nao
possuem uma forma exata e, assim, devem ser representados perturbativamente. Para
fazer uma expansao perturbativa do funcional gerador Z[J], definido em (2.1]), devemos
dividir a agao classica S[¢] em uma parte “livre” Sy[¢] que contém, no maximo, os

termos quadraticos no campo ¢(z) e em uma parte de “interacdo” Sil¢]. A partir
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disso, efetuando um procedimento funcional completamente andlogo ao procedimento

algébrico de completar quadrados, ¢ possivel reescrever o funcional Z[J] como:

Z[J) = Selid7] 7, [) (2.10)

onde Zy[J] tem exatamente a mesma forma de Z[J], mas trocando a agdo cldssica
S[¢p| onde esta aparecia pela sua parte “livre” Sp[¢]. A exponencial que aparece na
expressao é um operador funcional que atua sobre Zy[.J]. Essa exponencial pode
ser expandida em série, o que se justifica desde que os termos de interacao de Siy[¢]
sejam proporcionais a constantes de acoplamento pequenas. Com isso, o funcional

gerador pode ser escrito como:

Z1J] =ZolJ] + Su {—z%} Zol]

2 3 (2.11)
s [ 2o+ (s [ 2]) 2
2 int ZéJ 0 31 int Z5J 0
Chamando o m-ésimo termo da expansao acima de:
Znll =~ (5 [<i 2]} 2zl 2.12
m[ ] - % int _ZE 0[ ] ) ( . )

podemos usar a definicdo das fungdes de Green ordindrias de n pontos, (2.4)) natural-

mente para definir uma expansao perturbativa para estas fungoes como:

G (zy, .. wn) =Y GW(x,... a) (2.13)
m=0

onde, de acordo com ([2.4), (2.11)) e (2.12), temos:

) e 0Z,L]
ng)(xl, oy Ty) = (—1) §J(xy) -+ 6J ()

(2.14)

J=0

De forma anéloga, podemos expandir perturbativamente os demais funcionais gera-
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dores e suas respectivas fungoes de Green. Em particular, para o funcional gerador
1-PI, observamos que um conjunto de termos de ordem zero de sua expansao perturba-
tiva, que chameremos de I'y[p], coincide com a agao cléssica. Nessa linguagem, “ordem
zero” se refere a soma dos termos para os quais a expansao do funcional coincide com a
acao classica. De um ponto de vista diagramatico, tais termos sao chamados de aproxi-
magao em zero loops ou, mais comumente, de aproximacao de drvore. Entao, podemos
dizer que o funcional gerador 1-PI é a prépria acao classica acrescida de uma série de

corregoes quanticas em diversas ordens de perturbacao, dai o nome acao efetiva.

A acao efetiva de uma teoria quantica de campos pode ser escrita como:

[[e] = Z / dxy - -dq:n%F(”)(xl, o xp)e(xy) - o(ay,) (2.15)
n=0
e cada fungao de Green 1PI pode ser expandida em varias ordens determinadas pelo
nimero de loops dos diagramas a elas associados.
Em geral, nas discussoes que seguem, nao nos preocuparemos em distinguir ¢(x) e

¢(z) a menos que seja necessario e iremos nos referir aos campos contidos em expressoes

como ([2.15)) simplesmente como ¢(x).

2.2. Divergéncias Ultra-violeta

2.2.1. Contagem de Poténcias e Invariancia de Escala

O procedimento usual de contagem de poténcias pode ser pensado em termos de
um escalamento isotréopico no qual fazemos as mudancas ky — sk e k; — sk; e
entao colocamos um fator s* em evidéncia fora das integrais de loop. Isso é possivel
desde que s seja suficientemente grande para que termos de massa nos denominadores
dos propagadores possam ser ignorados. Nesse caso, o expoente w, que € o grau de

divergéncia superficial, determina o comportamento da integral em questao quando os
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momentos tendem ao infinito, ou seja, na regiao ultravioleta. Em outras palavras,
podemos dizer que tomar o momento k, — 0o ¢ equivalente a multiplicd-lo por um
fator de escala s suficientemente grande. A validade dessa proposta é demonstrada
pelo teorema de Weinberg [12], originalmente elaborado no espaco euclidiano e, depois,
adaptado por Zimmermann [I3] [14] para a contagem de poténcias de integrais no

espaco de Minkoswi.

Entretanto, a inclusao de termos com derivadas de ordem superior apenas na parte
espacial da lagrangiana faz com que o escalamento isotropico deixe de funcionar. De
fato, nessa situagao o procedimento adequado de contagem de poténcias corresponde a
um escalamento anisotrépico [I5] [16]. Isso significa, essencialmente, que se deformar-
mos cada dimensao espacial por um fator s=!, entao o tempo deve ser multiplicado por
s7%, onde z é um parametro a ser definido, para que a teoria se mantenha invariante.
Do ponto de vista da contagem de poténcias em uma teoria do tipo Horava-Lifshitz,
isso pode ser explicado dizendo que quando medimos o grau de divergéncia de um dia-
grama, a maior poténcia da componente temporal do momento é mantida inalterada
de modo a garantir a unitariedade da teoria. Porém, a maior poténcia do médulo da
parte espacial do momento é determinada pelo maior nimero de derivadas que aparece
nos termos cinéticos da lagrangiana. Assim, para determinar o comportamento de tais
objetos no limite ultravioleta, esperamos ser possivel colocar um fator s* em evidéncia.
Isso s6 sera possivel se escalarmos as componentes do momento de modo a levar em

conta a existéncia das anisotropias.

Entao, se 2 é o expoente que aparece nos propagadores de teorias usuais, para teorias
com derivadas de ordem superior o termo de maior ordem contém 2z derivadas, com
z > 1. Nesse caso, para que seja possivel colocar o fator s¥ em evidéncia fora das

integrais de loop, é preciso que o escalamento do momento seja tal que:



2.2 Divergéncias Ultra-violeta 37

k’o — Szk’() e k’, — Sk‘i (216)

e, consequentemente, as coordenadas serao transformadas fazendo xog — s *xg e z; —
s~ 'x;, de modo que a medida de integracao da acao da’d?z’ terd uma dimensao de
escala —(z + d) com dim (z°) = —1 e dim (2°) = —z. Portanto, sob a perspectiva de
transformacoes de escala anisotropicas, para que a agao seja adimensional, cada termo
da lagrangiana deve ter dimensao (z+d). Com isso, podemos determinar as dimensoes
de escala de todos os campos, constantes de acoplamento e pesos anisotropicos da

teoria.

2.2.2. Grau de Divergéncia Superficial

O grau de divergéncia superficial w(G) é, conforme explicado na se¢do acima, a
grandeza que determina o comportamento ultravioleta de um diagrama (. Nessa secao
vamos descrever um procedimento para determinar w(G) a partir das caracteristicas
topoldgicas dos diagramas em si. Com isso, esperamos ser capazes de olhar para

determinado diagrama e saber se ele é divergente ou nao.

Em uma teoria de campos com derivadas de ordem superior definida em (d + 1)
dimensoes do espago-tempo e com expoente critico z, o grau de divergéncia superficial

de um diagrama G pode ser escrito como:

w(G@) = (z4d)L — Z ep, Mg, + Zjvj (2.17)

i J

O primeiro termo do lado direito da expressao acima conta a dimensao de escala
das medidas de integracao no espago dos momentos. Para um diagrama de L loops,
teremos L fatores dkoddE, cada um com dimensao (z + d). O segundo termo conta a

contribui¢ao dos denominadores dos propagadores, que tende a diminuir o valor de w.
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Nesse termo, ey, ¢ o maior expoente do momento no denominador do propagador do
campo ¢; e ng, ¢ o numero de linhas internas formadas pelo campo ¢; que aparecem
no diagrama G. A soma em ¢ deve ser feita para todos os campos da teoria. O 1ltimo
termo conta a contribuicao de fatores de momento, ou seja, de derivadas dos campos,
que vem das expressoes dos vértices de interacao. Assim, a soma que aparece no tltimo
termo deve ser feita sobre todos os vértices que vém de termos com derivadas, onde j
¢ o numero de derivadas que aparece em cada termo da expressao do vértice e V; € o
nimero de vértices do tipo ‘j’ que aparece no diagrama.

A estrutura dos diagramas de Feynman admite uma generalizacao da férmula de

Euler que relaciona os nimeros de lados e vértices de poliedros, permitindo escrever:

L= ng—Y Vx+1 (2.18)
i X
onde a soma em X é realizada sobre todos os tipos de vértice e Vx é o niimero de vezes

que o vértice do tipo ‘X’ aparece no diagrama.

Substituindo L dado por ({2.18]) na expressao ([2.17)) e reorganizando os termos, temos:

w(G):(z+d)+Z(z+d—e¢i)n¢i—Z(z+d—j)l/j—(z+d)‘_/ (2.19)

J
onde V' é o numero total de vértices no diagrama G que nao contém derivadas.

Agora, contando o niimero de pontas de linhas que chegam em cada vértice, temos:

2, + Ny, = > Xy, Vy (2.20)
X

onde X, é o numero de pontas de linhas do campo ¢; que chegam no vértice do tipo

‘X7 e Ny, ¢ o numero de linhas externas de ¢;.

Isolando ng,, em (2.20)) e substituindo em (2.19)), chegamos a:
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w(G):(Hd)—Z(%) Ny, = > (z+d)Vx

X
z4+d— ey, .
* (T¢) 2 XaVx+ 3V,
X j

onde, novamente, a soma em X é realizada sobre todos os tipos de vértice e a soma

%

(2.21)

em j sobre os vértices com derivadas.

Observando, na lagrangiana que descreve a teoria, o termo bilinear no campo ¢; com
numero total de derivadas igual a ey, e sabendo que a dimensao de todos os termos da
lagrangiana deve ser igual a (z + d), descobrimos que a dimensao de escala do campo

¢; é dada por:

z+d— ey,

dim (¢1) =~ (2.22)

Além disso, olhando para os dois ultimos termos em (2.21]), vemos que o primeiro
corresponde ao numero Xy, de pontas de linhas, ou seja, de campos ¢; que chegam ao
vértice do tipo ‘X’ multiplicado pela dimensao do campo ¢;. Ja o segundo, acrescenta
a contagem de dimensoes vindas das j derivadas contidas nos vértices do tipo ‘j’. Logo,
combinando esses dois termos, devemos ter uma contagem da dimensao de escala dos
vértices multiplicada pelo nimero de ocorréncias de cada vértice, ou seja, os dois

ultimos termos de (2.21)) podem ser reescritos como:

X
e isso e a expressao (2.22)) para a dimensao dos campos, podemos escrever:

w(G) = (2 +d) - Z dim (¢;) Ny, = > [z +d — dim (Vx)] Vy (2.23)

X

que ¢ a expressao geral para o grau de divergéncia superficial do diagrama G em fungao
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das dimensoes dos campos e dos vértices e do ntimero de linhas externas.

2.2.3. Subtracao de Divergéncias

A andlise do grau de divergéncia superficial, descrita na secao acima, pode levar a
constatacao de que certas funcoes 1PI sao divergentes. Isso, no entanto, nao invalida
a teoria desde que seja possivel remover tais divergéncias por meio do procedimento
de renormalizacao. Nesse procedimento, os campos e acoplamentos que aparecem na
lagrangiana devem ser redefinidos como a soma de uma parte finita e outra parte
infinita. Ap0s reorganizar os termos da lagrangiana apropriadamente, a parte finita
ou renormalizada deve ter forma funcional idéntica a da lagrangiana original. J& a
parte infinita — a lagrangiana dos contratermos — deve ser tal que, com um ntmero
finito de termos, seja possivel cancelar as contribuicoes divergentes das fungoes 1PI
quando se constroi a expansao da acao efetiva . Assim, se a lagrangiana original
for Z|¢pp;ap], dependendo de campos ¢p e com acoplamentos ag, ditos nus, entdo

podemos fazer a seguinte redefini¢ao:

o5 — 2% (2.24)

onde ¢ é o campo renormalizado e Z4 ¢ uma constante infinita. Como, frequentemente,
0s campos ¢p aparecem aos pares nos termos da lagrangiana, é conveniente definir Z,

com o expoente 1/2, sendo essa constante dada por:

Zy =1+, (2.25)

em que 0, ¢ uma contribuicao infinita.

Além disso, os acoplamentos sao redefinidos como:

ap — a+ 6, (2.26)
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onde §, também é uma contribuicao infinita.

Substituindo as redefini¢oes acima na lagrangiana original, temos:

ZLlop;ap] — ZL)¢;a]l + Zut[p; a, g, 04 (2.27)

onde .Z[¢; a] é a lagrangiana renormalizada e Z4[¢; a, 4, 0,] € a lagrangiana dos con-
tratermos.

Para remover as divergéncias que surgem das fungoes 1PI, devemos ajustar os con-
tratermos de tal forma que a soma deles com tais divergéncias resulte finita de modo
que se tenha uma acao efetiva finita também.

Uma teoria na qual as fungoes 1PI nao sao divergentes ou cujas divergéncias apare-
cem apenas em ordens de loops mais baixas é dita superrenormalizdvel. Quando as
divergéncias aparecem e podem ser removidas, a teoria é renormalizavel. Nem todas
as teorias de campos, porém, podem ser renormalizadas da maneira descrita acima.
Se a lagrangiana tiver combinagoes de campos formando termos com dimensoes sufi-
cientemente altas, o niimero de contratermos necessario para cancelar as contribuicoes
divergentes pode se tornar infinito e a teoria passa a ter um nimero incontavel de
parametros livres. Nessa situacao a teoria serd nao-renormalizdvel.

De fato, a nao-renormalizabilidade é uma das principais dificuldades encontradas
quando se tenta construir uma teoria quantica da gravitagao a partir da lagrangiana de
Einstein-Hilbert. E justamente nesse contexto que se insere a proposta de Horava [5] [6]
de definir uma teoria da gravitacao com termos de derivadas mais altas, ja que esses

termos tendem a melhorar o comportamento ultravioleta das teorias.

2.2.4. Regularizacao Dimensional

Conforme a discussao acima, os contratermos devem ser ajustados para cancelar

contribuigoes infinitas que sao somadas a lagrangiana cldssica junto com as correcoes
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quanticas relevantes. Esses infinitos estao contidos nas fungoes 1PI nao renormalizadas
e surgem do calculo de integrais divergentes. As divergéncias, por sua vez, aparecem
nas integrais de loops devido a presenca de limites de integracao que se estendem até
valores infinitos dos momentos. A maneira de contornar essa dificuldade consiste em
redefinir as integrais em funcao de um parametro regulador de modo que as integrais
obtidas apds a redefinicao ja nao sejam divergentes. Essa redefinicao deve ser tal que,
para determinado limite do parametro regulador, as integrais originais sao novamente

obtidas.

Uma possivel maneira de executar o procedimento descrito acima corresponde a
introducao de um corte ou cutoff, isto é, passamos as integrais no espaco dos momentos
para um sistema de coordenadas esféricas e depois substituimos o limite de integracao
infinito na coordenada radial por um valor de corte A. Depois disso, calculamos a
integral normalmente assumindo que A é finito. O resultado deve ser uma funcao de
A que diverge quando tomamos o limite A — oco. O método que adotaremos neste

trabalho, porém, nao sera o do cutoff, mas sim a chamada regulariza¢ao dimensional.

Na regularizagao dimensional [I7] [I§] as integrais de loop em D dimensées do espago-
tempo sao substituidas por integrais em um espaco de dimensao menor, igual a D — €.
Isso introduz um mecanismo de controle sobre a medida de integragao, que agora é
considerada em um espaco de dimensao continua arbitrariamente menor até o ponto
em que a integral que esta sendo calculada seja finita por contagem de poténcias. O
resultado dos cdlculos tem um residuo proporcional a 1/e que diverge no limite € — 0.
No esquema de subtragao minima, os contratermos devem ser ajustados para cancelar
precisamente essas divergencias.

No caso de teorias com derivadas de ordem superior, adotaremos uma versao da
regularizacao dimensional que atua sobre a dimensao de escala das componentes espa-

ciais dos momentos. Com isso, para uma teoria representada por uma lagrangiana com
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dimensao de escala (z+d), as integrais correspondentes serao redefinidas de modo que:

dko (dk;)? dke (dk;)*
/ @) 2ot / ) ()t (2.28)

Essa substituicao deve ser acompanhada por uma redefinicao da dimensao de es-
cala da prépria lagrangiana, que passa agora a ter dimensao (z + d — ¢€), de modo a
garantir que a acao continue adimensional. Cada integral serd proporcional a alguma
poténcia dos acoplamentos associados aos vértices de interagao. Essas integrais for-
mam as corregoes quanticas a lagrangiana classica, isto é, elas compoem as fungoes de
Green 1PI. Vamos considerar o exemplo de uma teoria de campo escalar real com uma
interacao ~ A\¢* como, por exemplo, . Quando a dimensao da lagrangiana passa
para (z + d — €), os campos passam a ter dimensao (d — e — z)/2. Entdo, para que o
termo de interacao continue com a mesma dimensao da lagrangiana, o acoplamento A

deve ter dimensao (3z — d + ¢).

Podemos redefinir o acoplamento A de modo a manter explicita sua dependéncia em

relacao ao parametro regulador €. Fazendo isso, temos:

A= \op/? (2.29)

onde o parametro p é definido de modo a ter dimensao de massa igual a 1 e, assim
como a massa m, tera dimensao de escala igual a z. Em particular, quando z = 1 e
o numero de dimensoes espaciais ¢ d = 3, \g ¢ adimensional. Entretanto, isso nao ¢é
necessariamente verdade para z e d arbitrarios. De fato, em geral temos dim (A\g) =

(3z —d).

Notamos ainda que os termos de 1-loop e 2-loops da funcao 1PI de 2 pontos nessa

teoria sao dados por:



44 Renormalizacao

A
F(2)<p) = - O o o m — + ... (2.30)
N

onde, definindo Q[k?] = k2 — b2k2 — - - — b2k 22 — m2, os diagramas sdo tais que:

() dko (dk;)4=¢ 1
- ~ )\O,U/E/Z/ 0 ( )

(2m) (2m)d—< Q[k?]

F ) N )\8“26/2/ dkg (dk’z d=e 1 / dqo (d Z‘)die 1

)
)4 (2 ) (2m)4= Q[g?]?
< } o \2,2¢/2 ko (dk;)* dQO ) 1
o / ) (2m)d= QW]Q[ 21Q[(k +q —p)?]

Olhando para as férmulas acima, é facil notar que as expressoes que representam

cada diagrama nao tém sua dimensao alterada. Como o resultado de cada integral
acima serd multiplicado por dois campos ¢ na expansao da acao efetiva, vemos que
essas correcoes quanticas acrescentam termos adimensionais a acao, como deveria ser.

A mesma logica pode ser seguida para analisar outros termos da agao efetiva. Como
as poténcias de A acompanham o numero de loops, isto é, o niimero de integrais nos
momentos internos, a dimensao das correcoes quanticas permanece correta em cada
ordem de perturbacao e a acao efetiva continua adimensional.

Existem diversas propriedades atrativas na regularizagao dimensional. Em primeiro
lugar, ela preserva as simetrias da teoria, em particular a simetria de calibre. Além
disso, ela permite identificar facilmente as divergéncias, que podem entao ser removi-
das pelo esquema de subtracao minima. Uma dificuldade associada a regularizagao
dimensional se encontra no tratamento de certos tensores cuja definicao nao permite

uma extrapolagao para um numero arbitrario de dimensoes. O exemplo mais tipico
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nesse caso ¢ o tensor completamente antissimétrico €,,,,. Entretanto, neste trabalho
em particular, esses objetos nao irao aparecer e a regularizagao dimensional podera ser

aplicada sem problemas.

2.3. Grupo de Renormalizacao

2.3.1. Equacoes do Grupo de Renormalizacao

Vamos considerar o exemplo de uma teoria de um campo escalar massivo com uma
autointeracao cuja constante de acoplamento é A\. O protétipo que utilizaremos para
desenvolver os assuntos desta secao sera a teoria descrita pela lagrangiana . A dis-
cussao que segue, no entanto, pode ser facilmente generalizada para uma situacao onde
existam mais termos de interacao, ou seja, onde se tenha constantes de acoplamento

Aj, 7 =1,..., N ou diferentes tipos de termos com derivadas de ordem superior.

Tomando a transformada de Fourier da expressao (2.15)), temos:

o) =3 [ o D pu)olon) - 0lp) (23D

onde, impondo a conservacao do momento, podemos escrever p,, em funcao dos outros
n — 1 momentos externos. Fazendo a substituicao (2.24]) e reagrupando os fatores Z,

que aparecem, podemos escrever:

00 1 )
I'l¢] :Z/dpl"'dpn—lﬁ Zy /QF(n)(Ph---,pn—l) ¢p(p1) - ¢B(Pn) (2.32)
n=0 TN ~ 4

(n)
FB (pla e apn—l)
e com isso, podemos escrever a relagao entre as fungoes 1PI renormalizadas e nuas

CO1mo:
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T (p; g, A, 1) = linn | Ze (e, )T (0 by, A s, €) (2.33)

onde Zp = Z;L/ % ¢ onde A (ver Eq. (2.29)) foi reescrito como ‘A’ para nao sobrecarregar

a notacao.

Na expressao acima, p representa de maneira compacta os n — 1 momentos ex-
ternos independentes. Além disso, explicitamos a dependéncia de cada objeto em
relacao a massa m, aos pesos anisotrépicos b;, j = 1,...,z., ao acoplamento A, ao
parametro regulador € e também a p. Enquanto a funcido 1PI renormalizada I'™ de-
(n)

pende do parametro p através de Zr, essa dependéncia nao aparece na funcao nua I',

Entao, rearranjando a expressao (2.33) convenientemente e atuando com o operador

u%, temos:
dw)z Ly dZF_ . e d (InZp)T™ =0
" db; 0 d\ 0 dm? 0 d
4 — —pu— (nZp) | T™ =0
~ ;”duab Mg an g e Mgy A
e, definindo:
w db; pd\ p dm? d
= =_—— 0= ——— =u— (InZ 2.34
Br, by i’ B Ndp mZdn " Mdu(n r) (2.34)

podemos escrever:

a n
o +Z b;By; 7~ 8b +)\5A— +m?— —p| ™ =0 (2.35)

om

A expressao acima é a chamada equac¢ao do grupo de renormalizacdo. Ela expressa a
invariancia de I'™ sob mudancas no parametro p. As funcdes definidas em (2.34)), por

sua vez, sao chamadas funcgoes do grupo de renormaliza¢cao. FEm particular, estaremos
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interessados nas fungdes do tipo 35, e Bx. Essas fungoes, conforme a definigao (2.34)),
devem descrever o comportamento dos acoplamentos sob mudancgas no parametro .
As grandezas dimensionais que contribuem com as funcoes de vértice devem se com-

binar de modo que essas funcoes sejam homogéneas, ou seja, devemos ter:

™ (s%po, sp;: bj, A\, m? 1) = 57 (1+%)+d(1- )F(”)(pg,p,, §77%h;, 81N s HEm? s )
(2.36)
onde o expoente de s do lado direito da igualdade é a dimenséao de escala de I'™ | que
pode ser inferida diretamente da expressao da acao efetiva no espaco dos momentos,
(2.31)).

Fazendo s — 1+ s em (2.36)) e expandindo até 1* ordem em torno de s = 0, temos:

+ (3z — d)A\ =<

)
05 T )

0s o b (%

(2.37)
—z<1+g> —d(l—%)]l‘(”)zo

Isolando ,uaF—) em (2.37)) e substituindo em ({2.35]), podemos escrever:

0

m?2

0 d , 0 0
l— ey + ij(zﬁbj +7 - Z)a—b + A0y +d — 32)5 +2m?(8 —2)
o (2.38)

z (1+g> —|—d<1— g) —Z”)/p:|r( )(5%po, sps; b, A, m?, 1) = 0
A equacao acima expressa o fato de que uma mudanca na escala de energia s pode

ser compensada por uma mudanga em m?, b; e A, além da introdugao de um fator

global. Entao, esperamos encontrar fungoes b;(s), A(s), m*(s) e f(s) tais que:

LU (s%po, spss by, Aym?, ) = [ ()T (po, pis b(5), A(s), m* (), 1) (2.39)
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seja uma solugao da equacgao ([2.38]).
Derivando ([2.39) com respeito a s dos dois lados e depois multiplicando por s, che-

gamos a:

ds — ds ob; ds O\ ds Om?  fdt

J

F(n)<szp07 SPis b]7 )\7 m27 /“L) =0

(2.40)
Agora, comparando (2.40)) e (2.38]), temos que:
db; X
s—2 =bj(z0, +j—2), s— =AzB+d—3z2),
ds J ds
dim? (2.41)
M- e ST (D) (1-0) -
s " Fds 2 2 r

Integrando a tltima das equagoes acima e substituindo em ([2.39), chegamos a:

F(n) (Szp07 SPi; bj> >\7 mQa ,u) =

’ ) S , 2.42
00D exp | [IE] i ) X)) e

Entao, uma transformacao de escala dos momentos deve ser compensada de forma
adequada por uma transformacao dos demais parametros. Sendo assim, podemos con-
cluir que quando os momentos, isto é, as energias, sofrem uma transformacgao do tipo

2.16)), o parametro u deve se transformar como p — s*u, ou seja:
, O P % M Ky ]

[—> €Zln5,u (243)

que sao as transformacoes do grupo de renormalizagao.
Logo, ao analisar o comportamento dos parametros sob mudancas em p, estamos,
indiretamente, analisando a evolugao desses parametros com a escala de energia. Em

particular, no caso das teorias usuais, ou seja, quando d = 3 e z = 1, as férmulas ([2.41))
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se tornam:

db, db, dA d\

e, para essa situacao, analisar o comportamento dos parametros sob mudancas em p
é exatamente a mesma coisa que analisar tal comportamento sob mudancas na escala

da energia.

2.3.2. Restauracao da Simetria de Lorentz

Vamos considerar como exemplo a lagrangiana . Para aquela teoria, cada termo
com derivadas espaciais pode ser pensado como um termo de interacao, cada um com
seu respectivo acoplamento. Assim, teremos z fungoes beta, Sy, , ..., B,. A restauragao
da simetria de Lorentz consiste em satisfazer o requerimento de que essa simetria se
manisfeste para alguma escala s de baixa energia. Para que isso ocorra, bs, ..., b,, que
sao os pesos dos termos que violam a simetria de Lorentz, devem decrescer quando
tomamos valores de s cada vez menores. De acordo com a definicao (2.34) e com
as formulas , que estabelece a relacao entre as funcoes beta e a variacao dos
parametros com a escala de energia, vemos que uma possivel condicao para que isso
ocorra ¢é que as fungoes beta associadas aos acoplamentos by, . . . , b, obedecam a seguinte

relacao:

B, — L0, j=2.. 2 (2.45)
V4

0 que garante que os pesos dos termos de derivadas mais altas, que sao responsaveis
pela violagao da simetria de Lorentz nesse exemplo em particular, decrescam quando
a escala de energia s diminui.

No entanto, a condicao sozinha nao é suficiente para garantir a restauracao da

simetria. Por exemplo, se by, que é o coeficiente do termo usual, decrescer junto com as
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outras constantes, a simetria permanece violada. De fato, para garantir a restauracao é
preciso que em alguma escala de energia, os pesos b;, j = 2, ..., z sejam suficientemente
pequenos de modo que os termos que causam a violagao possam ser desprezados em
comparacao com 0S termos usuais.

Para analisar essa possibilidade, podemos colocar b? em evidéncia em e depois
redefinir a lagrangiana a menos dessa constante, bem como redefinir a coordenada

temporal fazendo b;2° — 2°. Com isso, a lagrangiana pode ser reescrita como:

A

——¢* (2.46)
4102

1 1 B2 b2 2
L= ~(008)(00d) + =6 (A — 2A2 44 (-1 AT D) -
2 2 b2 b b2

Assim, devemos analisar a evolucao das razoes b? /b2, que é dada por:

2 2 2
d (bj> b, db, 202 db, 20 (2(Bs, = Bo) + (j — 1)) (2.47)

s \Bz) T B Tds 0 ds B

e a condicao de restauracao passa a ser:

G—-1

By, — By, + >0, j=2...,z (2.48)

Por fim, é preciso salientar que a condi¢ao acima funciona para o exemplo particular
da teoria ({1.51). Para uma teoria de calibre, como , por exemplo, a situacao
pode ser mais complicada pois podemos ter também a; # ¢;. Nesse caso, mesmo que
os termos com derivadas altas pudessem ser desprezados, a diferenca entre a; e ¢;

também introduz uma quebra da simetria de Lorentz.



3. Eletrodinamica Escalar com
Derivadas de Ordem Superior

3.1. Definindo uma Teoria de Campos com Derivadas
de Ordem Superior

Neste capitulo, procuramos construir uma teoria anisotrépica com derivadas de or-
dem superior onde os campos de calibre aparecem acoplados a campos de matéria
bosonicos, isto é, campos escalares complexos. Esse modelo pode ser visto como uma
versao da eletrodinamica escalar, porém com quebra explicita da simetria de Lorentz
devido a presenca de anisotropias entre espago e tempo oriundas, tanto de termos
cinéticos usuais com pesos diferentes entre si, como de termos com derivadas espaciais

de ordem superior.

A quebra de simetria pela presenca de termos cinéticos com pesos diferentes foi ex-
plicada no Capitulo [I| usando como exemplo a lagrangiana , que corresponde a
uma versao anisotropica do modelo de Yukawa. J& a quebra pela inclusao de termos
com derivadas espaciais de ordem superior foi explicada utilizando o modelo hipotético
. Uma justificativa para a inclusao desse tipo de termo, conforme dito anterior-
mente, se baseia na tentativa de melhorar o comportamento ultravioleta da teoria em
questdao. Porém, para preservar a unitariedade, conforme observado por Horava [6],
apenas derivadas superiores espaciais podem ser incluidas. No entanto, ao incluir ter-

mos extras na parte espacial sem uma contrapartida na parte temporal, acabamos



52 Eletrodinamica Escalar com Derivadas de Ordem Superior

por contribuir com o comportamento anisotrépico da teoria e violamos a simetria de
Lorentz. O surgimento desses termos no contexto da fisica da matéria condensada foi
discutido no Capitulo [1| e pode ser entendido como o limite do continuo de uma teoria
que representa uma rede cristalina onde é assumida a possibilidade de haver termos
de interacao entre vizinhos distantes. Um prototipo para esse tipo de teoria é a la-
grangiana de um modelo tipo Ising, cujo limite do continuo resulta na densidade
lagrangiana de Horava-Lifshitz (1.47)).

O modelo que estudaremos aqui foi construido em analogia com aquele apresentado
em , que foi proposto em [J] para o caso de uma teoria de calibre com matéria
fermionica. Entretanto, no caso da lagrangiana , a imposicao de uma série de
requisitos de simetria restringe consideravelmente o niimero de termos possiveis. Além
disso, as propriedades intrinsecas da algebra das matrizes de Dirac garantem que di-
versos termos de correcao no calculo das fungoes de Green se anulem, o que acaba por
simplificar o estudo daquele modelo. No nosso caso, isto é, o caso de uma teoria de
calibre com matéria bosonica, muitas daquelas restri¢coes nao se aplicam e surge dai

uma estrutura muito mais rica, bem como calculos consideravelmente mais extensos.

3.1.1. Lagrangiana Classica e Definicao da Teoria

Podemos considerar inicialmente uma versao modificada da lagrangiana da eletrodina-

mica quantica escalar (SQED) em (d 4 1) dimensodes do espago-tempo da forma:

1 a2 a3
L =-Foily — — FjFyy — — 0 F;0,Fj;
2 4 4 \ (3.1)
+ (Dod)* Do — b3 (Di)* Dip — b3(D;D;¢)* D Djp — m*¢*p — Z(¢*¢)2
onde, como no caso usual, D,, = 0, —ieA,, sao derivadas covariantes sob transformacoes

de calibre e F,, = 0,A, — 0,A, é o tensor intensidade de campo de Maxwell.

Nessa lagrangiana, entretanto, foram introduzidos termos com derivadas de ordem
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superior nas partes espaciais tanto do setor de calibre como do de matéria. A presenca
de tais termos nas partes espaciais sem a respectiva contrapartida nas partes temporais
¢ um dos fatores que tornam a teoria anisotrépica. Outro fator contribuindo para a

anisotropia pode vir da escolha de pesos a; e b; diferentes entre si.

Ao tentar renormalizar a teoria descrita pela lagrangiana , porém, acaba-se por
descobrir que as fungoes de Green 1PI associadas a mesma geram termos infinitos cuja
estrutura ¢ diferente daqueles contidos na lagrangiana proposta. Portanto, acabamos
por constatar que a lagrangiana nao contém os contratermos capazes de cancelar
tais divergéncias. Logo, novos termos devem ser incluidos. A escolha desses termos
deve levar em conta todas as possibilidades permitidas pelas simetrias da teoria que
nao gerem contribuicoes nao-renormalizaveis. Essencialmente, embora a simetria de
Lorentz esteja sendo explicitamente quebrada, o que confere maior liberdade a in-
clusao de termos que de outra forma nao poderiam estar presentes, outras simetrias
que dao sentido fisico a teoria ainda devem estar presentes. Essa ideia, juntamente
com o surgimento de termos divergentes sem contrapartes que os cancelem no célculo
das fungoes 1PI, serve como elemento balizador no processo de escolha de que tipo de
termos podem ou nao estar presentes. Assim, a lagrangiana deve ser invariante por
conjugacao hermitiana, de modo a permanecer real. Também deve ser invariante sob
transformacoes de calibre locais e sob conjugagao de carga, que sao propriedades funda-
mentais de teorias de calibre, como é o caso da eletrodinamica usual. Além disso, deve
ser invariante sob rotacgoes espaciais pois, embora a anisotropia entre espaco e tempo
quebre a simetria de Lorentz, que pode ser entendida como uma simetria sob rotacoes
no espago-tempo, a maneira como anisotropia foi introduzida garante que a simetria
sob rotacoes puramente espaciais seja preservada, ou seja, o espago em si continua

sendo isotropico, embora o espaco-tempo como um todo nao mais o seja.

Como resultado dessa analise, a lagrangiana proposta passa entao a ser:
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1 a? a3
Z =5 toitoi — Ik — ZalFijalFij

+ (Do) Do — bi(D,6)" Dito = Vi(DiD;6)" iy — m6"s
=200 — 00y — iehFy (D) Do~ S BP0
+ & 10"(D:Di0) + (D) 6] 6"

+ 6 (6" (Di0)" (Dig) + (D,6) 6 (D;6)'0

+ £:0"(Di0)(Dig)"6

(3.2)

Os termos proporcionais a b3 e b3 foram introduzidos pois a funcgao 1PI de 3 pontos
com um campo de calibre A; e campos de matéria ¢ e ¢* gerava termos divergentes que
nao podiam ser cancelados por nenhum contratermo originalmente gerado por . Ja
os termos proporcionais a g e &,, n = a, b, c.. sdo termos compativeis com as simetrias
da teoria que podem gerar contribuicoes divergentes no caso em que z = 2 e d = 4,
que é o caso com a inclusao minima de termos de derivadas de ordem superior e com

o menor nimero de dimensoes que nao torna a teoria superrenormalizavel.

A introdugao de anisotropias que quebram a simetria de Lorentz na lagrangiana
(3.2) pode ser controlada por meio do ajuste dos parametros ay, ag, by, by, b3, by € &,,
n = a,b,c.. Por exemplo, tomando a1 = by =1eay =by=b3=b, =&, =0, a SQED
usual é recuperada. Nesse sentido, esses parametros atuam como pesos, cuja diferenca
em relacao a 1 ou 0 mede o quanto a teoria se afasta do caso isotrépico invariante de

Lorentz usual.

O procedimento de fixagao de calibre pode ser efetuado com a escolha do calibre
de Coulomb, que corresponde a adicionar a lagrangiana (3.2) um termo de quebra da

forma:

Lar = 5 (0;A) (3.3)

N3
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Depois disso, separamos a lagrangiana resultante em uma parte quadratica livre e

em uma parte de interacao, que podem ser escritas, respectivamente, como:

1
30 — §{AQ(—A)A0 + AoaoajAj + AZ&&)AO

+¢*{ — 00 + A — B2A? — m2}¢

Loy = e Ao 0y ¢ — ieb? A B, ¢ — icb? {2&(8@*)3(6@) + @Aj)ezs*faiaj%}
i (06°)(050) — 5 (6°0)" + P AgA — PR AAG
—e2b3 [24;4;(0;0%)(9;0) + AiA; (2(8:0%)(8;0) — ¢*(8:0;¢) — (8:0,0)¢)

+ Ai(0;A; + 0;A:1)0;(¢" ) + (3in)(8in)¢*¢1 + 03 F Ai0; (0" 0)

62

—gbin‘jFiﬂw + &a [07(0:0:0) + (0:0:97) 9] ¢ @
+6 [0 (0:0)8"(3i8) + (0:6") (D) @] + £.6"(8:) (Big™) b
—iePbR2A A A7 0; 6 — ie(26, + 26 — £) A 36" B, 0)

—e' WA AAA; 00 — g(¢70)° — €*(28a + 26 — &) A Ai(¢70)? 55
3.5

onde A = 00, é um operador laplaciano em d dimensoes espaciais e f @g = f(Og) —
(Of)g. A expressao acima estd organizada de modo a exibir primeiro os termos trili-

neares, depois os quadrilineares e assim por diante.

3.1.2. Regras de Feynman: Propagadores Livres e Vértices

Os propagadores dos campos escalares e dos campos de calibre sao obtidos de forma

usual diretamente da lagrangiana livre (3.4)) por meio da inversao dos operadores que
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aparecem entre os campos. Além disso, tomando o limite de Landau n — oo, os propa-
gadores de calibre nao diagonais (Ag(k)A;(—k)) se anulam. Com isso, os propagadores

no espaco dos momentos podem ser escritos como:

?

k2 — 02k2 — b2K — m?

—  (To(k)¢"(—k)) =

; 5 7 (55 — %)
wWWWW  —  (T'A;(k)A;(—k)) =

k2 — a2k? — a2k*
onde k* significa (k2)2 = (kik; ).
Existem quatro vértices de interagao 3-lineares em , aos quais chamaremos Vs,
X = A,B,C,D. Tomando as transformadas de Fourier desses termos de interacao e
considerando sempre que todos os momentos entram nos vértices, podemos escrever as

expressoes correspondentes aos mesmos no espago dos momentos como:

«M< —  Vsax(p, k, k)

Vaa(p, k, k') = eAo(p)p(k) o™ (K') x (po + 2ko)
Vap(p, k, k') = —ebi Ai(p)p(k)o* (k') x (pi + 2k;)
Vac(p, ke, k') = —eb3 Ai(p)p(k)o™ (K') x (p; + 2k;){ (i + ki) (p; + kj) + kik; }

v@@%%@zﬂ%&@wwwwqx@mf+5%ymm2+ﬁﬁﬁ

COoI1:

(3.7)

sendo que a conservacao do momento total no vértice requer que k' = —k — p.
Seguindo o mesmo procedimento para os termos de interacao 4-lineares, encontramos

vértices formados apenas por campos escalares e também vértices formados por campos
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escalares e campos de calibre. Os vértices formados por campos escalares sao da forma:

>< — Vi(p1,p2.p3,04)

V4A(p1,pzap3,p4) = —%¢(p1)¢*(]?2)¢(173)¢*(p4) (3-8)

co1m:

vindo do termo de interagao —2(¢*¢)? e também:

Vzlﬁa (p1,p2,p3ap4) = —§a¢(P1)¢*(p2)¢(p3)¢*(p4) X (pl + p2
Vie, (D1, 2, D3, p1) = —&(p1)d* (p2)d(p3) ™ (pa) x (91 - P53 + P2 - Pa) (3.9)

Vie.(P1, P2, D3, pa) = —Ecd(p1)d* (p2)9(p3) 9" (pa) X D1 - Pa

dos termos de interacao proporcionais a &,, n = a, b, c.

Ja os vértices formados por campos escalares junto com campos de calibre sao dados

’K — Vle(pap/akvkl)

Via(p1, D2, ps, pa) = € Ao(p1)Ao(p2)d(p3)d™ (pa)

Vip(p1, D2, p3, pa) = —€*b1A;(p1) Ai(p2)$(p3) 6™ (pa)

por:

Cco1m:

Vic(p1,p2, 03, a) = _e2b§Ai(p1)Aj (p2)d(p3)@" (pa) < {pSip?)j + DaiPaj — P4iP3j — P3iP4j
— 25 - Pady; — Pi - Padiy — p2i(psj + pag) — P - (D3 + Pa)di; }
Van(p1, 2, D3, pa) = —€*b3Ai(p1) A (p2) ¢ (03) 6" (pa) X {p2i(p3j + pag) — Si02 - (03 + Pa) }

V4E(Z717P27P37P4) = _ezbiAi(Pl)Aj(p2)¢(P3)¢*(p4) X {p2z'p1j - 5z‘jp_§ 'p_i}
(3.10)
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sendo que, tanto em (3.8)) e como em (|3.10)), a conservagao do momento deve ser

obedecida, de modo que py = —p1 — ps — ps3.

Os dois primeiros conjuntos vértices 4-lineares, Vi) e Vi, correspondem a termos
de autointeracao que sao compativeis com as simetrias de calibre e rotacional. Eles
podem contribuir para as funcoes de Green 1PI de 2, 3 e 4 pontos e sao necessarios para
cancelar certos infinitos que surgem do processo de renormalizagao. No caso da SQED
usual, apenas o vértice V, se faz necessario para esse propésito. No entanto, no nosso
caso, conforme veremos mais adiante, a funcao de 4 pontos pode fornecer contribuicoes
infinitas que requerem a presenca de um vértice da forma Vj¢ para gerar contratermos
que possam canceld-las. Essa também é a razao para a inclusao na lagrangiana dos

termos proporcionais a bg e bﬁ, que originam os vértices Vip, Vip e Vyg.

Devemos considerar ainda dois tipos de vértices 5-lineares, que serao relevantes nos

calculos feitos adiante e que sao dados por:

%H %(p17p27p37k7k/)

%(pl,p2,p3, k, k’) = _QesbgAi(pl)Ai(p2)Aj(p3)¢(k)¢*<k/) X (kj - k/';) (3‘11)

Ccoml:

onde p1 +pa+p3s+k+k =0e

AX — V55(k7p17p27p37p4)

Cco1:
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Vse(k, p1, 2, D3, pa) = —€(2, + 2& — &) Ai(k)d(p1) " (p2) d(p3)d* (pa) X (p1; — p2i)
(3.12)

onde k = —p; — ps — p3 — pa.

Ao longo desse capitulo e nos célculos que seguem, os simbolos [[dk] e [6(k)] serdao

usados como notagao abreviada para [ %(gi’fd e (2m) 16D (E), respectivamente.

Além disso, é conveniente definir uma funcao 2. como:

QK] = 2k2 — Ak — 3kt —m? (3.13)

que é a forma geral comum aos denominadores dos propagadores e as integracoes em
loop. Por exemplo, o denominador e pode ser obtido a partir de escolhendo
co=cy=m.=0ec; =i Com isso, desse ponto em diante, usaremos (),[k? para
representar a funcao com ¢y = 1, ¢ = by, ca = by e m. = m enquanto €2, ird

representar a escolha de parametros co = 1, ¢y = ay, ¢o = as e m. = 0, ou seja:

O =k2—ak?—d2k* e Oy =k — k> —bk*—m? (3.14)

3.1.3. Escala Anisotrdpica e Anadlise Dimensional

Conforme explicado na Secao do Capitulo[2] sob a perspectiva de transformagoes
de escala anisotrépicas, para que a acao seja adimensional, cada termo da lagrangiana
deve ter dimensdo (z + d). Com isso, podemos determinar as dimensoes de escala de

todos os campos, constantes de acoplamento e pesos anisotrépicos da teoria, obtendo:
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—9 _
dim (Ag) = ‘”%, dim (A;) = dim (¢) = .
: 24z—-d : .
dlm(e):T, dim(\) =3z —d, dim(g) =4z —2d, dim (§,) =32 — 2 —d,

dim (a;) = dim (by) = z — 1, dim (m) = z, dim (n) = 2z — 2,

dim (ag) = dim (by) = dim (b3) = dim (by) = z — 2
(3.15)

A fim de definir constantes de acoplamento cuja dimensao nao seja afetada pela
regularizacao dimensional, devemos redefinir e, A\, g e &,, n = a, b, c., que, conforme
vemos em , sao as constantes que dependem de d. Na regularizagao dimensional,
trabalhamos com um ntmero de dimensoes menor fazendo a substituicao d — d — e.

Assim, se introduzirmos um parametro p com dim (u) = z, podemos escrever:

242z—d € — 3z—d _ 4z-2d 2e 3z—2—d

e=(epn = Ju=, A=A = uz, g=(Gu = Ju= e &= = u*
(3.16)

onde €, \, g e £, sao adimensionais. Os termos entre parénteses foram separados dessa
forma pois eles nao sao afetados pela regularizacao dimensional uma vez que nesse
ponto ja foi feita a substituicao d — d — € de modo que a parte dependente da variacao

dimensional corresponde ao fator p cujo expoente é proporcional a e.

Para os nossos calculos, iremos trabalhar com um nimero de dimensoes espaciais
d = 4 e ao efetuar o procedimento de regularizacao dimensional faremos d — 4 — e.
Essa escolha de dimensao ¢ justificada pelo fato de que a nossa teoria é finita para d = 3
e o0 caso d = 4 é o primeiro a trazer divergéncias que demandam renormalizacao [9].
Além disso, estamos nos restringindo ao caso onde € incluido o menor nimero possivel
de derivadas de ordem mais alta, ou seja, se a SQED usual contém 2 derivadas nos

termos cinéticos, isso corresponde ao caso z = 1. Entao, como nossa teoria pode conter
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até 4 derivadas, ela corresponde ao caso z = 2. Assim, fazendo d = 4 e z = 2 em

(3.16)), temos:

e=eop’t, N=Aop’?, g=got e & =&ou? (3.17)

onde definimos novas constantes de acoplamento eg, Ao, go € &0, que correspondem aos
objetos que aparecem destacados entre parénteses nas expressoes , porém fazendo
2z = 2 ed = 4. Para essa escolha, as constantes eg, g e &,0 serao adimensionais. O tinico
dos quatro parametros considerados que nao é adimensional é g, que tem dimensao

de escala (3z — d) = 2.

3.1.4. Contagem de Poténcias e Grau de Divergéncia Superficial

Na secao anterior foram determinadas as dimensoes de escala dos campos e parametros
da teoria definida por (3.2). Dando sequéncia a andlise dimensional ali apresentada,
vamos adotar o procedimento descrito na Secao do Capitulo [2| para deduzir a
expressao do grau de divergéncia superficial dos diagramas para o nosso modelo.

Sendo o expoente critico z = 2 e o nimero de dimensoes espaciais d = 4, a con-
tagem de poténcias anisotropica nos diz que, para um grafico G o grau de divergéncia
superficial w(G) é:

w(G) = 6L — 4ng — 4na, — 204, +2Vaa + Vap + 3Vac + 3Vap

(3.18)
+ 2Vie + 2Vag 4 2Vie + Vs + Ve

onde L é o numero de loops, isto é, de integrais em momentos internos independentes,
nx é o nimero de linhas internas de campos X e Vx é o nimero de vértices do tipo X E

O numero 6 que multiplica L conta as dimensoes de escala do espaco de fases em cada

1Cuidado para ndo confundir os Vx utilizados aqui com as funcdes definidas na Secdo para
representar a expressao dos termos de interagao da lagrangiana no espaco dos momentos. Aqui, os
Vx sao, meramente, o nimero de vértices de determinado tipo que se encontra em um determinado
diagrama.
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integral de loop. Os termos negativos, por sua vez, vém dos expoentes dos momentos
nos denominadores dos propagadores e contribuem para a melhoria do comportamento
ultravioleta. Ja os demais termos contam as contribuicoes dos fatores de momento dos

vértices originados de termos da lagrangiana com derivadas.

Considerando relagao topolégica de Euler adaptada aos diagramas de Feynman,

temos:

L=mng+na +nsy,—Y Vy+1 (3.19)
X

onde a soma corresponde ao nimero total de vértices no diagrama. Usando a expressao

acima para eliminar L em (3.18)), podemos escrever:

W(G) =6+ 2ng + 2n4, +4ng, — 4V34 — 5Vap — 3V — 3Vap
) (3.20)
—4Vyo — 4Vag — 4Vie — 5V — dVse — 6V

onde V' é o numero total de vértices no diagrama que nao contém derivadas.

A contagem do nuimero de pontas que sai de cada vértice fornece as seguintes relacoes:

29+ No=2) Vax +2) Vix +4Vie + 2V5 + 4Vae + 2Vgr + 6V + 4Voze
X X

2a, +Na, = Y Vax +2 3 Vix +3Vs + Vag + 4Vgr + 2z (3.21)
X#A X#A

2n4, + Na, = Vaa + 2Vyy
onde os Ny representam o nuimero de linhas externas do campo X e os niimeros Vg,
Veg € Ve2e contam o nimero de aparicoes dos vértices 6-lineares, que correspondem aos

trés ultimos termos da expressao (3.5)).

Usando as expressoes (3.21]) para eliminar ng, na, e ng, em (3.20) e reorganizando

os termos adequadamente, podemos escrever:
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w(G) =6— Ny — Na, = 2Na, — Y _[6—dim (Vx)] Vy (3.22)

X

que é a expressao que fornece o grau de divergéncia superficial da nossa teoria em
funcao dos nimeros de pernas externas e da dimensao de escala de cada vértice.
A versao da expressao (3.22)), para o caso em que o expoente critico z e o nimero

de dimensoes espaciais d sao mantidos arbitréarios, é dada por:

w(G) =(z +d) — dim (¢) Ny — dim (A;) Ny,

— dim (Ag) Ny — [z +d — dim (Vx) ] Vy (3.23)

X

onde as dimensoes dos campos sao dadas em ([3.15). Essa expressao esta de acordo

com (2.23)), que corresponde ao caso geral.

3.1.5. Ciritérios para o Calculo das Funcoes de Green

Nas segoes seguintes, serao analisadas algumas das fungoes de Green 1PI do nosso
modelo. Ao determinar pelo menos as partes divergentes dessas fungoes, o esquema de
subtracao minima permite fixar os contratermos necessarios para renormalizar a teoria.
A determinacao dos contratermos, por sua vez, serd feita no Capitulo [4] e o restante
deste capitulo serd dedicado ao célculo das partes divergentes das fungoes 1PI. Assim,
é preciso decidir quais dessas fungoes divergem.

As fungoes 1PI podem ser expandidas em somas de diagramas. Com isso, um
primeiro critério que permite decidir sobre a presenca de contribuigoes infinitas consiste
em determinar o grau de divergeéncia superficial w dos diagramas. A determinacao de
w em funcgao das caracteristicas de cada diagrama na nossa teoria pode ser feita facil-
mente por meio da férmula . Entretanto, mesmo antes de expandir as fungoes
1PI, podemos usar a formula para obter um valor superestimado do grau de

divergéncia pois, uma vez que dim (Vx) < 6, o termo do somatério sempre contribui
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para diminuir w. Como os demais termos s6 dependem do nimero de pernas externas,

o valor superestimado de w pode ser obtido para qualquer funcao 1PI, sendo dado por:

w(F) =6— N¢ - NAi - 2NA0 (324)

o que torna claro o fato que quanto maior o niimero de pernas externas menor a chance

de uma funcao 1PI divergir.

A férmula acima pode ser usada como critério de exclusao. Se w(I') < 0 para
determinada funcio de vértice '™, entdo essa funcdo é finita. No entanto, a reciproca
nao € necessariamente verdadeira pois derivadas contidas nos vértices podem contribuir
para diminuir o grau de divergéncia superficial ao atuarem sobre momentos externos

contidos nos denominadores dos propagadores.

Além disso, como as fungoes 1PI sao os coeficientes da expansao da acao efetiva,
os termos formados com essas fungoes devem obedecer as mesmas simetrias da acao
classica. Em particular, eles devem ser invariantes por conjugacao de carga, isto é, sob
as transformacoes . De acordo com , uma fungao de Green ordinéria de n
pontos ¢ obtida a partir do funcional gerador por meio de n derivacoes funcionais. Se
os n pontos externos forem conectados por propagadores dos campos de calibre A,

teremos, esquematicamente:

G (xy,...,2,) = N/ DA A(xy) - Alxy,)e™ (3.25)

Agora, sob conjugacao de carga, cada campo A, troca de sinal, enquanto os demais
elementos da integral funcional acima permanecem invariantes. Com isso, se n for um
nimero fmpar, a integral muda de sinal e a simetria sob conjugacao de carga requer
que G™ se anule. Como a funcao de vértice I'™ corresponde & parte prépria de G,

o que se obtém, diagramaticamente, amputando as pernas externas da parte conexa



3.2 Divergéncias nas Correcoes Radiativas de 1-Loop ao Setor de Calibre 65

de G| se a funcdo de Green ordinaria se anula, a funcéo 1PI correspondente também
se anulara.

Como consequéncia dessa andlise, podemos, por exemplo, descartar a necessidade
de calcular funcées de 3 pontos do tipo I'¥#7_ que sdo os coeficientes de termos da
acao efetiva com 3 campos de calibre A,, A, e A,. Outra conclusao possivel é que
contribuigoes divergentes podem vir de funcoes de até 6 pontos.

Nesse trabalho nos limitaremos a analisar as funcoes 1PI de até 3 pontos até a ordem

de 1 loop. Iniciamos essa andlise a partir da se¢ao seguinte.

3.2. Divergéncias nas Correcoes Radiativas de 1-Loop
ao Setor de Calibre

3.2.1. Funcao de Green de 2-Pontos dos Campos de Calibre

A funcao de Green 1PI de 2 pontos dos campos de calibre, I'®#” é definida de modo
que F(Q)“’\GE\%,) = 10" onde a funcao de Green conexa de 2 pontos, G,(EV) , € o propagador

cheio, dado por:

G,(f)—> ’\I\/\Q\/\N\ vvvva\+
326

onde a bolha 1PI, até a ordem de 1 loop, é dada por:

«&w @ T (3.27)
H‘”’ zH

zH‘“’

De acordo com a nossa notagao, z'Hg‘ “(p) representa uma contribui¢ao para a bolha
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1PT ¢«II* vinda de um vértice j-linear V;x. A funcao 1PI de 2 pontos se relaciona com

a bolha como:

i =it ALA, (sem soma em ju e V) (3.28)

1-loop

de modo que, exceto por um fator ¢ definido para futura conveniéncia, a bolha em si
corresponde a uma correcao quantica a ser adicionada a lagrangiana cldssica e serd
um de varios possiveis termos contribuindo para a expressao da acao efetiva. Também
devemos destacar que os indices e v que aparecem do lado direito de nao
implicam em soma, assim como esses mesmos indices aparecendo em ¢II*” nao indicam
que tal objeto é um tensor, mas sao apenas indicativos de que essa ¢ a bolha que
representa a fungao 1PI que aparece multiplicada pelos campos A, e A, na expressao
da acao efetiva. Essa mesma convencao sera adotada deste ponto em diante ao longo

deste capitulo.

As expressoes dos diferentes diagramas formados por um vértice 4-linear contribuindo

para 11" sao:

d1P(p) =i / [dp')[dk][dK[6(p + P)][0(K + k + p + )] (T Vialp.p' k. K'))

1

(3.2)
:iQeQAo(P)A0<_p)/[dk] ALY

M (p) =i Y / [dp'[dR[dK[5(p + p)][S(K + k + p+ )| (T Vax(p, 0, k. K))

- _¢262Ai<p>Aj<—p>5ij{<b% 7 [ Wy + 500+ 20 [0 }
(3.30)

J& os diagramas formados com dois vértices 3-lineares V3x e V3y sao:
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) = 5 3 [k g6+ B + 50+ &+ K6 +a-+ )

XY

x (T Vax(p. k. k) Vay (' 4, )
(3.31)

onde a soma deve ser efetuada sobre todos os indices (X,Y’) correspondendo a todos
os vértices 3-lineares que fornecem a mesma combinacao (u,v). Por exemplo, para
construir Hg{3(p), devemos somar nove termos que correspondem, respectivamente, a
(X,Y) = (B,B), (B,(), (B,D), (C,B), (C,C), (C,D), (D,B), (D,C), (D,D) pois
estes sao os rétulos dos vértices 3-lineares que contém campos A;. Por outro lado, para
formar T13%5(p) devemos somar sobre (X,Y) = (A, B), (B, A), (A,C), (C,A), (A, D),
(D, A). Nesse caso, o vértice V34, que contém o campo Aj, deve ser considerado
juntamente com algum dentre os outros vértices que contenha um campo A;. Para
formar Hg%(p), porém, temos apenas uma possibilidade, para a qual (X,Y) = (A4, A),

isto é, dois campos Ap.

Substituindo as expressoes (3.7) para os vértices 3-lineares em ([3.31]), podemos es-

crever expressoes para cada uma das bolhas 1PI como segue:

id19% (p) = e3140(19)140(—17) / (d] Qb[g]ogt[?:ﬁ p)? (3:32)
iy
(3.33)

5 (po + 2ko) (P + 2k){ (ps + ki) (o0 + ki) + kiky}
+4 [l [+ )] }
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Q0 [R2]0[(k + p)?]

s (p1 + 2ky) (D + 2k { (i + ki) (01 + ki) + kiki JH{ (pj + K5) (P + k) + Kk }
#4f [ o] W[ + p)]

ill5(p) = %zAi(p)Aj(_p){% / (K] (ps + 2k:) (p; + 2K;)

272 (pi + 2k:) (o + 2k){(p; + k;) (21 + k) + Kk}

(3.34)

As expressoes até 1 loop escritas acima correspondem fornecem contribuicoes para
as fungoes de Green 1PI, bem como para a agao efetiva. Entretanto, nosso objetivo
principal nesse trabalho nao é encontrar uma expressao para a agao efetiva, mas sim
renormalizar a teoria descrita por e estudar o fluxo do grupo de renormalizacao
para o acoplamento e e para os pesos anisotropicos aq, as, by, by, b3 e by. Evidentemente,
para determinar contribuigoes a agao efetiva, seria preciso, além de calcular as correcoes
em 1 loop com as quais iremos lidar neste capitulo, também incluir termos além de
1 loop e também com diferentes nimeros de pernas externas vindo de outros vértices
de interacao. No entanto, como nosso intuito é renormalizar a teoria, podemos nos
restringir a olhar para as divergéncias ultravioleta que podem ocorrer conforme indicado
pela analise do grau de divergéncia superficial. Essa é a razao para a escolha particular
dos diagramas apresentados ao longo deste capitulo. Entao, nosso proximo passo sera
determinar as partes infinitas das integrais 1' , ou seja, devemos encontrar
os residuos das integrais acima. Esses residuos sao os termos que multiplicam um fator

1/e, onde e =4 —d.

3.2.2. Expansao em Taylor para Baixas Energias

Os integrandos das expressoes acima podem ser expandidos ao redor de p = 0 para
p pequeno. Como estamos lidando com uma teoria que contém termos com até 2z = 4

derivadas, pode ser necessario realizar as expansoes até a ordem de p*. Por outro lado,
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lembrando que a nossa lagrangiana nao contém derivadas temporais de ordem maior
que 2, nao precisamos considerar tais termos na expansao. Em particular, a parte da
lagrangiana com a qual a fungao de 2 pontos dos campos de calibre contribui também
nao possui nenhum termo com um numero impar de derivadas. Com isso, podemos

escrever:

«p; O*T1(0 O°11(0 2 0211(0 DipPm  OI(0
2 OpiOp; Ipodpi 2 Opg 4l OpiOp;OpiOpm
onde cada coeficiente de Taylor serd uma combinacao de integrais da forma:
kg |k[v
I, = [lan]— 8L (3.36)
[k — b2k? — b3k* — m?)?

Para o caso by = 0, essas integrais foram calculadas por [2I] com o intuito de de-
terminar correcoes a acao efetiva da teoria considerada naquele trabalho. A auséncia
dos termos da SQED usual s6 faria sentido em um contexto de altas energias, onde os
termos com derivadas de ordem superior que geram os fatores k* nos denominadores
dos propagadores dominam o comportamento da teoria. Nesse sentido, poderiamos
pensar na ausencia dos termos usuais como a representacao de uma situacao em que
os pesos dos termos de derivadas mais altas sao muito maiores do que os pesos dos
termos com numero usual de derivadas. Acontece, porém, que um b; diferente de zero
é requerido caso se pretenda recuperar a SQED usual. Para este fim, terfamos que
escolher b = 1 e by = 0 (e da mesma forma, a; = 1 e az = 0). Mesmo mantendo os
termos de derivada de ordem superior “ligados”, a expectativa mais natural seria que
fosse possivel recuperar a teoria usual em algum limite de baixas energias.

Integrais semelhantes a foram estudadas em [I0], onde uma expressao para a
parte divergente das mesmas foi obtida empregando a parametrizacao de Schwinger e

depois realizando uma expansao em série do integrando resultante, do qual foi extraido
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o termo dominante. Para o nosso caso, a expressao que fornece o termo dominante das

integrais ([3.36]) é:

J(ﬂ?, n Z) _ i1+z_22 [(_1)z + 1] FCEIT)

(47T)(d+2)/2 92 T (
3.37
9 (—b?)" r (d+y4+2n) r (u) i (n;l)) ( )
X
nZ:O n! (B2) (A+u+2m) /4 (1 2)+ (n—1)

onde w = (4z — 2x —y — d) /4 e cuja deducao detalhada pode ser vista no Apéndice .

No esquema de regularizacao dimensional, fazemos d — d — € e a parte divergente
das integrais aparece na forma do termo proporcinal a 1/e. Assim, tendo utilizado a
expressao , como estamos trabalhando com um nimero de dimensoes espaciais
d = 4, basta tomar o residuo da expressao resultante em d = 4, ou seja, devemos
considerar o termo proporcional a 1/(d — 4) e ent@o inverter o sinal para encontrar o
termo proporcional a 1/e.

Embora a expressao seja valida apenas para determinar a parte divergente de
integrais da forma , isso nao sera um problema, ja que os calculos que faremos
requerem justamente a determinagao dessas divergéncias, que serao ajustadas para
eliminar contratermos da mesma forma no esquema de renormalizacao por subtracao

minima.

3.2.3. Residuos das Correcoes do Setor de Calibre

A partir de agora, consideraremos cada uma das contribuicoes para as funcoes de
Green 1PI dos campos de calibre, isto é, cada um dos diagramas II* com (u,v) =
(0,0),(0,4), (4, 7). de acordo com (3.27), ill" = dlI}" 4 ill5’; e as contribuicdes in-

dividuais para ilI* sao dadas pelas féormulas (3.29) e (3.30)), que correspondem aos

diagramas formados com vértices 4-lineares, e por (3.32)),(3.33)) e (3.34)), associadas aos

3-lineares.
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Seguindo o procedimento de expansao em série de Taylor descrito acima e deta-
lhando as expressoes dos residuos para cada integral calculada de acordo com (3.37)),

encontramos:

2
1700 L 1, .
1™ (p) = 4167r2b2A0< p)Ao(—p) P + (parte ﬁnlta)] (3.38)
704 i0 i e 1 -
M (p) = A1(p) = 4 753, Ao(P) Ai(=p) | — Zpopi + (parte finita) (3.39)

- 2
il (p) = = —=

i 1 B ) )
4 167T2b2A i(p)A;(—p) [z <5ijp(2) + R(éz‘jp2 — pipj) + 5(52‘]‘}72 - pz‘pj)p2)

+ (parte ﬁnita)]

(3.40)
onde € =4 — d e as constantes R e S sdo definidas como:
252 2 2 2 4 2,92 4
R = b2 (2b — b3+ b3) e S = 1262 ——(3by — 14b3b3 + b3) (3.41)

Primeiramente, notamos que, fazendo by = 0, os resultados acima divergem. Essa
caracteristica ird aparecer também nas outras corregoes calculadas mais adiante. Isso,
no entanto, é esperado pois, na auséncia dos termos de derivadas de ordem superior,
nossa teoria é nao-renormalizavel. De fato, tais termos foram introduzidos justamente
com o intuito de contornar essa situagao melhorando o comportamento ultravioleta da

teoria.

Devemos mencionar ainda que a simetria de calibre nao é quebrada. Esse fato é evi-
denciado pelo resultado acima que se mantém proporcional aos termos da lagrangiana

classica de Maxwell. Embora termos que violem essa simetria aparegam em passos in-
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termedidrios dos calculos, como se vé em partes das contribuicoes IT7 e ZH;J 3 a bolha
1PI , onde encontramos termos proporcionais a A;A;. Ocorre, porém, que sob
integracao, tais contribuicoes desaparecem. Isso pode ser associado ao fato de que,
uma vez que esses termos sao somados, o integrando formado é uma derivada total que
se anula sob integracao. De fato, mesmo antes de efetuar a integragao desses termos,

poderfamos ter notado que o integrando f(ko, k) de iI1%(0) = iI19°(0) + z'Hgg(O) é:

Flho. ) = b3 + 2(d + 2)b3k> . 2(02 + 203k2)%k> 8.0 g(ko. )
T R - R - BE —m?] [k -0k — 03k — 22

com g dada por:

. 1 . .
glko,F) = =3 In [kg 2R B2 m2]

Além disso, os residuos em (3.38) e (3.39) juntamente com o primeiro termo de

(3.40]) acrescentam contribuigoes divergentes a lagrangiana que sdo proporcionais a

Fo; Fy;. Tais divergéncias devem ser removidas por um contratermo proporcional a essa

mesma combinacao. Portanto, essa contratermo deve ser invariante de calibre também.

3.3. Divergéncias no Setor de Matéria

3.3.1. Funcao de Green de 2-Pontos dos Campos de Matéria

Os vértices associados com a funcao de Green de 2 pontos dos campos de matéria
sao basicamente os mesmos da funcao dos campos de calibre, cujas expressoes sao
dadas por e , acrescidos dos vértices 4-lineares formados exclusivamente
por campos de matéria, que sao e (.9). Agora porém, os vértices que ja haviam

sido utilizados, bem como os novos vértices, irao formar novos graficos. Em analogia

com ([3.26)), temos:
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G® _O_ - + @ ++...

onde a bolha 1PI até a ordem de 1-loop é dada por:

OO%?%

—_———

o—_

= 124\ 1=24¢ 12y

-~ -~
—_

(3.43)
em que ¢Z;(p) representa a contribuicdo para a bolha acima que vem de um vértice

j-linear V;x e, em analogia com (3.28)), temos:

i= =07 00" (3.44)

Entao, podemos escrever:

iZax(p) =i / [dp'][dk][dK)[6(p + PO (K + k + p + P (T Var(k, k', p, p'))

(3.45)
1
- [
iZaelp) =i ) / [dp'][dR)[dk'][6(p + PO (K" + k + p + p)I{AT Vag, (k, K, p. "))
+(T V4§n (P, k' K, 1) + AT Vag, (K, ', 0, k) + (T Vag, (0,0, k. &) }
B2 1
~ (16, - &) { [+ [ Wm}
(3.46)
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iZap) =i ), / [dp'][dR][dK 1[0 (p + p')][0(K" + k +p + )T Vix (k, K, p,p"))
X=A,B,C,D,E
- ¢2e2¢<p>¢*<—p>{ [k + -+ 35 [

7.2
+(1- d)bg/[dk]%}
(3.47)
O somatoério que aparece em (3.46)) retine na definigao desse diagrama a soma das
contribuigoes oriundas dos cinco vértices (3.9)), cujas constantes de acoplamento sao &,,
n = a,b,c. No desenvolvimento da expressao que aparece apds a ultima igualdade em
, foram omitidos termos proporcionais a k- P, que contribuem com o integrando

na forma de fungoes impares em k, de modo que suas integrais se anulam.

O primeiro termo no somatério em corresponde a contribuicao do vértice Vy4,
que é aquele que forma um loop com um propagador < AgAg >. Os préximos termos
correspondem, respectivamente, a Vig, Vic, Vip e Vyg, de modo que seus loops sao
formados por propagadores < A;A; >. Por essa razao, temos diferentes denominadores

para os termos associados a cada pedaco.

Considerando agora os termos de interagao 3-lineares, temos:

Zaslp) = 5 3 [Nk awidga 5o + IS + )i + -+ KIS +a + )

X <T VE{X(k7p7 kl)‘/?)Y(q/7 Q7p/)>
(3.48)

onde a soma deve ser realizada sobre todas as possiveis combinacoes de indices X,Y =
A, B,C, D designando cada um dos vértices dados por (3.7). Devemos mencionar,
porém, que as combinagoes (X,Y) = (A, B), (B, A),(A,C),(C,A),(A,D),(D,A) nao

irao contribuir uma vez que, nesses casos, os vértices correspondentes irao formar propa-
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gadores < AgA; >, que sao zero para o calibre com o qual estamos trabalhando. Por-
tanto, substituindo as expressoes (3.7) que definem os vértices 3-lineares em (3.48]),

podemos escrever:

= 2 * (k‘o + 2]70)2 4b£11pipj (51 B %)
iZ33(p) = € 0(p)¢ (—P)/[dk]{EQQb[(ker)Q] Q[0 [(k + p)?]

btpiny (K -+ 2)* (0 ) biedon, (F +200° (3 — ") }

(3.49)

_|_

LIEANE P %k + p)

3.3.2. Residuo da Correcao do Setor de Matéria

Seguiremos agora o mesmo procedimento de expansao em série de Taylor descrito
anteriormente e o aplicaremos a funcao ¢=. Assim como antes, cada coeficiente de
Taylor é desenvolvido como uma combinacao linear de integrais sobre os momentos dos
loops em torno de um valor nulo dos momentos externos. Acontece, porém, que agora
passam a aparecer integrandos com denominadores formados por diferentes fatores,
cada um podendo vir de propagadores dos campos de calibre ou de matéria. Entao,
de modo geral, podemos ter integrandos proporcionais a 1/(A%* B*). O procedimento
padrao para lidar com essa situacao consiste em empregar o “truque” de FeynmanEL

segundo o qual:

1 r “ 1 za—1 1— zp—1
_I(= —i—Zb)/ z* (1 — ) (3.50)
0

Az=DB»  T'(2,)T(2) (A4 (1 —2)B]*

Assim, apés transformar as expressoes que requerem esse procedimento, podemos
calcular as integrais usando novamente e depois tomar os residuos correspon-
dentes de modo a separar as partes divergentes proporcionais a 1/e das respectivas

partes finitas, que permanecem indeterminadas. Com isso, temos:

2Uma deducio da férmula ([3.50)) é feita no Apéndice
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62

16720,

¢(p)¢*(—p) E ( —py+ @Qup” + Qapt + Qg) + (parte ﬁnita)]

(3.51)

iZ(p) =

onde, de acordo com ([3.43)), temos i= = i=4) + (24 + 124 + =33 até 1-loop com iZy,

iZ4¢, 124 € 123 3 dados, respectivamente, por (3.45)), (3.46), (3.47) e (3.49).

As constantes 1, ()2 e Q3 foram definidas com o intuito de tornar (3.51f) mais limpa

e compacta, sendo dadas por:

3
Q= I {Qafazbg(nbg — 203b3 — b3) + ajbi(11b5 — 2b3b3 — by)
2Y2
+ asbi(Ths + 6b3b3 — b3) + 2a3ba(6a7b; + b7 (3by + 2b3b3 — b§))} (3.52)
+ b% (4€a - gc)
2032
2
= — = 2b3(23a% + 3Tashy + 16b2) + 202(7a2 + Yasby + 4b2)b>
Q2 8a2(a2—|—b2)3{ 5(23a; 2b2 5) 5(7a3 202 5)03 553
— as(ag + 3b2)b§}
1
Q= W{lzafaglﬁbg — 9003+ 12) + ang;}
22 (3.54)

m? b2 N (4bam? — 3b3) (4€, — &)

2 22 e? 2bie?

3.4. Divergéncias nas Correcoes aos Vértices de
Interacao

3.4.1. Funcoes de Green de 3-Pontos

Nesta secao iremos considerar correcoes originadas das funcoes de de Green 1PI de

3 pontos até 1-loop. As funcoes de Green conexas de 3 pontos com pernas A,, ¢ e ¢*
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sao dadas por:

(3) _
G, — = (3.55)
com a bolha 1PI até a aproximagao de 1-loop sendo dada por:
Iz 17 7
It I
B Aég\'\ * A%/\ " /\Q\ i
.v > A ' ~~ e A . ~~ > ' ~~
iAP ih5 iN5e iNyx s iNye 3
I
0
* %\/\ + X{?f\ + o
—— ~ ~- ~~ -~
iN iAg iS55
(3.56)

onde iA? (p) representa uma contribuicao formada por um vértice j-linear V;x. A bolha

estd relacionada a funcao 1PI de 3 pontos por:

= Z‘Ff_”l)o’ép A, 0" (sem soma em /) (3.57)

Uma vez definidos os diagramas que contribuem para a funcao de 3 pontos definida

acima, passamos a escrever suas respectivas expressoes matematicas, obtendo:

NS p.p') = i [ [y AR 5(p + 1 + )56+ 1) (3.58)

X { <T ‘/5(p”7 k? klap7 _Q>> + <T %(k7 klapﬂapa _Q» }
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(1) = [ AR5+ f + 508+ 4]
x { (T Vae(p", k. K, p, —q)) + (T Ve, p, K b, —q)) (3.59)

+ <T V:’)E(p//> k? —-q,p, k/)> + <T ‘/E)E(p”ap7 —q, k? k/)> }

iNg 5(pp) =) / [dp"][dk][dK][dq][dq'][6(p + " + p")][0(k + )]

(3.60)
x [0(p+k+ KOG + 0" +q+ (T Vax (K, p, k)Var(q, 0", ¢, 1))
iNie 5(p.p) =) / [dp"][dk][dk][dq][dq'][6(p + p' + p")][0(k + ¢')]
x [0(p+ kK + N + 0" + g+ d){ (T Vax (K, p, k)Vae, (¢, 0", ¢, 1)) (3.61)
+ (T Vax (K, p, k)Vae, (¢, 0", 4. 0")) + (T Vax (K, p. k)Vae, (¢, 9", ¢, p"))
+ (T Vax (K, p, k)Vae, (¢, 7', 0. 0")) }
iNy 5 (p, p') = i dp"1[dk[dk|[dq][dq][6 "+ "0k + ¢
o) =5 [N e S+ + PN )
x [0(p" +k+E)][6(p+p" +q+ (T Vax (K, k, p)Vay (", ¢, p, 4'))
iNy ,(p,p') =1 ; / [dp"][dk][dK][dq][dq'][6(p + p" + p")][0(Kk + ¢')] (363
X [6(p+k+E)6@ +p" +q+ (T Vax (K, p, k)Vay (¢, 0", ¢, )
Nop.) = 55 Y [0k g D@60 + o'+ )
<[00+ )l5(d’ + W6+ k+ KNG +a+ e + 141 G0

X <T ‘/E%X(kap7 k/)‘/?)Y(qla Q7p,)‘/})Z(p”7 la l/)>
onde as somas sobre os indices X, Y e Z devem ser efetuadas sobre A, B, C', D e F
para os vértices 4-lineares e A, B, C' e D para os 3-lineares. A soma sobre n em ([3.61))

deve ser feita sobre n = a, b, c. para contemplar todos os vértices proporcionais a &,.
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Evidentemente, nem todos os vértices irao efetivamente contribuir e alguma economia
pode ser feita se antes observarmos, por exemplo, quais dos campos A, podem se
contrair uns com os outros para formar propagadores. Além disso, os diagramas z’Aﬁf/M3
nao dao nenhuma contribuicao divergente pois todos os coeficientes de Taylor desses
diagramas que nao sao finitos por contagem de poténcias, sao fungoes impares nos

momentos e acabam por se anular sob integracao.

Vamos considerar primeiramente a fungao de 3 pontos com uma perna formada por
um campo de calibre Ay. Isso corresponde a considerar os diagramas listados acima
para o caso 4 = 0. Podemos notar inicialmente que iA2 se anula pois o vértice Vs
contém uma unica derivada que acaba por produzir um integrando proporcional a k;
que, mais uma vez, € uma funcao impar do momento de modo que sua integral é zero.
Também nao temos um diagrama iAgg pois nao hd um vértice 5-linear como V¢ que
tenha uma perna formada por um campo Ay. Realizando o cdlculo dos diagramas iA{ A3
e iA2§73 constatamos que, embora por contagem de poténcias eles fossem originalmente
candidatos a fornecer contribuigoes divergentes, diferentes partes infinitas que aparecem
no célculo desses diagramas se combinam cancelando umas as outras, de modo que eles

acabam por nao contribuir.

Assim, os primeiros diagramas relevantes para os nossos calculos sao iA273, iAg’g e
iAg,373. Tais diagramas fornecem contribuicoes divergentes juntamente com as correcoes
radiativas relevantes para o vértice V34, que é proporcional ao acoplamento e. Com
isso, de acordo com o que serd mostrado mais adiante, estes diagramas serao usados

para fixar o contratermo associado ao acoplamento nu ep.

Entao, a partir de (3.62)) e (3.63), temos:

iN 5(p.p) = o)™ (—p") AP’ — p) P} / [dk]
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1

—_— (3.66)
(k + p)2Q[k?]

i u(0.1) = 00)6" () Aoy’ ~ plpo [ 4K
onde apenas os vértices V4 e V34 podem contribuir.

Além disso, a partir de (3.64)), podemos escrever:

iAo (0, 1') = —$(p)6 (—p') Aoy — ) / (dk)(po + 1) + 2ko)

4, (Mﬁ)
(ko+2po) (ko+2pp) WPiPj\ %)
120, [ (kp)2) (k2] QalkZ[(k+p) 21 [(k-+ )]
b%pip}(5+2ﬁ)2(g+2ﬁ’)2(5i._k]%kj) (3.67)
T I ) A ()]

ik

5 k:k: 5 k:k:
267030} (k-+25")? (51. —%> 263039} (k-+27) (%'—,;_gj)
T I ) A 7)2) T QR [ +p) 21 (k1))

Depois de fazer p = 0, devemos lidar com o caso pu = i, ou seja, devemos calcular a
funcao de 3 pontos que contém uma perna formada por um campo A;. Para esse caso

os vértices b-lineares V5 e Ve fornecem contribuigoes divergentes e encontramos:

iN(p, ) = EB26(p)6"(—p) A — p) (i + 1) / ar 24 ‘Qi[)éga”) (3.68)

iNee(p,p') = 2e(p) " (—p) Ai(p' — p) {pi(26a + 28 — &)
3.69
+ p;(2§a + 2&7 - gc)} /[dk] Qb%kg} ( )

Enquanto a parte divergente do diagrama iAY, 5 resulta zero, o mesmo diagrama,
7 7’ . . . . _ . 7 . 74
porém formado com os vértices 4-lineares proporcionais a §,, n = a, b, c., isto ¢, iAj; 5,

ird contribuir e sua expressao integral é dada por:
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iAZ§,3(p7p) - e(b( )¢ ( )A (p _p) /[dk] Qb[(k? +p)2]1§2b[(k +p/)2]
X {bﬂpi 9+ 2k) [(4 — E)R + P D) &l
+2(76, — 2600 - B+ 2(26, + 26, — EJK - T+ 2(26, + 26 — £k - ]

+b§[(212’2+]52+3l§-ﬁ+/2-ﬁ+5’-ﬁ)(kﬂrpi)
QR4 3k g+ k-t e ) (i + )]
X [_gc(E+ﬁ+ﬁ)2+16e3b6g ER+P+p +2k-p)

(3.70)
x(/%’2+ﬁ9+ﬁ2+2/%'-ﬁ)(12 7R 4k 39 )

L o7 - L - -2 -2
+0iF—k-p+k-p—pp)) (4 — &K+ D7 +p7) + &

+2(76 — 26.)p - P+ 2(26, + 26 — @Eﬁ+%%ﬁa@—wéﬁﬁ

Esta é uma expressao consideravelmente grande e dificil de se lidar, o que decorre do
fato de que o diagrama z'Aflg3 é formado pela soma de todas as possiveis combinacoes
de um vértice 4-linear V¢, com um vértice 3-linear Vszx. Como podemos ter n = a, b, c.
e X = B,C,D., ou seja, 3 vértices 4-lineares podendo se combinar com 3 vértices 3-
lineares, vemos que o diagrama acima € na verdade formado por 9 subpartes. E fato que
outros diagramas construidos ao longo deste trabalho chegam a receber contribuicao de
nimeros de partes ainda maiores. No entanto, os demais casos acabaram se mostrando
mais simples de serem simplificados a ponto de suas expressoes poderem ser escritas

de maneira mais organizada e compacta.

Os demais diagramas que contribuem para a funcao de 3 pontos com uma perna
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formada por um campo A;, por sua vez, sao dados por:

N o o P <5Zj - %)
iNsslp.1f) = o) ()AL ) [ e

X { (21);1 +20203(K + 2p7) + 26?’?3’52) 0is
+ (zbfbg + ba(k + 2p))% + bib%?) [4’%193 = 3pip; + Pty + Pipi £ 3pip) (3.71)
— -2 "¢ 5
+ 0 (k% + 9% +p/ " + Ak - P+ 2 -157}

(20308 3+ 27 4 05°) [ 0] = ) = 51— 200

— . -2 - — —
LSRR 2k 2k p —Zp’-ﬁ)l}

(=) (8 — 42)
Q[+ p)’)

iy, (p, ) = €0(p)¢*(—p) Ai(p' — p) / [dF]
X { (21)‘11 + 26203 (K + 2p) + Qb?bg,]?) dij
+ <2b§b§ +0a(k + 2p)% + b363152> {4&1’@ + 3pip; + pit; + pjpi + 3P (3.72)
+ 05 (K2 4+ 72+ + 4K p +2p @}
+ (2b§b§ + 203k + 2p) + 63132) [(p; —pj)(pi — p; + 2k;)

—l—éij(/gz+ﬁ2+ﬁ2+2l§~ﬁ—2/§‘ﬁ—2ﬁ-ﬁ)1}

ambos resultando da combinacao de vértices V3 e V; e também:
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o ) (ko + 2po) (ko + 2pp) 2

i 4 (p,0) = 6(p)6" (=) Ai(p' — p) / (dk]= B2 [2ks + pi + 1!
e k%M%+pﬂﬂﬂk+ﬂﬂ[ﬂ ]
03[k 4 p) QB2 + 52+ 3k - FA Eop AP B) + (ki +p) k24P + 3k + k- F+ 0 )]

-
/

) I o ., - - -
+03[(ki+p))0 " k- F+k-p = D)+ (ki + ) B2 — k- + kP P)]

” pip; (%’ - ]%—k;)
+/¢]ﬂgwm4@+pﬂﬂmk+ﬂm
+ (ki +p) (2K + P2+ 3k +k-p+p - )]

(ki +pi) k2 + > +3k-p+k-p +p - )

x [bg(l_é +20)2(k + 29)? + b33k ((E + 2002 + (K + 25')2) + b%b@fl?] }
(3.73)

cujas partes sao formadas por 3 vértices do tipo Vs.

3.4.2. Residuos das Funcoes de 3-Pontos

Seguindo o mesmo procedimento de expansao em série de Taylor apresentado ante-

riormente, agora para determinar os residuos da funcao de 3 pontos I'®°, encontramos:

3 1
iN(p,p') = i16;b2¢(p)¢>*(—p’)z40(p’ -p)| - ;(po +pp) + (parte finita) | (3.74)

onde, de acordo com (3.56), temos iA® = iA] 5 + iA3, + iA§ 54 até 1-loop com A,
iA§ 4 e iA3 5 5 dados, respectivamente, por (3.65)), (3.66) e (3.67).

Para os residuos de I'®? por sua vez, temos:
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3

iN(p.p') = imﬂp)(b*(—ﬂ)flz‘(ﬂ —p) X [% (Kl(pi +p})

+ (parte ﬁnita)]
(3.75)

onde, de acordo com ([3.56)), temos 7A* = iA§ 4+ iAf, +iAy 3 4+ iA5 4 4 i 5 5 até 1-loop

com iA§, iAE, iA} 5, iM% 4 e i 55 dados, respectivamente, por (B.68), (3.69), (3.71),

(3.72) and (3.73)). Sendo que as constantes K, Ky e K3 foram definidas para deixar a

expressao acima mais limpa e compacta, sendo dadas por:

3
K= g {zazazbguwg MR — ) + Q3110 — 2R — )
2Y2
+ a3bi(Thy + 6b3b3 — b3) + 2a3bs(6a7by + b7 (3by + 2b3b3 — b§))} (3.76)
4 b% <4§a - gc)
2032
2
K, = m{bg(%ag + 3Tasby + 16b3) + 2b5(7a3 + agby + 4b3)b3
B (3.77)
— GQ(CLQ -+ 3b2)b§}
1

+ 31a3b3bs + 8lagb3bs + 40byb3 + 16a3b; + 30agbaby + 12b§b§}

(3b5 — 7b3) (48, — &)
12b3e2

(3.78)

Observando cuidadosamente ([3.76) e (3.77) e comparando essas expressoes com
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e , notamos que K7 = @)1 e Ky = (0. Como veremos no proximo capitulo,
esse fato esta de acordo com requisitos que o procedimento de renormalizacao ird impor
na definicao de certos contratermos. Ainda assim, devemos ressaltar que tais constan-
tes foram obtidas de maneira independente por meio dos calculos das funcoes de 2 e

depois de 3 pontos.

3.5. Identidades de Ward

Uma possivel maneira de validar os resultados obtidos ao longo deste capitulo cor-
responde a verificar se as funcoes 1PI que podem ser construidas com as correcoes
calculadas, ainda que formadas por expressoes divergentes, satisfazem ou nao as iden-
tidades de Ward. Essas identidades, ao relacionarem as fungoes de 2 e de 3 pontos

obtidas nas secoes anteriores, sao dadas por:

p D=0 e (p, = p )T = [TP@) - TO(p)] (3.79)

Por outro lado, as fungoes de Green 1PI nao renormalizadas sao formadas com a
parte de arvore somada a contribuigoes (ainda que divergentes) de 1-loop. A parte de
arvore corresponde simplesmente aos coeficientes no espaco dos momentos dos termos
da lagrangiana classica. J& a parte de 1-loop é obtida das correcoes radiativas cujas
partes infinitas foram calculadas nas segoes acima. Assim, definindo a = €2/(1672bs),

podemos sumarizar os resultados obtidos até agora como:

@00 — <1 + %) P+ %(parte finita) (3.80)
€
(2)0i (2)i0 o o .
r =T =— (1 + 4—) Pop; + Z(parte finita) (3.81)
€
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ij a «Q o
v = (1 + E> 0ijpg — <a? - ER> (650 — pipy)
2 Q -9 ) (0% .
- (% - 4—ES> (040" — pip;)D~ + Z(parte finita)

que sao coeficientes de termos da expansao da acao efetiva nao renormalizada propor-

(3.82)

cionais a dois campos de calibre A,

« (6 . « N
P = (1-2)p— (88 - %) p* - (18- S@s2) 5"

o (3.83)
- <m2 - —Q3> + a(parte finita)
€
que ¢é o coeficiente correspondente ¢¢*, e:
r®0—e¢ (1 — g) (po + py) + ea(parte finita) (3.84)
€
e
= —e <bl - gKl) (pi +p})
€
[0 . R -2 L=
—e (bg - —Kz> [pi(pQ +0 )+ pi(v/ +p-p’)}
€ (3.85)

—e (b§ - %Ks) [m(ﬁ’Q — 79+ pi(p° —ﬁ-p)}
+ ea(parte finita)
que sao, respectivamente, os coeficientes de Agpo* e A;pop*.
As constantes ()1 = K1, Q2 = Ky, Q3 e K3 foram definidas nas se¢oes anteriores e

suas expressoes podem ser lidas em (3.52)—(3.54]) e (3.76])—(3.78)).

E facil constatar que, de fato, as fungoes exibidas acima realmente satisfazem as

identidades . As funcoes TP por exemplo, devem satisfazer & primeira das
duas identidades. A estrutura (d;;p°% — p;p;) se anula quando contraida com p; e todos
os elementos que sobram, uma vez contraidos com a componente certa do momento
Py, acabam por se cancelar.

A verificacao da identidade seguinte requer um pouco mais de trabalho algébrico, mas
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pode ser realizada de maneira direta e nos leva a ver que ela também ¢ satisfeita. Além
disso, as partes finitas devem acompanhar os demais termos e satisfazer as identidades
de Ward uma vez que esperamos que as simetrias respeitadas pela teoria também sejam
respeitadas por essas partes.

Devemos observar, porém, que as identidades de Ward, embora se verifiquem, nao
oferecem uma validacao completa dos resultados até entao obtidos. Em particular,
a parte da funcao I'®? proporcional & combinacio | p; (];’2 — P )+ PP - ];’)]
se anula independentemente quando contraida com (p; — p;). Por isso, um possivel
erro nos calculos, que se refletiria em uma expressao incorreta para Kz, nao poderia
ser detectado por esse método. Para verificar essa parte apropriadamente, seria pre-

ciso ter calculado fungoes de 4 pontos e depois construir as identidades de Ward que

relacionassem essas fungoes com as de 3 pontos ja obtidas.






4. Estudo do Grupo de
Renormalizacao

No Capitulo [3 algumas das contribuiges divergentes a agao efetiva foram determi-
nadas. Agora, continuamos nosso trabalho com o intuito de determinar os contratermos
que cancelam essas divergéncias no esquema de subtracao minima. Em seguida, iremos
construir as equacgoes do grupo de renormalizacao para tentar estudar a evolucao das
constantes de acoplamento e, A, g e &,, n = a, b, c., bem como dos pesos anisotropicos

ai, as, by, by, bg e by para a regiao de baixas escalas de energia.

4.1. Contratermos

A lagrangiana renormalizada pode ser entendida como uma lagrangiana com forma
funcional idéntica a soma de e , porém com todos os campos e constantes
substituidos por quantidades nuas, que sao formadas por partes finitas ou renormali-
zadas somada a contribuicoes divergentes, os contratermos. As quantidades nuas serao
rotuladas com um indice “B” (do inglés: “Bare”). Os campos nus se relacionam com

os campos renormalizados como:

Api= Zi}/QAi , Apo= ZX)QAO e op= Z¢1>/2¢ (4.1)

e as constantes nuas, por sua vez, sao dadas por:
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2 _ 9 2 _ 2 2 g2 2 _ 2
ajp=ai+0.2, ap=ay3+0z, bip=07+0d2, byp=0+0,

Dip=bs+0z, big=0i+0s, Ap=X+0, gs=g+0,,
Enp =6+, (n=a,bc.),
sz:mQ—i—(sz , ep=e+0. e np=1n-+0,
A partir dai, o procedimento usual consiste em separar as constantes Z em Z = 1+
e entao considerar apenas termos de primeira ordem nas poténcias dos d’s. Depois
disso, a lagrangiana escrita em funcao das quantidades nuas pode ser separada como
Lr =L+ %, onde £ tem forma funcional idéntica a soma de e e Ly b
a parte que carrega os contratermos ¢ a qual chamamos lagrangiana dos contratermos.
Além disso, por uma questao de conveniéncia futura, passaremos a representar nossas
lagrangianas no espaco dos momentos. Por fim, vamos organizar a lagrangiana dos
contratermos como L, = ZMexwell . gmatter | gpint
Em primeiro lugar, olharemos para o setor de calibre. Fazendo Z4, = 1+ 4z, e

Zay =1+10dz,, e depois usando (4.2, temos:

1 074, + 02,
el — 5{5ZAO]52A0(P)AO(_?) - < 5
(5ZA0 + 5Za

2

> pop;j Ao(p)Aj(—p)
) PipoAi(p) Ao(—p) + [02,0i5p5 — (Gaz + a3dz,) (60" — pip;)
(G + 0302,) G — P )i + G + Wbz p AGIA(p)
(4.3)
Os contratermos podem ser interpretados como novos termos de interagao os quais,
para o ajuste correto das constantes §, podem cancelar as divergéncias que surgem das
correcoes radiativas. Essas divergéncias aparecem nas funcoes de Green 1PI calculadas

ao longo do Capitulo[3| bem como em outras fungdes 1PI que nao chegamos a construir,

como € o caso, por exemplo, da funcao de 4 pontos com duas pernas de campos de
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calibre e duas pernas de campos de matéria ou da funcao de 4 pontos com 4 pernas
de campos de matéria. Embora o cdlculo das partes divergentes envolvesse integrais
cujas solugoes exatas eram, em geral desconhecidas, sob a perspectiva de analisar a
restauracao da simetria de Lorentz em um cenario de baixas energias, efetuamos ex-
pansoes em séries de Taylor ao redor de p = 0, o que nos levou a imensas, porém
relativamente mais simples, expressoes para cada coeficiente de Taylor. Ainda assim,
nao era possivel resolver exatamente as integrais contidas em cada coeficiente e, por
isso, empregamos o método descrito no Apéndice [C|para extrair delas apenas sua parte
divergente, isto é, a parte proporcional a um fator 1/e = 1/(4 — d), que no esquema
de regularizacao dimensional tende a infinito quando se toma d = 4, ou seja, no limite
em que € — 0. Ocorre, porém, que essas partes divergentes sao justamente aquelas
que serao canceladas pelos contratermos, em cuja definicao reside o objetivo do pro-
cedimento de renormalizagao. Entao, para o setor de calibre, por exemplo, notamos
que as fungoes f carregam contribuicoes divergentes juntamente com partes
finitas que correspondem a correcoes quanticas da ordem de 1-loop a acao efetiva da
teoria. De fato, até a ordem de 1-loop, podemos escrever a acao efetiva seguindo a

receita proposta em ([2.15)) e passar ao espago dos momentos para obter:

L[g, 9", Al = /[dp] {$R+H+E+/[dp’]A+...} (4.4)
onde II representa IT% 4 I1% 4 I1°° 4+ I1% | enquanto A representa AY 4+ A’

No esquema de subtracao minima, as divergéncias oriundas dos II’s devem ser pre-

cisamente canceladas pelos contratermos. Entao, por meio da comparacao direta entre

(13-38)—(3.40) e (4.3]), descobrimos que:

610 = 0zay = 7 = (R+al), dg=—(S+a) e 5,=Ln (45)
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lembrando que, conforme definido na pégina[85, o = e?/(16m2by).

Para o setor de matéria, fazemos Zy = 1 + dz, e os contratermos correspondentes
sao:

L = ¢(p)¢* (—p) [0z, 05 — (02 + 0102,) I — (O3 + b302,) 7" — (92 +m?dz,)]

(4.6)
de modo que, por comparacao com (3.51)), temos:

5py = =

S = (@) Gy =T (Q=B) b= (Qu-m?) (A7)

Vamos agora determinar a renormalizacao da contante e. Ela deve ser ajustada para

cancelar a contribuicao divergente associada & funcdo de 3 pontos I'® 9. Procedendo
exatamente da mesma maneira descrita acima, faremos:

egp = e+ 0 (4.8)

Os contratermos correspondentes aos vértices de interagao 3-lineares, por sua vez,
sao dados por:

| 52, ,
28t = [iaautsf —p)ot1or (1) (b + 2+ ez, ) -+ 1)

)
+ / [dp'| As(p' — p)¢(p)¢*(—p’){ - (@bf + ey + ebioz, + ebi 22

Ly

2) (ot o)
5 — - W —

— (5eb§ + ey + eb3oz, + eb%—;‘*) (i +7- 7))+ B+ 9]

1

(5 A -2 S = ) — Y
— (6eb§+65bg + eb3oz, +eb§§) (o™ =0 9) + pi(p° —p-p)]}

(4.9)
Observando que a contribuigao que vem da funcao de 3 pontos dada por (3.74]) deve
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ser adicionada a acao efetiva como A de acordo com ({4.4]) e exigindo que o contratermo
correspondente cancele precisamente essa contribuicao, temos:
«

= — 4-1
5= e (4.10)

Além disso, o contratermo associado & constante b3 também pode ser determinado,

resultando em:

b = = Ky — 1) (4.11)

Entretanto, com os calculos até entao realizados, nao se pode ainda determinar todos
os contratermos. Por exemplo, para determinar o contratermo de b3, A e dos &,’s seria
preciso calcular as partes infinitas das fungoes de 4 pontos. A determinacao do con-
tratermo de g, por sua vez, deve requerer o cdlculo de uma fungao de 6 pontos. Outro
ponto a ser observado aqui é que, ainda que nao tivéssemos constatado diretamente
por meio do céalculo que K7 = @1 e Ky = ()9, essa exigéncia decorre de comparar
as expressoes para 5b§ e 5b§ obtidas em com aquelas que podem ser obtidas da
comparacio entre as divergéncias da funcdo I'®)? e os termos correspondentes em ([4.9)).
Assim, desse ponto em diante iremos eliminar as constantes K e K, reescrevendo elas

como Q1 e (02, respectivamente.

4.2. Equacoes do Grupo de Renormalizacao

Nessa secao iremos seguir o procedimento descrito na Segao [2.3| para construir as
equacoes do grupo de renormalizacao para a teoria descrita pela lagrangiana classica
(3.2). Para tal fim, nossa primeira tarefa consiste em determinar a relagao entre as
versoes nua e renormalizada das fucoes de Green 1PI de N pontos. Essas fungoes,

quando renormalizadas, sao os coeficientes da expansao da acao efetiva, que pode ser
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escrita esquematicamente como:

* 1 *\Ng /2 A

onde N, representa o nimero total de campos ¢ e ¢*, enquanto N4 ¢ o ntimero total
de campos de calibre Ay e A;, de modo que N, + Ny = N. Nao € necessario distinguir
Ay de A; aqui pois, de acordo com os argumentos que apresentamos anteriormente, a
simetria de calibre deve ser preservada.

A acao efetiva também pode ser expandida no espaco dos momentos. Para

isso basta utilizar a transformada de Fourier das func¢oes 1PI, que é dada por:

[6(pr + -+ )TN (py, ..., pwy) = /dml . deyePrmmienen W) (g ay)
(4.13)
e depois substituir isso em e usar os deltas de Dirac para realizar uma integracao
de modo a estabelecer o vinculo proveniente da conservacao do momento total. Com

isso, chegamos a:

T, 4%, Al = Z /[dp1] - [dpn_1] mp(m@h L pN-1) (¢¢*)N¢/2ANA
(4.14)
onde o fator (¢¢*)Ne/2AN4 no integrando deve ser entendido como uma notacao com-
pacta que representa o produto de N = Ny + Ny campos dependendo de N — 1
momentos independentes. Da mesma forma, em , que esta escrita no espaco
das posicoes, esse fator representa o produto de N campos dependendo de diferentes
posicoes x1,...TN.

Empregando as relagdes (4.1)) entre os campos nus e renormalizados, a expansao da
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acao efetiva acima pode ser escrita como:

1
[d -|d
A =3 -l gy
[Z¢N¢/QZ,ZNA/2P( (proo s pa) | (@p07) " 2AR (415)

(.

-~

N
P(B )(ph ce 7pN—1)

onde a funcao 1PI nua de N pontos pode ser identificada. Definindo Zr = Z;VW 2Z1]4VA/ 2,
podemos escrever:
F(N)<pa ai, g, bla b?a b37 b47 €0, )‘Oa 90, ana m27 M) =
(4.16)

11_1)% ZF(N7€)F(BN)(p7 alB7a237blBa b2B7b3Bab4B7eBu )‘BagB7§nBam2B7 6)

onde ‘p’ é usado para denotar todas os (N — 1) momentos independentes. Além disso,
passaremos a escrever os acoplamentos e, A\, g e £,, n = a, b, c. em termos de uma parte
que nao varia com a regularizacao dimensional multiplicada pelo parametro de escala
de energia p elevado a uma certa poténcia proporcional a €. Para z = 2 e d = 4, as
substituicoes a serem feitas sao aquelas indicadas em (3.17). Desse ponto em diante,
uma vez que tenhamos feito tais substituicoes, chamaremos novamente eq, g, go € &no

de e, A\, g e &,, respectivamente, a fim de nao sobrecarregar demais a notagao.

A prescricao de 'tHooft-Weinberg para construir equagoes do grupo de renormali-
zagao (GR) corresponde a tomar a derivada com respeito a p e entao multiplicar ambos
os lados de (4.16) por p. Como FSBN) nao depende de u, sua derivada deve se anular.

Com isso, temos:
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0 0 0 0 0 0 0
— — — + 018y, = + b2By, = + b38ps = + b1, —
M@u + al/Bou 8@1 + a26a2 aaz + lﬂbl abl + 2/81)2 8()2 + 361)3 abS + 4ﬁb4 064
(4.17)
0 8 0
D0 A — 25_ — '™ —o
onde as funcoes adimensionais do grupo de renormalizacao sao definidas como:
e dal o day H db1 H dbz
ﬁal — a d/,b /Bag — as dﬂ ) ﬁbl bl d ﬁbz b2 d/,L
13 dbg u db4 de wdA _dg
Bbs b3 ; 5174 - s 56 ﬂd 5 BA - )\du’ ﬁg - Md,u7 (418)
e — & 5= _dm o M de
5”_Mdu ’ - m2 dp e Zr dp
com 2yp = Ngvg + Naya e
_pdZy o  pdZy
7¢_Z¢ dpJ rYA_ZA dLL

Essas fungoes representam, basicamente, as taxas de variacao das constantes com
o parametro p e, idiretamente, com a escala de energia da teoria e é por meio da
andlise delas que podemos inferir sobre um possivel cenario de restauracao da simetria

de Lorentz em um universo onde a escala de energia diminuiu.

Para determinar as fungoes do GR acima, vamos inserir as fungoes de Green 1Pl de 2 e
3 pontos nas equacoes (4.17)) e entao calcularemos as fungdes do GR perturbativamente
ordem a ordem em poténcias das constantes de acoplamento seguindo um método

similar ao proposto em [35].

Antes de substituir as funcoes de Green 1PI nas equagoes do GR, porém, devemos
escreve-las em sua forma renormalizada. As versdes nao-renormalizadas delas foram
apresentadas no Capitulo |3, nas expressoes (3.80)—(3.85)). Agora, porém, os acopla-

mentos serao escritos em funcao da escala p usando (3.17) e os fatores que carregam
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1@ serdo expandidos ao redor de € = 0, de modo que teremos:

9 =1+ef'(0)Inp (4.19)

Como resultado desse procedimento, surgem fatores proporcionais aos residuos das
correcoes multiplicados por um In u. Tais fatores devem sempre encontrar uma con-
traparte na forma de um (—Inm) oriunda das partes finitas das funcoes I'™) de modo
a formar logaritmos de quantidades adimensionais da forma In (%) Além disso, as
partes infinitas nao devem aparecer se considerarmos que todas elas sao canceladas
por contratermos apropriados como aqueles determinados na Secao deste capitulo.
Fatores proporcionais a € também nao entrarao nessas expressoes uma vez que tendem

a desaparecer quando se toma o limite ¢ — 0. Seguindo essa receita, temos entao:

r@00 _ (1 + %ln u) 52+ %(parte finita) (4.20)
(200 _ P30 _ _ ad + 2 i
r =T =—(1+ 3 In i ) pop; + 1 (parte finita) (4.21)

r@iu — (1 + %ln u) 5Z-jp(2) — <a% — %Rln ,u> (5Z~jﬁ2 — piDj)
— (a% — %Sln ,u> (6,07 — pipj)P” + %(parte finita)

que sao as fungoes de dois pontos dos campos de calibre, com R e S dados por (3.41]),

(4.22)

« « R Q .
r® = <1 — Elnp> pg— (b% - 5@1 th) P - (bg - 5@2 hlﬂ) p4

. (4.23)
— <m2 — §Q3 In ,u> + a(parte finita)

que ¢é a funcao de 2 pontos dos campos de matéria, onde )1, Q2 e Q)3 sao definidos de

acordo com ([3.52))—(3.54)) e, finalmente,
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3
o _ ¢ (1 — Za In u) (po + py) + ea(parte finita) (4.24)

que ¢é a funcao de 3 pontos com uma perna de Ag e

. 3o
r®i— _, (b% — ZQI In M) (pz‘ +p/z')

3a - Lo -
—e(bi—IQzlnﬂ) [pi(p2+p-p’)+p§(p’ +p-p’)] (4.25)

30( -2 L= . L=
—e (53 - K lnu) [pi(p’ — 7 7) + pi(p” —p-p’)]
+ ea(parte finita)

que é a funcao de 3 pontos com uma perna de A;.

Cabe ressaltar que, para todas as expressoes acima, em todos os lugares onde os
acoplamentos aparecem, na verdade estamos considerando a parte desses acoplamentos
que multiplica um fator p/) de acordo com . Entao, por exemplo, onde vemos
e, na verdade, estamos considerando ey. Da mesma maneira, como a = €%/(167%by), o
e? que ali aparece é, na verdade e2, que multiplicava um fator /2, cuja expansio ao
redor de € = 0 foi tomada conforme indicado em . Além disso, as constantes R, S,
@1, Q2, Q3 e K3, onde apresentam dependéncia nos acoplamentos, seguem exatamente
a mesma légica. Também devemos destacar que, embora a forma funcional dessas
constantes continue sendo dada de acordo com a defini¢ao original das mesmas, onde
elas haviam sido definidas no Capitulo [3] ainda estdvamos trabalhando com versoes
nuas dos objetos. Agora, o que passa a aparecer ali sdo somente partes finitas, isto é,

o pedaco de cada constante que nao inclui seu respectivo contratermo.
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4.3. Solucao Perturbativa das Equacoes do Grupo de
Renormalizacao

Para determinar as funcoes do GR que aparecem nas equacgoes e cuja definicao
é dada em , empregaremos um método perturbativo, isto é, iremos representar
tais fungoes por séries de poténcias nas constantes de acoplamento e, A, g e £,. Assim,
denominando genericamente como [ alguma das fungoes dadas em e chamando
de ¥ o coeficiente da expansdo de § proporcional a uma combinacao ‘X’ das cons-

tantes de acoplamento, podemos escrever:

B = Blele 4+ BN + g 4 glenle, 1 lefle? 4 BININZ 4 glo] 2
+ 5[52155 + BlNex + Bledleg + Bletnleg, + R NG + P& N, (4.26)

1 Blotnlge, 4 5[63163 + ..

onde os termos que dependem de &, devem ser somados para n = a, b, c.

Depois disso, vamos substituir cada uma das fungoes expandidas segundo (4.26]) nas
equacoes do GR . Essas equacoes sao equagoes diferenciais para as funcgoes de
Green 1PI, mas, ao mesmo tempo, sao equagoes algébricas para as fungoes 5. Nesse
sentido, temos um sistema linear consideravelmente grande formado pelas equacoes
do GR montadas para diferentes funcoes de Green 1PI. Cada uma dessas equacoes
é um polinomio nos momentos igualado a zero. Como elas devem valer para valores
arbitrarios dos momentos, podemos assumir que os coeficientes de cada poténcia de p
devem se anular independentemente. Além disso, como as constantes de acoplamento
também sao independentes entre si, os termos proporcionais a diferentes poténcias
dessas constantes, também devem se anular indepententemente de modo que, cada
uma dessas combinacoes de poténcias das constantes de acoplamento ira formar uma

diferente ordem de perturbacao.

Para que o procedimento perturbativo funcione de fato, devemos lembrar que as
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funcoes de Green 1PI também dependem das constantes de acoplamento e que o ope-
rador que aparece nas equacoes do GR toma derivadas em relagao a essas constantes.
Assim, antes de considerar determinada ordem de perturbacao, é preciso verificar se
a expansao, seja ela até 1 ou mais loops, que esta sendo utilizada como aproximagao
para representar as funcgoes de Green 1PI, contém todos os termos proporcionais a
combinacao de poteéncias das constantes de acoplamento que representa a ordem de
perturbagao que esta sendo analisada.

Ao considerar todos os vértices de interacao da lagrangiana explicitando sua

proporcionalidade em relagao as constantes de acoplamento, podemos construir o es-

quema da Figura [4.1]

(b) (c) (d)

(a)

() (f)

g 625 e-l
(g) (h) (i)

Figura 4.1.: Vértices de interagao e sua respectiva proporcionalidade em relacao as
constantes de acoplamento.

Assim, por exemplo, o vértice 3-linear que aparece na Figura representa qual-
quer um dos vértices Viy, cujas expressoes foram dadas em (3.7) e que sdo todos pro-

porcionais ao acoplamento e. Da mesma forma o vértice 4-linear da Figura 4.1(c), por
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exemplo, é o vértice V,, da expressao que é proporcional ao acoplamento \. Esse
vértice deve ser considerado separadamente daqueles representados pela Figura ,
cujas definicoes sao dadas pelas expressoes onde os vértices tém fatores de mo-
mento a mais que surgem das derivadas contidas nos termos correspondentes da la-
grangiana . Nesse caso, o simbolo ‘¢’ pode representar qualquer um dos acopla-
mentos &,, n = a,b, c. De forma semelhante, os vértices 5-lineares Vsex representados
na Figura e dados pelas expressoes sao proporcionais a diferentes com-
binagoes envolvendo os acoplamentos &, multiplicados por e, porém nessas combinacoes
todos os &, sempre aparecem com a poténcia 1. Nesse caso, dizer genericamente que
tais vértices sao proporcionais a ‘{’ equivale a assumir que todos os &, sao, aproximada-
mente, da mesma ordem de grandeza ou, alternativamente, que estamos considerando
a proporcionalidade em relacao ao &, de maior ordem de grandeza e desprezando os
demais.

O préximo passo ¢ verificar, para as primeiras ordens de poténcias das constantes de
acoplamento, quais termos, sejam eles da ordem de 1 ou mais loops, podem aparecer
na expansao das funcoes de Green 1PI. Deve ser observado, inclusive, que nao ape-
nas termos com as mesmas poténcias das constantes de acoplamento podem contribuir
para uma determinada ordem de perturbacao. Isso é assim pois o operador diferen-
cial das equacoes do GR, ao tomar derivadas das funcoes 1PI, ira produzir diferentes
combinagoes dos acoplamentos. Por exemplo, se pretendemos analisar a ordem de
perturbacao e? E , devemos observar a parte das funcoes 1PI proporcional a €3, que
serd multiplicada pela funcao v e cuja parte proporcional a um In i serd afetada pelo
operador “a%' No entanto, devemos observar também, por exemplo, termos da ordem

e?¢, que sob a acao de um 656%, fazem surgir termos do tipo 55[6163 e assim por diante.

Na SQED usual, por exemplo, a ordem dominante da fungdo 3. é proporcional a 3 [43]. Entao,
se a nossa teoria guardar semelhanca em relacao a esse aspecto do caso usual, poderia ser preciso
analisar essa ordem de perturbagao para determinar (..
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Vamos entdo construir as equacoes do GR para as funcoes 1PI de 2 pontos @ # . Es-

sas funcoes recebem corregoes que podem ser representadas diagramaticamente como:

(4.27)
A expressao diagraméticaﬂ acima nada mais é do que uma versao extendida até

2-loops de ([3.27). Assim, as corregoes [I"” que obtivemos no Capitulo [3| correspon-

20 leitor que quiser encontrar uma motivacao lidica ou um recurso mneménico para a analise dos
diagramas como 0s que aparecem em pode adotar convengoes de nomenclatura similares
a dos “diagramas pinguim” de John Ellis ou dos “diagramas carangueijo” de Pierre Ramond e
comegar a encontrar imagens como as de um sutia, um pino de boliche, uma bola flutuando na
agua, uma planta carnivora, um tapa olho e assim por diante.
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dem aos dois primeiros diagramas do lado direito de . Os demais diagramas
sao contribuicoes de 2-loops que nao foram calculadas neste trabalho, mas que podem
contribuir em determinadas ordens de perturbacao no calculo das funcgoes 3. Obser-
vando os vértices da teoria, que sdo mostrados na Figura [£.1, podemos notar que nao
é possivel, por exemplo, formar diagramas das ordens e, A, g, &, e\, €€, N2, €2, e3 e \3
que contribuam para as funcoes de 2 pontos dos campos de calibre, I®# Além disso,
todos os diagramas de ordem e? que podem contribuir sao os diagramas de 1-loop, que

sao aqueles cujas partes divergentes foram calculadas.

A ordem €3, entretanto, conforme o que dicutimos alguns pardgrafos acima, recebe
contribuicdo de diagramas proporcionais a e2¢ e, por isso, nao pode ser considerada sem
que se tenha feito o cdlculo desses diagramas. Logo, podemos concluir que as equacoes
do GR para as funcoes I'®# devem funcionar nas ordens de perturbacio e, A, g, £, e,
e&, A2, €2 e A3, nao requerendo calculos em mais loops. Por outro lado, apenas com os
célculos ja realizados, nao é possivel confiar na ordem de perturbacao e?, pelas razoes
explicadas acima, e nem nas ordens e2), e2¢ ou e*, por exemplo, pois, como vemos na
expressao , essas ordens devem receber contribuicoes de diagramas de 2-loops,
de modo que as equacoes do GR nao devem fazer sentido se esses termos nao forem

considerados.

Assim, as equacoes do GR para as funcoes de Green 1PI de 2 pontos 200 (20
e @4 quando consideradas até as primeiras ordens de perturbacio relevantes que

funcionam com os calculos realizados até entao, fornecem:

Bay

e? {Rﬂﬁ] e? {S—l—a%} (4.28)

~ 256m%b, ¢ Pe=gre,
onde R e S foram definidos em (3.41)), e também:

at a3
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e2

T4 T 198720,

(4.29)

Consideremos agora a equagao do GR formada com a funcao 1PI de 2 pontos dos

campos de matéria, isto é, I'®. As primeiras correcoes & essa funcao correspondem a:

DI F . VRN

Og

i

I
-0

_I_

£,
B B B,
oo B8,

+

RO T DRR* SO + T
s S

(4.30)

Tendo realizado céalculos até a ordem de 1 loop, o que corresponde aos quatro

primeiros diagramas de (4.30]), podemos repetir o mesmo tipo de anélise que foi feita
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para as equacoes do GR formadas com as funcoes 1PI de 2 pontos dos campos de cali-
bre e assim determinar quais ordens de perturbacao estao aptas a fornecer informacoes
confidveis. Os diagramas de 1-loop dos quais dispomos sao os tnicos com duas pernas
de campos de matéria a contribuir com termos de ordem \, € e 2. Além disso, com os
vértices disponiveis (ver Figura, nao ¢ possivel formar diagramas proporcionais a e
e nem a e’ que contribuam com a funcao I'®. A ordem de perturbacio e, no entanto,
assim como aconteceu com as equacgoes do GR correspondentes as outras fungoes de
2 pontos, deve receber contribuicoes dos diagramas proporcionais a e2¢ sob a acao do

operadores ﬁéa%' Assim, essa ordem ja nao pode ser considerada.

Resolvendo o sistema de equacoes formado pelas ordens de perturbacao e, \, € e €2,

as equacoes do GR para a funcdo de 2 pontos I'® fornecem:

62 Q3 _ m?
5= o, { - } (4.31)
onde @3 é dada por (3.54)),
2
e
Yo = 3272b, (4.52)
e
62 Ql — b% 62 QQ — b%
_ = 4.33
O = Gam, { b2 } ¢ Pn= G, { b2 } (4.33)

onde () e ()3 sdo dadas, respectivamente, por (3.52)) e (3.53)).

A expressao diagramatica que resulta de considerar as corregoes as funcoes 1PI de
3 pontos I'®# & bastante extensa e, por essa razio, nao vamos exibi-la aqui. Para
se ter uma ideia, ao expandir as corregoes iA* até a ordem de 2-loops, foram identi-
ficados 55 tipos de diagramas. Isso se contarmos as dependéncias nos acoplamentos

&, genericamente como ‘¢’. Lembrando, porém, que existem 3 diferentes constantes
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&n, a quantidade de diagramas aumenta drasticamente. Alids, esse aumento subito do
volume de célculos devido a existéncia de diversos tipos de vértice na nossa teoria,
associado a complexidade das integrais envolvidas é uma das principais dificuldades
encontradas neste trabalho e é também o principal fator que colaborou com as opcoes
de nao calcular as fungoes de 4 pontos e de nao realizar nenhum calculo em 2-loops.
Futuramente, porém, uma andalise complementar deve ser realizada e essas lacunas
devidamente preenchidas.

Com os resultados obtidos no Capitulo [3| até a ordem de 1-loop, foram obtidos

3. Considerando também a parte que contribui

diagramas proporcionais a e\, e£ e e
com a aproximagao em 2-loops e os vértices da teoria (ver Figura(4.1)), vemos que esses

pedacos ja calculados sao os 1inicos proporcionais a essas combinacoes de acoplamentos.

Além disso, os vértices disponiveis nao permitem formar diagramas proporcionais a e,

A g, & €% A e MG

As ordens €2, na qual nao sao formadas contribuicoes a funcao de 3 pontos, e também
e e e€, que s6 contribuem com diagramas de 1-loop que sao os que foram calculados, ao
contrario do que se esperaria, nao podem ser consideradas. De fato, ao se trabalhar com
as equacoes do GR nessas ordens de perturbacao, surgem inconsisténcias que apontam
para a falta de alguma contribuicao além de 1-loop. Um possivel candidato a originar

essas contribuigoes é o diagrama de 2-loops da Figura (4.2

Esse diagrama, quando sob a ac¢ao do operador ﬁga%, pode produzir uma combinagao

de termos da forma:

ABFle? + BpMNeX + Cplleg

o que nos leva a constatar que as ordens de perturbagao que podem ser consideradas

no caso das funcoes de 3 pontos sdo e, A, &, A2, X{ e €.
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Figura 4.2.: Contribuicdo de 2-loops as funcoes de 3 pontos I'®* formada com os
vértices 3-lineares Vsx e com o vértice 6-linear Vg = —2(¢*¢)*.

Da solucao do sistema de equacoes formado pelas ordens de perturbacao permitidas

nesse contexto, encontramos:

5e3
SR 434
6 2567T2b2 ( )
Além disso, podemos inferir a forma da funcao [, e assumir que:
3e? Ky — 12
= 4.35
B 12872b, { b2 (4.35)

onde K3 foi definido em (3.78)).

Com as ordens de perturbagao com as quais podemos trabalhar, nao é possivel
determinar a dependéncia desta funcao nas constantes &, que aparecem na definicao
de K3 (ver Eq.(3.78)). Na verdade, ao trabalhar com a ordem de perturbacdo €*, a
expressao que se obtém para 3, é idéntica a (4.35)), porém fazendo & = & = 0. No
entanto, vamos assumir que esses termos devem aparecer 14 pois todas as outras funcoes
B calculadas até agora eram diretamente proporcionais aos contratermos calculados na
Secao e o contratermo de b2, por sua vez, ¢ diretamente proporcional & combinagao

[K3 — b3] como vemos em ([4.11]).
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4.4. Analise da Evolucao dos Parametros com a Escala
de Energia

Nesse ponto, estamos finalmente em posicao de comecar a analisar a evolugao dos
parametros. De acordo com , as funcoes do GR sao essencialmente derivadas
dos parametros com respeito a u, que, conforme a discussao desenvolvida no final do
Capitulo [2| estao associadas a medida da variacao dos parametros com a escala de
energia s. Assim, em principio, podemos analisar o sinal dessas fungoes para tentar
prever o comportamento da teoria a medida que a escala aumenta ou diminui. Se a
quantidade s‘é—‘; é positiva, entao o parametro a deve diminuir a medida que s diminui.
Em uma situacao na qual a simetria de Lorentz é recuperada ao se reduzir a escala de
energia, esse ¢ o comportamento esperado dos pesos anisotropicos as e by que aparecem
na lagrangiana . Em um cenario de restauracao, o mesmo comportamento deve
ser observado para os acoplamentos bs, by € &,, todos associados a termos que violam
a simetria de Lorentz. Essa condicao sobre os termos de derivadas mais altas, embora
necessaria, nao é suficiente pois, se tivermos a; # by, ainda havera uma quebra suave
de simetria. Nesse caso, para que ocorra a restauragao, a evolucao desses parametros
deve ser tal que eles tendam a um mesmo valor. Por outro lado, de nada adianta impor
a1 = by como ponto de partida pois, se esses parametros nao permanecerem constantes
ou se nao evoluirem juntos, a SQED usual nao podera ser recuperada. Entao, se

da, dby

fizermos a; = by, devemos ter também st = s°71, que implica que B4, = By, .

Embora as consideragdes acima sejam razoavelmente simples, as fungdes do GR
determinadas na se¢ao anterior carregam consigo uma dependéncia complicada em um
grande nimero de parametros: e, A\, m, ay, as, by, ba, b3, by e &,, n = a,b,c. Com
isso, pode ser dificil na prética determinar relagoes gerais entre esses parametros que

da

fixem os intervalos nos quais as variagoes s sao positivas, negativas ou zero. Além
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disso, ainda pesa o fato que, dadas a necessidade do célculo de fungoes 1PI de 4 e 6
pontos e a existéncia de contribuigoes de 2-loops em baixas ordens de perturbacao, nem
todas as funcoes do GR puderam ser determinadas. Assim, para poder extrair alguma
informagao sobre a evolucao dos parametros, devemos impor certas simplificagoes e

analisar diferentes casos.

A primeira simplificagdo que iremos adotar sera fazer &, = 0. Essa escolha sé faz
sentido se termos divergentes com a forma dos vértices proporcionais aos &, nao forem
gerados no célculo das fungoes de 4 pontos. Caso contrario, aqueles termos devem ser
mantidos na lagrangiana para que as divergéncias possam ser canceladas.

Vamos entao considerar a situagao em que forcamos a teoria a ter a; = b; = ¢ com
o vinculo adicional 3,, = [,. Esse vinculo impoe que os parametros a; e b; devem
evoluir juntos, de forma a permanecerem iguais. Nesse caso, colocando um fator ¢? em
evidéncia na lagrangiana e redefinindo apropriadamente ¢=19y — 9y, c 1 Ag — Ay,
c2m? - m?, ¢ 2\ = Nec 2g — g, iremos obter novamente os termos usuais da SQED
em (4 + 1) dimensoes e os termos com derivadas de ordem superior aparecerao todos
divididos por um fator ¢2. Essa escolha corresponde a assumir que, independentemente
da escala de energia, os termos usuais se mantém isotrépicos. Nesse caso, embora
a simetria de Lorentz ainda seja quebrada por causa da presenca dos termos com
derivadas de ordem superior, se esses termos vierem a desaparecer, o que sobrar sera
uma teoria invariante de Lorentz. Fisicamente, a escolha a; = b; = ¢ corresponde a
assumir que, na ausencia dos termos de derivadas altas, temos uma velocidade da luz
bem definida. O vinculo B,, = f,, por sua vez, diz que essa velocidade da luz deve

continuar bem definida, ainda que seu valor possa variar com a escala de energia.

Fazendo &, = 0 e a1 = by = ¢, as fungoes f,, e B4, dadas por (4.28)), 5y, e bp,, dadas
por (4.33) e B, dada em (4.35)), passam a depender somente de as, by, b3 € by, porém,

a unica dessas fungoes que depende de by € S,,.
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A seguir, impondo o vinculo f,, = f3,, podemos eliminar b, em funcao de ay, by €
bs, de modo que as funcoes beta passam a depender somente dessas variaveis.

Tendo colocado em evidéncia um fator global ¢? na lagrangiana, este pode ser des-
considerado, pois nao ira afetar as equagoes de movimento. Olhando agora para os
termos com derivadas altas, os acoplamentos aparecem divididos por ¢2. Seja a, um
dos acoplamentos de termos que quebram a simetria de Lorentz, como as, bs, bs ou by,
por exemplo. De acordo com , a variacao relativa da combinagao a?/c* ¢ obtida

fazendo:

o (—) = 2 (8, — B2) — (dim (a) — dim (¢))] (4.36)

onde /BC = /8(11 = Bbr

~ . . 2
Para que ocorra a restauracao da simetria de Lorentz, devemos ter sd% (‘;—2) > 0.

Logo, de acordo com (4.36)), a condicao que deve ser satisfeita é:

o (5.4 B0~ dm @) wam

Neste ponto, convém dividir a analise em 3 diferentes casos:

e 1° Caso: A importancia dos termos usuais decresce com a escala de energia, ou
seja, 5% > 0.

e 2° Caso: Os termos usuais ndo evoluem com a escala de energia, ou seja, devemos

ter s% =0.
S

e 3° Caso: A importancia dos termos usuais cresce quando a escala de energia

diminui, ou seja, s% < 0.
S
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. .d
1° Caso: sd—g >0

Nesse caso a importancia dos termos usuais decresce com a escala de energia, ou seja,
s9 > 0 e, de acordo com (2.41)), devemos ter . > (z — 1)/z = 1/2. Nessa situacao,
a restauracao da simetria requer, necessariamente, que as fungoes 3, sejam positivas,
além de satisfazerem a condicao (4.37]).

Esse caso corresponde a uma situagao em que a importancia dos termos usuais
diminui quando reduzimos a escala de energia. Isso implicaria que, em um universo de
altissimas energias, a velocidade da luz poderia ser maior, o que, em principio, parece
compativel com um cendrio de inflacao cosmica. Para que essa hipotese faca sentido,
porém, é preciso que os acoplamentos dos termos de derivadas de ordem superior

diminuam mais rapidamente do que os termos usuais. Essa exigéncia ¢ atendida quando

as fungoes beta satisfazem a condicao (4.37)).

2° Caso: s% =0
S

Os termos usuais nao evoluem com a escala de energia, ou seja, s% = 0. Entao, de
acordo com (2.41)), temos 3. = 1/2. Como (dim (a) — dim (¢)) /z = —1/2, a condigao
se reduz a (8, > 0 e, por isso, nesse caso, basta analisar o sinal das funcoes [,.
Se elas forem positivas, a importancia dos termos de derivadas altas diminui com a
escala de energia e a simetria de Lorentz é restaurada.

Essa é a situacao em que temos uma velocidade da luz bem definida e constante,

seja no universo de altas ou baixas energias.
3° Caso: s% <0

A importancia dos termos usuais cresce quando a escala de energia diminui, ou seja,
s <0, o que requer, de acordo com (2.41)), que tenhamos 3. < 1/2. Nesse caso
o , 0 que requer, de a A1), qu amos [, . Nesse caso, as

fungoes [, podem ser positivas ou negativas, desde que a condi¢ao (4.37)) ainda seja
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satisfeita.

Aqui, a velocidade da luz tende a aumentar com a diminuicao da energia. Isso
faz com que os termos usuais ganhem importancia no nosso universo. Porém, no
universo de altissimas energias, em principio seria possivel inclusive assumir que os
termos usuais podem ser desconsiderados, o que corresponde a tomar a; = by = 0
como ponto de partida. Assim, os termos usuais funcionariam sob um regime de
liberdade assintética. Em especial, quando fazemos a; = by = 0, nao apenas as partes
divergentes das integrais J(x, y, z) (ver Eq. (3.36])) podem ser calculadas E|, mas também

as contribuicoes as partes finitas das fungoes 1PI.

Para analisar esse caso, podemos fazer a escolha particular 8. = 0. Com isso,
garantimos que a condicao (2.41)) seja satisfeita, isto é, teremos . < 1/2. Além disso,
com essa escolha, o vinculo ,, = [, se torna particularmente simples de se lidar.
Como essas fungoes beta dependem de e como um fator multiplicativo global, quando
elas sao igualadas a zero, o fator que depende de e pode ser cancelado. Depois, é
possivel determinar nao s6 by, mas também b3 como funcao dos parametros as e bs.
As expressoes de bz e by sao as solugoes do sistema formado pelas equagoes f,, = 0 e

B, = 0, sendo dadas por:

by
3(a3 + agby + b2)

b3 = |i3b2(30,3 — CLQbQ — bg)

(4.38)

1/2
V/3y/ 20§ — 4a3bs + Satby + Tab + 18a3b} + 180203 + 91

3Uma deducio do célculo das integrais J(x,y,2) para o caso em que os termos usuais sio mantidos
“desligados” pode ser encontrada no Apéndice |g
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e
b4 = \/6( > - bzb - b2) |:3b2(a§ — 7a2b2 — 7bg>
as+a
2 h R (4.39)

1/2

£ 4v/3/ 248 — da3by + 8asby + Ta3b + 18a3bi + 18asb} + 008

A tnica funcao beta que depende de by é (,,, mas a expressao de by dada em (4.39))

foi obtida justamente de modo a satisfazer o vinculo 3,, = 8, = 0. Da mesma forma,

0 by dado em (4.38)) é justamente aquele que se obtém ao satisfazer esse mesmo vinculo.

As outras funcoes, B,, Bb, € Bpy, quando fazemos a; = by = ¢, dependem somente de

as, by e bs. A dependéncia em b3 pode ser eliminada, substituindo o resultado (|4.38))

nas formulas dessas funcoes beta. Com isso, temos:

e2 ) 62 4262 (3b2P1 (CLQ, b2> + 2\/§ PQ(CLQ, bg))
S — 2
fs 27648m2asby 08a + 276, + Ps(ag, by)
2
<3b2P1(a2, 52) + 2\/3 PQ(CLQa b2>>
+ ;
(Ps(am 52) )2
By, = G 36 + _ 9b2(23a3 + 3T7azby + 16b3)
27 230472 as(as + by)3 |~ 2772 2 2

as(as + 3by) <362P1(a2, by) F 2v/3+/Pa(as, bg))z
(Ps(az, by))?
6ba(7a2 + 9asbs + 4b2) <3b2P1(a2, b) F 2v3+/Ps (as, bg))
B Ps(ag, by) ] }

(4.40)

(4.41)
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- e? P3(a2, 52)
153672 (ag + bo)? by (—3b2P1(a2, b)) F 2\/§ Ps(as, 52))

B,

X {9b2(3a§ + 9asby + 25a3b3 + 41aybiy + 20b5)

3(15a2 + 45a3bs + 50262 — 69asb} — 40b1) <3b2P1(a2, bo) F 2v/3+/Pa(an, b2)>
Ps(az, by)
20y (8a2 + 15a3by + 6b3) <3b2P1(a2, by) F 2v/3/Py(as, b2)>2
(Ps(az,b))?

+

+

(4.42)
onde os polindémios Pj(ag,bs), Ps(az,bs) e Ps(az, by) foram definidos para tornar a
notacao mais compacta e por serem expressoes que se repetiam nas diferentes funcoes

beta. Esses polinomios sao:

Pl(ag, bg) = —3(13 + ngg + b%
Py(ag, by) = —2a$ — 4ajby + 8asb3 + Taibl + 18a3bs + 18agb + 9b§ (4.43)
P3(a, by) = a3 + asbs + b

Observamos, contudo, que mesmo com todos os sucessivos processos de simplificagao,
as expressoes das funcoes do GR apresentadas acima ainda sao complicadas e dificeis
de analisar. Realizar uma expansao em série dessas funcoes em torno de as = by = 0
nao faz sentido pois, como pretendemos analisar um cenario onde esses acoplamentos
decrescem, esperamos que na escala de altissimas energias, as constantes as e by nao
possam ser consideradas pequenas. Desse modo, recorremos a um método de solucao
numérica para determinar as raizes das funcoes e depois analisamos o comporta-
mento do sinal das funcoes sob perturbagoes de diferentes ordens de grandeza ao redor
dos valores dessas raizes. Quando consideramos b3 e by com o sinal ‘—’ onde aparece

‘+’, nao existe solucao para a qual as 3 fungoes beta acima sao positivas. Considerando,



4.4 Anaélise da Evolucao dos Parametros com a Escala de Energia 115

entao, o caso com sinal ‘+’ onde aparece ‘+’ em (4.38)) e (4.39)), constatamos que:

e No intervalo 0 < 2 < 0, 62429879, temos ,, > 0.
e No intervalo 2—2 > 0,48792827, temos Sy, > 0.

e No intervalo 2 > 0,49508332, temos (3, > 0.

Com isso, concluimos que, para que a simetria de Lorentz possa ser restaurada, a

relacao entre os valores de partida dos acoplamentos by e as deve ser tal que:

b
0,49508332 < 2 < 0, 62429879 (4.44)
a2

Para verificar se a restauracao de fato ocorre, é preciso ainda, analisar o sinal de
B, Para obter essa funcao seguindo o mesmo procedimento perturbativo usado no
caso das outras, mais funcoes de vértice precisariam ter sido calculadas. No entanto,
como o vinculo 3,, = B, forneceu uma expressao de by como funcao apenas de as e by
(Eq. ), podemos usar a regra da cadeia escrever a derivada de by com respeito a

i e, entao, usar as definigoes (4.18) das fungoes beta para obter uma férmula para [,:

db4 dag % dbg %

Oby
—_— R —_— b =
Mdlll Mdﬂ 8@2 +IudlLL abg 4ﬁb4 a26&2 as

by
— + b By, — 4.45
B 2Pz 5, (4.45)
onde, no ultimo passo, foram identificadas as fungoes f3,, e By, .
Testando a expressao acima dentro do intervalo (4.44]), constatamos que os valores

obtidos para a funcao [3,, sao positivos no subintervalo:

b
0,50848002 < — < 0, 62429879 (4.46)

a2

Portanto, no caso aqui considerado, se by/as estiver no intervalo (4.46) acima, a

simetria de Lorentz é, de fato, restaurada.






5. Consideracoes Finais

A proposta inicial desse trabalho envolvia o estudo e o desenvolvimento de um modelo
analogo a eletrodinamica quantica escalar, estendida para conter termos com derivadas
de ordem superior. Essa extensao se baseia na proposta de Horava [5] [6] e Lifshitz [7]
de introduzir termos anisotropicos com maior nimero de derivadas apenas na parte
espacial da acao. Uma versao preliminar do nosso modelo, contendo tanto um setor
escalar como um espinorial, foi estudada por M. Gomes et al [2I]. Naquele trabalho,
porém, os termos usuais, andlogos aqueles proporcionais a a; e by que aparecem na
lagrangiana , foram omitidos. Quando os termos usuais nao aparecem, as integrais
J(z,y, z) tém solugao exata (Ver Apéndice[C]) de modo que, nao apenas as contribuigoes
divergentes podem ser calculadas, mas também as partes finitas das fungoes 1PI até
a aproximacao de 1-loop. Isso que permite, por exemplo, determinar as primeiras
correcoes radiativas a acao efetiva. Um questionamento que surge nesse cenario, porém,
é se faria sentido escolher “desligar” os termos usuais. Afinal, sabemos que no nosso
universo sao eles e nao os termos de derivadas mais altas que estao de fato presentes.
Essa escolha, no entanto, pode fazer sentido em um contexto de desacoplamento entre
escalas de energia, isto é, em um universo de altissimas energias no qual a relevancia
dos termos com derivadas de ordem superior é muito maior que a dos termos usuais. No
nosso trabalho, a escolha de manter os termos usuais “ligados” traz como consequéncia
a o aumento da dificuldade para determinar as partes finitas das integrais de 1-loop.

Essa dificuldade, porém, nao inviabiliza a determinacao dos contratermos e nem a
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andlise da evolugao dos parametros por meio do grupo de renormalizacao, ainda que o

volume de calculos seja consideravel.

Outra caracteristica do nosso estudo é a escolha relativamente simples de um termo
de fixagao de calibre do tipo Coulomb-Landau, por meio da qual os propagadores mis-
tos < ApA; > dos campos de calibre se anulam. Uma escolha diferente desta, por
exemplo, corresponde ao uso de um termo fixador nao-local [19] [20] [21] [22] que, em-
bora contenha tanto campos Ay quanto A;, ainda é capaz de manter o desacoplamento
entre as partes espacial e temporal. Nossa escolha, porém, segue a proposta de Iengo e
Serone [9] segundo a qual, em um cenério de quebra da simetria de Lorentz, a escolha
do calibre de Coulomb nao traz problemas adicionais e é particularmente conveniente
por sua simplicidade. No trabalho de Iengo e Serone [9], diferentemente do nosso,
é analisada uma teoria de calibre fermionica e uma série de simplificacoes é imposta
de modo a viabilizar o estudo. Ao tentar construir uma versao analoga aquela para
o caso de campos de matéria bosonicos sem impor as mesmas restricoes, acabamos
por nos deparar com uma estrutura muito mais complexa. Isso porque as simetrias
que a lagrangiana deve respeitar — unitariedade, simetria de calibre, invariancia
rotacional e invariancia sob conjugacao de carga — nao impoem uma restricao suficien-
temente forte para evitar a inclusao de uma série de termos de interacao que podem,
e de fato sao, gerados pelas correcoes radiativas. Além das simetrias da lagrangiana, o
unico fator limitante em relacao a inclusao de novos vértices, corresponde a exigéncia
de que a teoria permaneca renormalizavel. Essa grande quantidade de vértices que a
teoria deve conter, acaba por aumentar drasticamente o volume de cédlculos e constitui,
junto com a presenca dos termos usuais nas integrais, uma das principais dificuldades

encontradas neste trabalho.

A grande quantidade de vértices também influi na possibilidade de analisar de

maneira concisa a evolugao dos parametros com a escala de energia. De fato, para
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chegar a alguma conclusao acerca da restauracao da simetria de Lorentz, uma série
de simplificactes se fizeram necessarias. Assim, optamos por analisar o caso em que
os termos usuais se mantém com o mesmo peso de modo que, quando os termos de
derivadas de ordem superior decrescem, temos uma velocidade da luz bem definida.
Para garantir que esses pesos se mantivessem iguais, foi imposto, como vinculo adi-
cional, que as fungoes beta dos acoplamentos dos termos usuais deveriam ser iguais.
Depois disso, separamos a andalise em 3 casos distintos e analisamos o terceiro deles.
Para o caso analisado, constatamos a possibilidade de haver restauracao da simetria
de Lorentz para certos intervalos de valores relativos dos acoplamentos dos termos de

derivadas altas.

Devemos destacar, por fim, que ainda ha muito a ser feito no sentido de ampliar o
estudo aqui apresentado. De forma imediata, podemos seguir com a andlise dos outros
2 casos destacados no final do Capitulo @] Ambos envolvem a solugao de sistemas de
inequacoes relativamente complicadas e provavelmente, assim assim como no terceiro
caso, irao requerer uma abordagem numeérica. O primeiro caso, que é aquele em que a
velocidade da luz diminui quando reduzimos a escala de energia, é provavelmente o mais
interessante dos trés dentro da perspectiva de se estudar um modelo inflacionario de
teoria quantica de campos. Nesse contexto, um passo necessario para dar sequéncia ao
estudo da restauracao da simetria de Lorentz, é o calculo das contribuicoes divergentes
das funcoes de 4 e 6 pontos. Esse calculo, além de permitir a determinacao de outros
contratermos, complementando com isso o procedimento de renormalizagao, abriria a
possibilidade de explorar novas equagoes do grupo de renormalizacao. A complexidade
das fungoes do GR, em si, ja configura mais uma oportunidade de pesquisa no sentido
de explorar diferentes casos caracterizados por diferentes vinculos entre os parametros.
Mais um ponto de possivel interesse reside no desenvolvimento do calculo das integrais

J(x,y,z). Até entao, exceto quando os termos usuais sao “desligados”, apenas as partes
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divergentes dessas integrais puderam ser determinadas. O préprio caso de auséncia de
termos usuais carece de maior desenvolvimento, além de permitir a determinacao de
correcoes radiativas a agao efetiva, mais um ponto a ser explorado. Outra oportunidade
pode surgir no estudo da estrutura das integrais dos diagramas de 2-loops que, como
vimos, podem contribuir com a analise do grupo de renormalizacao mesmo em baixas

ordens de perturbacao.



A. Equacoes de Euler-Lagrange e o
Teorema de Noether

Em um dos apéndices da tese de doutoramento de P. R. S. Gomes [35], é apresentada
uma dedugao do teorema de Noether [I] para teorias com derivadas de terceira ordem.
Aqui buscamos encontrar a forma geral das equacoes de Euler-Lagrange para teorias
com um numero arbitrario de derivadas a partir do principio variacional. Em seguida
fazemos uma deducao do teorema de Noether nessa situacao e exibimos a expressao da
corrente conservada associada.

Vamos supor que a densidade lagrangiana de uma teoria de campos possa depender

de um campo ¢ e de derivadas desse campo até ordem N > 1, ou seja:

L = L16,00,0%,...,0V9] (A1)

Quando o campo ¢ varia de uma quantidade d¢, a lagrangiana varia de uma quan-

tidade 9. dada por:

(O 0®) = Y- 5ni0(0"0) (A2

n=0

0.2 0.
s - %564
¢ O Ond)

O
onde, na segunda igualdade, definimos uma notagao mais compacta que sera conve-
niente nas dedugoes que seguem.

De acordo com o principio variacional, a agao S = [ dx.Z deve se manter constante
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de modo que .Z nao pode variar por mais do que uma divergéncia total irrelevante
sob integracao. Com isso em mente, podemos usar a regra do produto sucessivas vezes

para reescrever a expressao (|A.2)) como:

0.
9(0"¢)

5+ 0 (A.3)

n=1 m=1

N
0L = (-1)ror
n=0

O segundo termo do lado direito da expressao acima é, de fato, uma divergeéncia
total e ird se anular sob integragao. Assim, concluimos que a validade do principio
variacional requer que o primeiro termo do lado direito se anule. Portanto, para uma

variagao d¢ arbitraria, devemos ter:

P Ay (A4)

que sao as equacoes de Fuler-Lagrange.
De fato, é facil ver que para o caso mais comum N = 1, a expressao acima se torna:
0L A4

~9 =0
¢ "0(0,9)

Por fim, sob a imposi¢ao da validade de (A.4]), se . varia apenas por uma divergéncia

total, isto ¢, se 0.2 = 0,0", podemos definir uma corrente convervada j* tal que

Ouj" = 0 fazendo:

9 i _ w
0=0,j"=0L—0,0
e, comparando essa expressao com (A.3]), podemos escrever:

, Y& il 0L . )
]u:{zz(_n (a m)a 5¢}—9 (A.5)

n=1 m=1

que ¢ a corrente de Noether associada a ¢.



B. Acao Fixadora de Calibre e Acao
de Fadeev-Popov

Neste apéndice procuramos seguir as notas de aula de M. Veltman [56] para explicar
o procedimento de fixagao de calibre e o surgimento dos fantasmas de Fadeev-Popov.
Sob o ponto de vista do formalismo de integrais de trajetéria, o funcional gerador

das fungoes de Green ordindrias seria dado por (2.1)) e poderiamos escreverﬂ

Z[J] = / DA, 5T 4u) (B.1)

onde a agao S é simplesmente a integral sobre as coordenadas do espago-tempo da
densidade lagrangiana . Entretanto, a integral de trajetéria (B.1)) soma sobre
todos os possiveis A,,, inclusive aqueles relacionados meramente por uma transformagao
de calibre e que, do ponto de vista da acao S que define a teoria, sao completamente
equivalentes.

Procuramos entao fizar o calibre, isto é, encontrar uma maneira de redefinir a teoria
de modo que a integral de trajetéria nao se estenda sobre valores de A, relacionados por
transformacoes de calibre. Esperamos ainda que essa redefinicao permita encontrar um
propagador bem definido. Isso é feito acrescentando o novo termo (|1.38) a lagrangiana
original.

Conforme dito no Capitulo [T} esse novo termo deve ser escolhido de modo a quebrar

L Aqui iremos ignorar o fator de normalizacdo N que aparecia originalmente em (2.1)) uma vez que
este nao ¢é relevante para a discussao desenvolvida.
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a invariancia de calibre da teoria definida por para que, com isso, essa teoria
passe a depender de particulares escolhas de calibre. Essa quebra de simetria é o prego
a se pagar para que seja possivel definir um propagador nao singular.

Vejamos agora qual é o efeito sobre o funcional Z[J] da adigao da acao fixadora de
calibre a acao original da teoria. Levando em conta essa modificacao, reescrevemos

(B.1) como:

Z[J} _ /DAM ei(S—i-J“Au)—igfdeQ (BQ)
onde a acao S que aparece na exponencial ainda é a integral da densidade lagrangiana

antes da introdugao do termo fixador de calibre ([1.38)).

Sob transformagoes de calibre, o termo de fonte J#A,, se transforma como:

1 1 1
JA = TH(A 4 —00) = THA, + -0, (AT) = A, " (B.3)

onde, na ultima passagem foi feita uma integragao por partes. O termo de superficie
0, (AJ") deve se anular sob integracao.
Entao, para que o termo de fonte seja invariante de calibre, a fonte J* deve ser tal

que:

0,J" =0 (B.4)

Com essa escolha, entre os termos que aparecem na exponencial em , apenas o
termo fixador ird depender da escolha de calibre. Em outras palavras, se uma trans-
formacao de calibre corresponde a fazer A, — A, + %@LA, apenas o ultimo termo na
exponencial depende de uma particular funcao A(z).

Por outro lado, conforme dito acima, a integragao sobre o campo A,, carrega consigo

o problema de, no sentido de transformacoes de calibre, integrar sobre infinitos valores
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equivalentes desse campo para cada ponto do espago-tempo. Porém, considerando A;,
a forma de A, para uma particular escolha da funcao A, podemos reescrever a medida
de integracio DA, como DA| DA e separar a integral de trajetéria em (B.2) de modo

que:

Z[J] = / DA, e+ A / DA e 2 [ &6 (B.5)

Como a integral de trajetoria f DA soma sobre todos os possiveis A, cuja dependéncia
GG contém e que representam as infinitas possibilidades de escolha de calibre, cada par-
ticular escolha de G corresponderia a diferentes maneiras de atribuir mais ou menos
“peso” a determinada escolha de calibre em comparacao com as outras. Para contornar
isso, devemos modificar a definicao dessa integral de modo que ela passe a independer
de uma particular escolha da forma de G. Isso pode ser feito introduzindo um fator
jacobiano que transforme a integral sobre todos os possiveis A em uma integral sobre
todos os possiveis GG, o que corresponde a assumir que a soma sobre todas as possiveis
escolhas de calibre para cada particular A, deve, na verdade ser feita de modo que a

liberdade de calibre seja diretamente representada por G e nao por A. Assim, redefi-

nimos (B.5]) como:

Z[J] = /DA; e“S“*"Au)/DA det <§) e 2a A2 G? (B.6)

Esse novo fator jacobiano det (%) ¢ chamado determinante de Faddeev-Popov. E
possivel mostrar que ele pode ser escrito na forma de uma integral de trajetoria sendo

dado por:

det (i—i) = /D@DC’@”dmC(ﬁ)C (B.7)

onde C'(x) e C(x) sdo campos nao fisicos anticomutantes introduzidos pela conveniéncia
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de escrever o determinante jacobiano em forma integral e sao chamados fantasmas de
Faddeev-Popov. Assim, lembrando que DA} DA = DA, podemos escrever a versao

final do funcional gerador de uma teoria de calibre como:

Z[J] = / DA,DCDC ¢S t5ertSppt/tdu) (B.8)

onde S é a acao invariante de calibre original, Sqr é a acao fixadora de calibre, dada
pela integral sobre as coordenadas do espago-tempo da densidade lagrangiana (|1.38)) e

Sr.p é a entdao chamada acdo de Faddeev-Popov, sendo dada por:

Sp.p = /dDa: C (g—i> C (B.9)

Embora tenhamos, por simplicidade, partido do exemplo abeliano da eletrodinamica
(Eq.) essa particularizacao se refletiu somente no que se referia a singularidade
do propagador. Ainda assim, o problema do propagador dos campos de calibre é
comum a qualquer teoria de calibre. Mesmo que, em teorias nao abelianas, possamos
mostrar que o campo de calibre adquire massa por meio do mecanismo de Higgs, por
exemplo, em sua definicao fundamental essas teorias carregam o mesmo problema da
singularidade do propagador livre. Desse modo, podemos afirmar que a discussao
acima é bastante geral no sentido de se estender a teorias nao abelianas simplesmente
considerando os campos envolvidos, inclusive os fantasmas, como quantidades Lie-
avaliadas e tomando alguns tragos de produtos de geradores T, onde for necessario.
A inclusao de termos de acoplamento a matéria na teoria, por sua vez, exige somente
a integracao correspondente desses campos no funcional gerador e também nao altera

consideravelmente o conteido aqui discutido.

Por fim, devemos notar que, como neste trabalho nos restringimos a considerar teo-

rias abelianas, a acao de Fadeev-Popov se desacopla da teoria podendo, portanto, ser
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ignorada. Isso é assim pois, conforme explicado acima, esses termos vém da variacao
do termo de fixagao de calibre que, por sua vez, depende da variacao de A,, que no
caso abeliano ¢ apenas 0, A. Entao, para o calibre de Coulomb, por exemplo, o termo

fixador se transforma como:

(&
de modo que:
oG 1
— =-A B.11
N e ( )

onde A = 0,;0; é simplesmente um operador laplaciano.
Assim, o objeto (‘;—f) ¢ independente de A, e a acao Sp.p nao tera termos de interagao
entre os fantasmas e os campos de calibre. De fato, para o exemplo do calibre de

Coulomb, redefinindo os campos C' e C para absorver o fator 1/e, teremos:

SF_p = /dDSC UAC s (B12)

de modo que a dinamica dos fantasmas é completamente independente dos campos

fisicos da teoria.






C. Calculo das Integrais em 1-Loop

C.1. Calculo da Parte Divergente das Integrais

Nesta secao iremos demonstrar como deduzir a expressao que representa a
parte divergente das integrais . A deducao é feita em um dos apéndices da tese
de doutoramento de P. R. S. Gomes [35] e também mostrada no trabalho [10]. Essas
integrais surgem nos calculos das corregoes de 1-loop as funcoes de Green 1PI da teoria

descrita pela densidade lagrangiana ({3.2)) e sua forma geral é:

L
(k2 — b2k — b2k4 — m?2 + ie]?

J(x,y,2) = / [dko)[d?k] (C.1)

onde d, x, y e z devem ser tais que essas integrais sejam no maximo quarticamente
divergentes. Aqui, passamos a explicitar um termo ie que desloca o pdlo do integrando,
bem como escrevemos [dk] = [dko][dk] de modo a explicitar a separacio entre as partes

temporal e espacial.

Ao executar uma rotacao de Wick para J(z,y, z), fazemos kg — iko e, com isso,

passamos a ter:

LE
k2 + b2k2 + b2k + m2)?

J(z,y,2) =i te% /[dko][ddl;] (C.2)

Partindo da definigao da funcao I'(z) e fazendo uma mudanca de varidvel t — YA,

temos:
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F(Z)Z/ dtt'z_le_t:Az/ dyy~tet = —:—/ dy~yle A
Az z) Jo

0 0

onde A? representa o denominador do integrando de ((C.2)).

A parametrizagao de Schwinger corresponde a substituir a transformacao acima no
integrando de ((C.2)). Depois disso, reorganizando essa expressdo apropriadamente,

temos:

Z'1+:1372z

/ dry T’ / (dko] k=¥ / (R [F|re SRR ()
0

A integral em ky pode ser feita diretamente bastando para isso, utilizar a definicao
da fungao I'(2) e fazer uma mudanca de varidvel. Quando o expoente x é um nimero
impar, o integrando é uma fungao impar e imediatamente temos que a integral se anula.

Se x é um numero par, por outro lado, temos:

[ R R I (2£) (C.5)
ko L (em) 27y (@ +1)/2 2 :

A seguir podemos passar a integral da parte espacial para coordenadas esféricas,

obtendo:

ddE - 27.2 274 2 i 27 217112 L4
I- — Y, —y(b3k24+03k%Y) _ / d+y—1 _—vbi|k[* —|k| )
¢ / oy ¢ Gy Jy M ()

O resultado dessa integral pode ser escrito em termos da funcao hipergeométrica

confluente  F}, sendo dado por:
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= 1 1 d+y d+y 1 b3
le= 2(4m)4/21(d/2) { (/yb%)(d+y)/4r< 4 ) 1B (Ta 35 4b§>

_ 07 F(d+y+2) Fo(dtut2 3 b
(%) (d+y+2)/4 4 141 2

As funcoes 1 F7 que aparecem acima podem, por sua vez, ser expandidas em torno

de v = 0 e essa expansao ¢ dada por:

d+y)b4
() =1+ gy + 00 o
F <d+Z+2 3 E) —1+0()

onde o termo de ordem « na segunda linha foi desconsiderado porque a funcao | Fj ali

expandida aparece em ((C.7)) multiplicada por um fator v*/? adicional.

Substituindo (C.8]) em (C.7)) e esta, por sua vez, em ((C.4) juntamente com o resultado

obtido em (|C.5)), nos resta fazer a integral em ~y. A integral (C.1)) é divergente para kg =

:I:\/ bik2 + bok* + m2. Apds executar a rotagao de Wick, o comportamento divergente
passa a se manifestar no limite v — 0. Isso justifica tomar apenas os primeiros termos
nas expansoes (C.8), ja que estes serdo os termos dominantes nesse caso. Assim,

realizando a integracao em 7y, chegamos finalmente a:

2—d—3,ﬂ_7%71 [(_1):1:_,_1] Z—x— 11‘*( )(bQ)i —d—y)—
F(5)TE)

{bgemf (_ 1) %(fdnyrZ)P (d+y) (z’mQ) § (d+22+y—42+2) I ( —d—2x—y+4z—2)

J(z,y,2) =i te% X

4

— b2y (1) §(=d—1dz—y)p (d+y+2) (img) 1 (d+2a+y—42) r (_d_Qﬂ_sz)

4 - b4 Zzz(—l)%(_d_y“)(d—l—y)f‘ (d—l—y) (Zmz)i(dﬂﬂy dz— 2)F (—d—2z—4y+4z+2) }

(C.9)
Definindo w = (42 — 2z — y — d) /4 e usando o fato de que a expressao acima se anula

para x impar para calcular as exponenciais complexas, podemos escrever o resultado
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de forma simplificada:

J(l’,y, Z) _ i1+x—2z [(_1)90 + 1] FQ(IT)

(47T>(d+2)/2 2 r (
| (C.10)

que é o resultado apresentado em ([3.37)).

C.2. Truque de Feynman e Integrais com Mais de um
Propagador

O truque de Feynman para o calculo de integrais de 1-loop, cuja expressao é dada
em ([3.50]), é descrito por 't Hooft e Veltman em [33]. O desenvolvimento feito em ((C.3)
pode ser facilmente generalizado para o caso de denominadores diferentes, resultando
em:

1 1

— OOd db za—lbzb—l —aA—-bB C]_l
Az B F(za)F(zb)/o aava c (C.11)

Utilizando a identidade §(f(v)) = mé(v — 70), onde g é raiz de f(v), podemos

mostrar que:

1:/000617%5 (1—§(a+b))

e, inserindo essa expressao no integrando de (C.11]), temos:

1 1 % 1
= dadbdy=6 (1 -1 b)) a* 1 leaATbB C.12
ey F(za)f‘(zb)/o adbdyy (1-36+0))a ¢ (C.12)

A seguir, fazendo as mudangas de varidveis a — vyr e b — vy e usando o delta de

Dirac para fazer a integragao em vy, temos:
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1 1 1 o0
— d Za—1 1— zp—1 d za+2zp—1 —v[zA+(1—2)B)] C.13
A=B%  T(z)0(z) /0 ze* (1~ 2) /0 e ‘ (C.13)

sendo que, como o delta de Dirac (1 — x — y) garante que = + y = 1, a regiao de

integracao em x pode ser limitada ao intervalo [0, 1].

A integral em v, de acordo com ((C.3)), é:

/OO d’}/ PyZa+2b71€7'y[1A+(17I)B)] — F(Za i Zb) (C14)
: eA+ (1 - )BT

Por fim, substituindo (C.14) em ((C.13]), chegamos a:

1 T(za+2) /1 " P (1 — x)t
AzBa T (z,)I(2) Jo [zA+ (1 —2)B]*™™

que é a férmula do truque de Feynman (3.50)), dada no Capitulo .

(C.15)

C.3. Calculo Exato na Auséncia de Termos Usuais

Na auséncia de termos usuais, isto é, quando tomamos a; = 0 ou b; = 0, os propa-
gadores deixam de ter os termos proporcionais a k? em seus denominadores. Nesse
caso, é possivel efetuar o célculo exato das integrais do tipo J(z,y, z) [10] [21], que sao

dadas por:

kg |kl
(k2 — bE* — m2 + ie]*

J(z,y,2) = / [dko][dK] (C.16)

onde optamos por escrever b no lugar de b3.

O primeiro passo, assim como antes, consiste efetuar uma rotacao de Wick fazendo

ko — 1ko. Em seguida, a integragao em ky é efetuada:
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- ko ||y
‘]('Ta Y, Z) = Z-x—2z /[dk‘o] [dd/{] OJ ’
(k2 + bk* + m?)?
5 S i C.17
R ) Rl G ) Y 197 K[ (C.17)
- 2I' (2) - (2z—a-1)/2
b+ ]

A integral na parte espacial, por sua vez, pode ser escrita em coordenadas esféricas.

Com isso, temos:

J($7 Y, Z) = ix_Qz

ACILIC S [a

2T (Z) )dF(d/Q bk + mg](Qz—x—l)/Q
(C.18)
e, mudando para a variavel u = k?, ficamos com:
T (ST (B0 grd2 w12
J(‘Tay72>zl ( 2 ) ( 2 ) T / du u
2 2r (Z) (27‘r)dr(d/2) 0 [bu2 + mg](Qz—z—l)/2
(C.19)
Notando que:
< o )n w2 B u
) od "
a integral em u que aparece em ((C.19) pode ser escrita como:
B (y—d+1)/2 oo ud—l
_ —(4z—2x—y+d—3)/4
((%) b /0 N e (C.20)

onde A = m?/b e sendo que a integral em u em (C.20)) é dada por:

/0 du [u2 4+ A (Z—2w—y+d—3) /4
(2m)T'(d/2) I'((4z — 22—y —d — 3)/4) 1

- ( 22 ) (4m)4°T (42 — 2z —y + d — 3)/4) ( i) T
(C.21)
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Substituindo (C.21)) em (C.20)), efetuando as operacoes de derivagdo em b e depois
substituindo o resultado em (C.19)), chegamos a:

ixfgz r (mTH) r (22—38—1) r (4272x7y7d73) I (2;d) b,(y+1)/2
Yy

2 4 2
— ) m(4z—2z—y—d—3)/2

J(xv Y, Z) = 2(47T)d/2 or (Z) T (4z—2x—y+d—3) r (1
(C.22)

4 2

O resultado acima também pode ser obtido seguindo o procedimento da Secao

deste apéndice. Fazendo by = 0 e by = b em ((C.7)) e considerando apenas o primeiro
termo da expansao ((C.8)), o que corresponde a tomar:

dty 1 W\
1F1(Ta§vm ~ 1,

uma expressao mais simples para [; é obtida e o mesmo desenvolvimento descrito

naquela secao pode ser repetido normalmente.
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