MECANICA QUANTICA I — 4300403
Primeiro Semestre de 2013

Lista de Exercicios 10

Entrega: 27 de maio de 2013

Entregar exercicios marcados com “@®”.

1. Definindo a base |x) tal que |f) = [ dx |x) f(x) e usando a defini¢do de produto escalar no espago de
fungdes:(g|f) = [dx g*(x)f(x), verifique que:
@ (ylx) =d(y —x).
) f(x) = (x[f)-
(© [dx|x) (x| =1.

(d) Usando: (f|£f) = [dx f*(x)xf(x) e a férmula do item (c) acima verifique que: (x|2|f) = xf(x) e
portanto que £ |x) = x |x), p01s f é uma fungado qualquer.

2. Se fu(x) é uma base ortonormal: (f,|fi) = Jum € se uma func¢do qualquer f(x) se escreve como

f(x) = Sy eufalx) onde cu = (fulf) ese |f) = [ dx [x) f(x) e |fu) = [ dx |x) fulx), verifique que;
(a) |f> =Y Cn |fn>
(b) Xn ‘fn> <fn| =1

3. Se o operador p é definido por p|f) = \—ihﬂ>, isto ¢, quando |f) é representado como |f) =

[ dxf(x) |x), entdo p |f) é representado por |pf) = [ dx ( in L x)) |x). Considerando também que as
auto-fungdes de p sdo definidas por p |p) = p|p):
(a) Mostre que p(x) = (x|p) é dada por AeP*/". Determine A usando a condigio (p'|p) = é(p’ —p) e
a completeza da base |x) (isto é, o resultado 1(c)).
(b) Mostre que: [dp |p) (p| =1.

(€) Mostre que: £(p) = [ £ e #/1f(x) e que: f(x) = [ 2 eP*/f(p).

4. Considere a fun¢do de onda de uma particula no estado fundamental do Oscilador Harmonico. Qual é

a probabilidade de encontra-la na regido classicamente permitida, isto é, no intervalo (—x, xo) onde

2
mwz X0 — 2 §% (deixe o resultado em funcdo de uma integral adimensional)? Encontre agora a fung¢do de

onda correspondente no espaco de momentos.

5. Mostre que (f|xf) = [dp f*(p ( ) f(p). De uma maneira mais geral, mostre também que para
Q(%, p) temos:

(5.1)

dx¥*(x x,ﬁ@ Y(x
<Q(XIP)>: {f ( )QE 1ax) ( )

Jap ¥ (p)Q (<. p) ¥(p)

6. (a) Prove a seguinte identidade para comutadores: [AB,C] = A[B,C| + [A, C]B.

(b) Mostre que [£", p] = ihng" 1.

(c) Mostre que, de uma maneira geral, [f(%), p] = ih%, para qualquer funcéo f(%).

7. Prove o Principio da Incerteza, relacionado a incerteza na posi¢do (A = x) a incerteza na energia
(B = p?/2m + V(x)): o405 > Lo |(p)].
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8.

® o

10.

11.

12.

13.

Aplique a equacdo: 4 (Q) = i ([H, Q]) aos seguintes casos:
(@) O =1 (conservacio de probabilidade).

(b) Q = # (prova da hipétese (p) = m% (x)).

(¢) O = H (conservacio de energia).

(d) Q = p (teorema de Ehrenfest: % (p) = <—‘%>).

Teorema do Virial. Utilize a equagdo 4 (Q) = i ([H,Q]) para Q = £p e mostre que: 4 (xp) =

2(T) — <x‘%> onde H = T + V. Para um estado estaciondrio, mostre que % (xp) = 0, de onde segue

que 2(T) = <x‘%).

Medidas seqiienciais. Um operador A, representado um observavel A, tem dois autoestados normaliza-
veis 1P e 1, com autovalores a; e a;, respectivamente. Um operador B, representado um observéavel B,
tem dois autoestados normalizaveis ¢ e ¢, com autovalores by e by. Os autoestados estdo relacionados

por 1 = (3¢1 +4¢2)/5, 2 = (491 —3¢2)/5.
(a) O observavel A é medido, e o valor 41 é obtido. Qual é o estado do sistema (imediatamente) apos a
medida?
(b) Se B é medido, quais os possiveis resultados e qual sdo as suas probabilidades?

(c) Logo apos a medida de B, A é medido novamente. Qual a probabilidade de obter a;? (Note que a
resposta seria bem diferente se tivéssemos dito qual foi o resultado da medida de B)

Encontre no espago de momentos a fungdo de onda @, (p, t) para o n-ésimo estado estaciondrio do pogo

de potencial infinito. Desenhe |®1(p, t)[* e |®2(p, )|, como funcdes de p (preste atencdo aos pontos
p = £nmh/2). Use ®,(p,t) para calcular o valor esperado de p?.

Considere a fungdo de onda

1 i27tx /A _
¥(x,0) = NI , —nA < xnA (12.1)
0, caso contrario.

onde 1 é algum inteiro positivo. Esta funcdo é puramente senoidal (com comprimento de onda A) no
intervalo —nA < x < nA, porem ela ainda carrega varios valores de momento, j4 que as oscilagdes nao
continuam até o infinito. Encontre a fun¢do de onda no espago dos momentos ®(p,0). Desenhe os
gréficos de [¥(x,0)|* e |®(p,0)|?, e determine suas larguras oy e 0p (como a distancia entre zeros de
cada lado do pico principal). Note o que acontece com as larguras quando n — . Usando oy e 0y
como estimativas de Ax e Ap, cheque que o principio de incerteza é satisfeito. CUIDADO: Se vocé tentar
calcular 0y, voce vai ter uma surpresa. Vocé consegue encontrar o problema?

(a) Escreva a “Equacgdo de Schrodinger” dependente do tempo no espago dos momentos, para um
particula livre e resolva-a.

(b) Encontre ®(p,0) para o pacote de onda gaussiano em movimento e construa ®(p, t) para este caso.
Também construa |®(p, t|* e note que ele é independente do tempo.

(c) Calcule (p) e {p?) calculando as integrais apropriadas envolvendo ®.

(d) Mostre que (H) = (p)z /2m + (Hp) (onde o indice 0 denota o pacote gaussiano estaciondrio) e
comente o resultado.



