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Capitulo 6

Método de Operadores

Nos capitulos anteriores resolvemos os problemas de autovalores e au-
tovetores de observaveis escrevendo explicitamente as equacoes matri-
ciais ou diferenciais associadas. Mais ainda, obtivemos a solucao (for-
mal) da equagao de Schrodinger dependente do tempo usando o método
de separacao de variaveis. Neste capitulo vamos mostrar que estes
problemas podem ser resolvidos de outra maneira através da andlise de
propriedades dos operadores. Em particular, vamos obter o espectro de
um oscilador harmonico unidimensional algebricamente sem termos que
lidar com funcoes especiais. Além disso, mostraremos que a evolucao
temporal de um sistema quantico pode ser vista como a acao de um
operador unitario sobre o estado inicial.

6.1 Solucao do Oscilador Harmonico Unidimensional

Consideremos um oscilador harmoénico unidimensional cuja hamiltoni-

ana ¢ dada por
LA 6.1
H=—+- .
o g (6.1)

onde p e x sao respectivamente o momento linear e a posicao da particula,
os quais satisfazem
[z,p] = ih. (6.2)

Na Mecanica Classica podemos escrever a hamiltoniana (6.1) como
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108 Capitulo 6. Método de Operadores

o médulo de um ntimero complexo

H = hwa*a com (6.3)
[ 1w o

= — 6.4

“ 2hx+2\/2,uhw’ (6.4)

onde fatorizamos o fator Aw por conveniéncia. Visto que = e p nao
comutam, esta relacao em Mecanica Quantica deve ser modificada para

1
H = hw (aTaJré) : (6.5)

com o hermitiano conjugado de a sendo dado por

w

al = g_hx_z\/Qp—hw (6.6)
O operador a (a') é usualmente chamado de operador de aniquilacao
ou abaixamento (criagdo ou levantamento).

Podemos interpretar as equagoes (6.4) e (6.6) como uma troca das
varidveis x e p por a e a', sendo que a hamiltoniana do sistema ¢ dada
por (6.5) nas novas variaveis. Para completar esta substituicao devemos
calcular o comutador de a com a', o qual é dado por

[a,a’] = 1. (6.7)

Note que nas novas variaveis ha uma simplificacao na relacao de co-
mutacao, bem como na expressao da hamiltoniana do sistema. A
partir desta ultima equacao é simples mostrar que os operadores de
aniquilagao e criacao também satisfazem

[a’a , a] = —a, (6.8)
[a'a , a'] = df. (6.9)

6.1.1 Obtencao do espectro

Denotemos por |[A\) um autoestado de H associado ao autovalor hw(A+
1/2), i.e.

H) = hw (H%) ) (6.10)
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onde j& escrevemos convenientemente o autovalor. Tendo em vista a
expressao da hamiltoniana (6.5) temos que

ala [Ny = X\, (6.11)

ou seja, |A) também ¢ autoestado de a'a. Resolvamos o tltimo pro-
blema de autovalores. Para isso precisaremos dos seguintes fatos:

1. Visto que o médulo ao quadrado do vetor a|\) é positivo ou nulo
segue que

| al\) |2 = (Ma'a|\) > 0. (6.12)

2. O operador de aniquilagao aplicado ao autoestado |\) é autoes-
tado de afa com autovalor A — 1. De fato,

a'a (a|]\)) = d'aa |\) = ala'a—1)|N\) = (A=1) (a|N)), (6.13)
onde utilizamos (6.7) e (6.11).

3. Analogamente, o operador de criacao aplicado a |\) é autovetor
de a'a com autovalor \ + 1.

a'a (a'|\)) = (A +1) (a’|\)) . (6.14)

De (6.12) segue que A > 0 visto que
(ANatalA) = AXAA) > 0. (6.15)

Mais ainda, visto que o operador de aniquilacao aplicado a um autoes-
tado gera um outro com autovalor reduzido de uma unidade, podemos
concluir de (6.15) e (6.13) que existe um autovalor minimo A, tal que

a|Amim) = 0. (6.16)

Por outro lado, calculando o produto escalar de a|Ay,) consigo
mesmo, temos que

<>\min|aTaf|>\min> - )\min<)\min|)\min> = 0. (617)

Tendo em vista que | Apin) deve ter médulo nao nulo, segue que Ay, = 0.
Logo, de (6.13) ou (6.14) segue que A deve ser um inteiro nao negativo.
Com isso temos que os autovalores da Hamiltoniana do sistema sao

1
hw <n+§) com n=0, 1,2 -
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6.1.2 Autovetores

Os autovetores de H podem ser determinados a partir do estado fun-
damental |0) e das relages (6.13) e (6.14). Por sua vez, este é obtido
resolvendo-se

al0) = 0. (6.18)

Denotemos por |n) os autovetores normalizados, i.e. (n|n) = 1. De
(6.14) temos que
In+1) = cuy1 alln), (6.19)

onde a constante ¢, foi introduzida para garantir que a normalizacao
do estado n + 1 esteja correta. Para obter os ¢,.1 basta notar que

n+1n+1) = 1,
= leasa[*(nlaa’in) |
= |Cn+1‘2 (n+ 1) .

Logo, escolhendo ¢, 1 real, temos que ¢, = 1/ vVn+1le
a'ln)y = Vn+1|n+1). (6.20)
Analogamente, podemos mostrar que
alny = vnln—1). (6.21)

Assumindo que |0) é conhecido e que esteja propriamente normali-
zado, podemos usar (6.20) recursivamente para obter que

_ )"

n) = — (a 0) . 6.22

m) = = ()"0 (6:22)
Note que até este ponto nao necessitamos resolver nenhuma equagao

diferencial para ter informagoes sobre o sistema. Caso desejemos recu-

perar as expressoes explicitas para as autofuncoes, além de determinar

|0), basta notar que (6.18) na representacdo das coordenadas é dada

por
/ | h 0
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onde ¢g é a fungao de onda do estado fundamental. A solucao desta
equacao é
do(x) = Ae” 5" (6.24)

onde A é uma constante. Esta é a solucao que foi obtida anteriormente.
Para obter as funcoes de onda dos estados excitados basta determinar
A para que este estado esteja normalizado e entao aplicar (6.22).

E interessante notar que a solucao (6.24) de (6.23) ¢ tnica. Lem-
brando que provamos existir apenas um Api, (= 0), segue que todos os
autoestados da Hamiltoniana sao nao degenerados.

6.2 Aplicacao

O uso da solucao obtida acima facilita muito uma série de célculos
ja que muitas vezes nao € necessario uso de funcgoes especiais e suas
propriedades. A titulo de exemplo, vamos calcular (n|z|k). Note que
fazendo n = k obtemos o valor esperado de .

A idéia bésica é expressar o operador x (p) em termos dos operadores
de criagao e aniquilagdo. A partir de (6.4) e (6.6) é facil ver que

h
x:’/mﬁ—w(ajLaT) , (6.25)

hw
p=i “7 (a' —a) . (6.26)
Feita esta substituigao, utilizamos as relagoes (6.20) e (6.21), junta-
mente com o fato dos estados estarem normalizados (n|k) = d, x, para

calcular os elementos de matriz ou valores esperados desejados.

e também

6.2.1 (n|xlk)
Utilizando (6.25) temos que

(n|z|k) = | /miwmm +allk) . (6.27)
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Agora empregando (6.20) e (6.21) para calcular o resultado da agao dos
operadores at ea respectivamente, temos que

(n|x|k) = Q;Liw [\/E (nlk—=1)+Vk+1 (nlk+ 1>] . (6.28)

Portanto,

(n|z|k) = 4 /2/% [JE Oph1 +VE+1 5n,k+1} . (6.29)

No caso particular em que n = k, podemos ver desta expressao que o
valor esperado de = no estado |n) é nulo, recuperando o resultado que
obtivemos anteriormente.

6.2.2 AX

Avaliemos agora Az para um sistema que se encontra em um autoes-
tado |n). Tendo em vista o resultado acima para o valor esperado de
x, resta-nos calcular apenas o valor esperado de z2.

() = olefe) = (i) (lla+a Pl

h
= (QM—W> (nlaa + ata’ + aa’ + aTa|n> (6.30)

Utilizando agora os resultados (6.20) e (6.21) temos que

h

() = (50 ) [Vt = Dtaln =2+ Voo T D+ Blala+2) + 2+ D]
(6.31)

logo, utilizando que os estados estao propriamente normalizados temos

que

<x2>:i(n+%) = Az = %(nJr%) (6.32)
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Exercicio: Utilizando esta técnica, obtenha as sequintes quantidades

(nlplk) e (n|p*|k) .

6.3 Exponenciando um operador

Uma ferramenta 1util que utilizaremos bastante é a exponencial de um
operador. Vejamos sua definicdo e métodos de calculo. Se A é um
operador em um espaco de Hilbert podemos definir o operador

o)

n

tA n

= A (6.33)
n=0

onde t é um nimero complexo. Note que e é um operador linear ja

que a soma e o produto de operadores lineares também o é.
Evitando discutir a questao da convergéncia da soma infinita no
lado direito de (6.33), pode-se demonstrar as seguintes propriedades:

etAesA — e(t+s)A ’ (634)

d

_etA:14615142625‘4147
dt

ou seja, o operador e herda através de (6.33) propriedades analogas

as da funcao €', onde a é um nimero.

H4 que se lembrar, porém, que e*4 é um operador o que por exemplo

implica que em geral

(6.35)

etAesB # esBthA ’ (636)

etAesB # esBetA ’ (637)

a menos que A e B comutem.
Se AT for o operador hermitiano conjugado de A, entao da definicao
segue (e) = e"A". De fato,

'
A 2 ¢ An 2 AT S )AL
(e )T:(Z n!) :Z(n!> :Z%:e '

n=0 n=0 n=0
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Exemplo: sistema de dois niveis

Consideremos um sistema de dois niveis e o operador representado pela

matriz de Pauli
(01
=11 0

Aplicando a definicao da exponencial de um operador para oy, onde
«a é uma constante, segue

eiozal — i (Za)no_? )

n!
n=0

Para avaliarmos esta série devemos notar que o produto de um ntimero
par de o’s resulta na matriz identidade ao passo que o produto de um
nimero impar destas matrizes tem como resultado ;. Logo, podemos
escrever

- (ia)" (ia)"
S DDl el WD D A

n par n impar

Agora, tudo que resta fazer é reconhecer que a série par (impar) fornce
o cos(a) (isin a), resultado em

et = cos(a) 1 + isin(w) oy . (6.38)

Exemplo: translacoes espaciais

Podemos representar translacoes espaciais através da exponencial do
operador momento linear. Para vermos mais facilmente este fato con-
sideremos apenas uma dimensao espacial. O operador exp(ipa/h) atuando
em uma fun¢ao conduz a mesma funcao mas deslocada de a:

[e.e]

- pa 1 dn\Il
emU(x) = e“%\ll(x) = Z s a . (6.39)
n=0

Todavia, a ultima série acima nada mais é do que a série de Taylor de
U(z + a) quando fazemos a expansao em torno do ponto z. Logo,

W (r) =V (z+a). (6.40)
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6.3.1 Como calcular etA

O calculo da exponencial de A é possivel, ao menos formalmente, devido
ao seguinte fato fundamental: se |p) é autovetor de A com autovalor a

Alp) = alp)

entao

A% gy = a® o),

A" o) = a” |p)

para todo n.! Portanto,
- tn n a
elpy = ) —A" ) = € |p) (6.41)
n=0

i.e. |p) é autovetor de ' com autovalor e'®.
Em particular, se A admitir uma base ortonormal de autovetores,

Alpn) = an lon) com (@rlon) = 0pp (6.42)

por exemplo se A for hermitiano, entao

e lpn) = € Jon) . (6.43)

Portanto, se |¢) é um vetor arbitrdrio podemos calcular e |¢) da
seguinte forma:

|77Z)> = ch|§0n> onde ¢, :<§0n|w>
) = 3 e lon) (6.41)

onde usamos a linearidade de e*4.

'Por que?
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6.4 O operador de evolucao temporal

Obtenhamos uma solucao formal da evolucao temporal de sistema mostrando
que esta pode ser representada por um operador linear atuando sobre
a condicao inicial. Para tanto consideremos o operador

Ult)=e"n (6.45)
o qual satisfaz
L dU
zhﬁ = HU. (6.46)
Portanto, o vetor
(1)) = U() [¢o) (6.47)
satisfaz a equacao de Schrédinger
.0 LoU
(1)) = ih o) = HUI) = HIG()  (6.49)
com condi¢ao inicial
[¥(t = 0)) = ltho) - (6.49)

Para compreendermos melhor o significado da expressao (6.47) é
conveniente utilizar o método de calculo de U discutido na segao 6.3.1.
Para tanto escrevemos,

Hlon) = Eplpn) com  (op[on) = 0 (6.50)

i.e. |¢,) sdo os autovetores normalizados de H. Logo, expandindo |¢)
na base de autoestados de H

Vo) = Z Cn|Pn)

segue que

(1) = e Jyo)

= che_ZT |©n) (6.51)

que é a nossa velha conhecida soluc¢ao da equagao de Schrodinger (6.48).
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Como H = H', i.e. H é hermitiano, podemos calcular
ot = () = e = U (6.52)
Portanto, o operador U(t) ¢ unitario, ou seja
Uty Ut) = U@ U(t) = 1. (6.53)

Uma conseqiiéncia importante da unitariedade de U, é que a evolucao
temporal preserva a normalizacao dos estados, i.e. a probabilidade é
conservada!

WOl(t) = (WlUNOU®)ho) = (tolvo) . (6.54)

Exemplo: sistema de dois niveis

Consideremos um sistema de dois niveis cuja hamiltoniana é dada por

H= ( T ]ﬁo ) (6.55)

onde Fy e A sao reais. Note que podemos escrever esta hamiltoniana
na forma
H = EQ ]1 + A o1 .

Uma vez que 1 e o; comutam, temos que

_gHE ot Y
e =e T b xeth (6.56)

Agora utilizando o resultado obtido anteriormente (6.38) temos que

He Bgt At At
U(t) = i = e*ZETO X (cos (?) 1 —isin (7) 01) ,  (6.57)

ou seja, o operador evolucao temporal deste sistema é dado por

ot cos (§)  —isin ()
U(t) = e x . (6.58)
—1sin (%) cos (%)



