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Cap��tulo 3Postulado Dinâmi
o daMe
âni
a Quânti
aNo 
ap��tulo anterior vimos o que �e um estado em Me
âni
a Quânti
a,bem 
omo a sua rela�
~ao 
om observ�aveis f��si
os, tais 
omo momentolinear, momento angular, energia, et
. �E importante notar que parautilizarmos os postulados 
inem�ati
os n~ao pre
isamos saber qual o sis-tema (dinâmi
a) sendo 
onsiderado, j�a que para um tempo �xo a fun�
~aode onda 	 
arrega toda a informa�
~ao sobre o estado. Analogamente aoque o
orre na Me
âni
a Cl�assi
a, pre
isamos expli
itar a dinâmi
a s�oquando desejamos analisar a evolu�
~ao temporal do estado a partir deuma dada 
ondi�
~ao ini
ial.3.1 Quarto Postulado: Evolu�
~ao TemporalPartindo dos postulados anteriores ou da Me
âni
a Cl�assi
a, �e im-poss��vel deduzir a equa�
~ao para a evolu�
~ao no tempo de uma fun�
~aode onda. Todavia, podemos argumentar heuristi
amente o porquê desua es
olha. Dados os postulados anteriores podemos inferir três pro-priedades gerais que a equa�
~ao de movimento para os estados 	 devesatisfazer:1. A equa�
~ao deve ser linear e homogênea para que o prin
��pioda superposi�
~ao seja v�alido em todos os instantes de tempo.31



32 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
a2. Equa�
~oes 
ontendo derivadas de ordem n no tempo, requerem o
onhe
imento de derivadas de 	 at�e ordem n�1 no instante ini
ialpara que o problema de 
ondi�
~ao ini
ial �que bem de�nido. Umavez que 	 
ont�em toda informa�
~ao sobre o sistema, segundo oprimeiro postulado, �e natural impor que a equa�
~ao de movimentodo sistema seja de primeira ordem no tempo, dispensandoassim o 
onhe
imento de derivadas de 	 no instante ini
ial.3. A evolu�
~ao temporal do sistema deve ser tal que haja 
onserva�
~aode probabilidade, a �m de que o segundo postulado seja 
om-pat��vel 
om sua dinâmi
a.Postulamos que a evolu�
~ao dinâmi
a do sistema �e 
ontro-lada pela equa�
~ao de S
hr�odinger dependente do tempoi�h ��t	(x; t) = H	(x; t) ; (3.1)onde H �e o operador hamiltoniana. �E trivial veri�
ar que esta equa�
~aosatisfaz os dois primeiros requisitos a
ima, restando apenas a veri�
a�
~aode que o ter
eiro tamb�em �e respeitado.Exemplo: Part��
ula livreA equa�
~ao de S
hr�odinger para uma part��
ula livre, 
uja hamiltoniana�e H = p22m , �e dada pori�h ��t	(x; t) = � �h22mr2	(x; t) : (3.2)Esta equa�
~ao possui solu�
~oes parti
ulares da forma	(x; t) = Nei(k�x�!t) (3.3)desde que a seguinte rela�
~ao seja satisfeita! = �hk22m (3.4)



3.1. Quarto Postulado: Evolu�
~ao Temporal 33e N seja uma 
onstante. Esta �e determinada impondo que a fun�
~ao deonda esteja normalizada. Para um espa�
o �nito de volume V , temosque N = 1=pV .1Exemplo: sistema 
onservativoPara um sistema des
rito pela hamiltoniana 
l�assi
a H
l = p22m + V (x)temos que a equa�
~ao de S
hr�odinger toma a formai�h�	�t = � �h22mr2	+ V (x)	 : (3.5)3.1.1 Conserva�
~ao de probabilidadeUma vez que o estado de um sistema e sua subseq�uente evolu�
~ao tem-poral s~ao determinados por uma fun�
~ao de onda ini
ial 	(x; t0), �e im-portante veri�
ar sob que 
ondi�
~oes a dinâmi
a do sistema preserva anormaliza�
~ao desta. Para tanto 
al
ulamos ddt R d3x j	(x; t)j2, onde aintegra�
~ao �e feita sobre o espa�
o todo. Para que haja 
oerên
ia entreos postulados esta quantidade deve anular-se.ddt Z d3x j	(x; t)j2 = Z d3x (�	��t 	+	��	�t )= Z d3x 1i�h f� (H	)� 	+	�H	g ; (3.6)onde utilizamos a equa�
~ao de S
hr�odinger (3.1). Exigindo que express~ao(3.6) a
ima seja nula, temos que o operadorH deve ser hermitiano. Estefato �e mais do que natural uma vez que a hamiltoniana �e o operadorasso
iado �a energia e 
onseq�uentemente H deve ser hermitiano.Para entendermos melhor este resultado 
al
ularemosddt RV d3xj	(x; t)j2, onde V �e um volume arbitr�ario do espa�
o. Conside-raremos ainda que H = p22m + V (x).ddt ZV d3x j	(x; t)j2 = ZV d3x (�	��t 	+	��	�t ) ;1Interprete este resultado usando as rela�
~oes de in
erteza.



34 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
a= ZV d3x ( i�h2m �	�r2	� 	r2	��+ i�h	�	(V � � V )) ; (3.7)aonde novamente utilizamos a equa�
~ao (3.1). Considerando que o po-ten
ial V �e real obtemos queZV d3x ��t j	j2 = ZV d3x r � " i�h2m (	�r	� 	r	�)# ; (3.8)= i�h2m ZS dS � [	�r	�	r	�℄ ; (3.9)onde utilizamos o teorema de Gauss para obter a �ultima igualdade e S�e a superf��
ie 
ontendo o volume V .Ini
ialmente vamos reobter a 
onserva�
~ao de probabilidade, mos-trando que no limite de V tendendo a todo espa�
o, a �ultima integral �enula. Uma vez que 	(x; t) �e uma fun�
~ao 
ont��nua de t, a integralZV d3x j	(x; t)j2tamb�em �e 
ont��nua e por isso �nita, j�a que a 
ondi�
~ao ini
ial o �e. Logo,o 
omportamento assint�oti
o2, i.e. para jxj = R grande, de 	(x; t) �eO(R�3=2��), onde � �e positivo e arbitr�ario. Com isso, o 
omportamentoa grandes distân
ias (R) do integrando da Eq. (3.9) �e O(R�4), e aintegral anula-se para R!1 
omo R�2. Portanto, a normaliza�
~ao dafun�
~ao de onda �e preservada pela evolu�
~ao temporal.Dado que o volume utilizado V �e arbitr�ario, podemos interpretar aEq. (3.8) 
omo uma lei lo
al de 
onserva�
~ao de probabilidade, a quala�rma que a diminui�
~ao da probabilidade em um determinado elementode volume �e igual ao 
uxo de probabilidade atrav�es de sua superf��
ie.Podemos es
rever esta lei na forma diferen
ial���t = �r � J ; (3.10)2Estas 
onsidera�
~oes valem para espa�
os tridimensionais.



3.1. Quarto Postulado: Evolu�
~ao Temporal 35onde � = j	j2 ; (3.11)J � �hi2m [	�r	�	r	�℄ : (3.12)Note que a 
orrente de probabilidade (J) �e real e que a express~ao (3.10)�e totalmente an�aloga �a express~ao para a 
onserva�
~ao da 
arga el�etri
a.Mais ainda, podemos rees
rever esta express~ao na formaJ = 12 [	�v	+ (v	)�	℄ ; (3.13)onde v �e o operador velo
idade p=m. Esta �ultima express~ao tamb�em �ev�alida para sistemas imersos num 
ampo magn�eti
o B = r^A desdeque utilizemos v = (p� qA)=m, onde q �e 
arga el�etri
a da part��
ula.Exemplo: Part��
ula livreA 
orrente de probabilidade J asso
iada �a solu�
~ao (3.3) �e dada porJ = jN j2 pm = 1V pm ; (3.14)a qual nada mais �e do que a velo
idade da part��
ula (p=m) multipli
adapela densidade de probabilidade (1=V ). �E trivial veri�
ar que o 
uxoatrav�es de qualquer superf��
ie fe
hada �e nulo, pois J �e 
onstante. Estaexpress~ao �e an�aloga a que obtemos para a 
onserva�
~ao da 
arga el�etri
a,prin
ipalmente quando notamos que J = � v!Observa�
~aoUma vez que a equa�
~ao de S
hr�odinger (3.1) �e linear podemos sempreobter solu�
~oes que satisfazem a 
ondi�
~ao de normaliza�
~aoZ d3x j	j2 = 1 :Dada uma solu�
~ao (�) da Eq. (3.1), a qual n~ao obede
e esta 
ondi�
~ao,podemos multipli
�a-la por uma 
onstante 
onveniente, devido a lineari-dade da equa�
~ao, de forma a obter uma fun�
~ao de onda normalizada



36 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
a(	nor). 	nor(x; t) = 1qR d3x j�(x; t)j2�(x; t) (3.15)Para que esta �ultima express~ao seja verdadeira R d3x j�(x; t)j2 deve serindependente do tempo, fato que a
abamos de demonstrar.3.2 Solu�
~ao formal da Equa�
~ao de S
hr�odingerPara obter uma solu�
~ao formal da equa�
~ao de S
hr�odinger dependentedo tempo (3.1), dadas uma hamiltoniana H independente do tempo euma 
ondi�
~ao ini
ial 	(x; t = 0), utilizaremos o m�etodo de separa�
~aode vari�aveis. Este problema reduz-se a um problema de autovaloresquando pro
uramos solu�
~oes parti
ulares de (3.1) da forma	(x; t) = u(x) T (t) : (3.16)De fato, substituindo este ansatz em (3.1) obtemos que3i�h dTdt = E T ; (3.17)Hu = E u ; (3.18)onde E �e uma 
onstante. A equa�
~ao para T �e f�a
il de resolver, sendoque T = exp(�iEt=�h). Logo, se 
onhe
ermos a solu�
~ao para o problemade autovalores da hamiltonianaHun = Enun ;as solu�
~oes parti
ulares da equa�
~ao de S
hr�odinger dependente do tempos~ao dadas por 	n(x; t) = un(x) e�iEnt=�h : (3.19)Note que para estas solu�
~oes, a densidade de probabilidadej	n(x; t)j2 = jun(x)j2 (3.20)3Aplique o m�etodo de separa�
~ao de vari�aveis e veja que isto �e verdade.



3.2. Solu�
~ao formal da Equa�
~ao de S
hr�odinger 37�e independente do tempo. Por esta raz~ao os estados 	n s~ao 
hamadosde estados esta
ion�arios.Uma vez que a equa�
~ao de S
hr�odinger dependente do tempo �e linearsabemos que uma 
ombina�
~ao linear dessas fun�
~oes	(x; t) =Xn 
n	n(x; t) (3.21)tamb�em �e solu�
~ao, 
aso os 
n's sejam 
onstantes. Neste ponto �e naturalindagar se esta �e a solu�
~ao geral da Eq. (3.1). A resposta �e SIM ! Paraveri�
ar se isto �e verdade devemos mostrar que dada uma 
ondi�
~ao ini-
ial arbitr�aria podemos es
rever a solu�
~ao do problema de valor ini
ialna forma da Eq. (3.21).O \posturema" enun
iado no 
ap��tulo anterior permite-nos es
rever	(x; t = 0) 
omo uma 
ombina�
~ao linear dos un.	(x; t = 0) =Xn dnun(x) ; (3.22)onde as 
onstantes dn s~ao dadas pordn = Z d3x u�n(x) 	(x; t = 0) ; (3.23)desde que tomemos a normaliza�
~ao dos autovetores tal queZ d3x u�n(x) um(x) = Æn;m : (3.24)Es
olhendo os 
n's da Eq. (3.21) 
omo sendo dados por 
n = dn,temos que 	(x; t) des
rita por (3.21) satisfaz a 
ondi�
~ao ini
ial. Logo,esta �e a solu�
~ao geral do problema.Em suma, para obtermos uma solu�
~ao formal da equa�
~ao de S
hr�o-dinger dependente do tempo devemos seguir os seguintes passos:� Resolver o problema de autovalores Hun = Enun.� Expandir a 
ondi�
~ao ini
ial nos autovetores de H 
omo em (3.22).� Substituir os 
oe�
ientes (dn) da expans~ao de 	(x; 0) por dnexp(�iEnt=�h), resultando assim a expans~ao em s�erie (3.21) para asolu�
~ao 	(x; t). 	(x; t) =Xn dn e�iEnt=�h un(x) (3.25)



38 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
a3.3 Primeira Apli
a�
~ao: Part��
ula LivreCom o intuito de ilustrar o pro
edimento a
ima para a obten�
~ao daevolu�
~ao temporal dos estados, 
onsideremos uma part��
ula livre, 
ujahamiltoniana �e H = p22m . Neste 
aso o problema de autovalores dahamiltoniana es
reve-se 
omo� �h22mr2u = E u ; (3.26)o qual admite solu�
~oes da forma4uk(x) = eik�x ; (3.27)
om os 
orrespondentes autovalores sendo dados porEk = �h2k22m : (3.28)Logo, as solu�
~oes parti
ulares deste problema s~ao	k(x; t) = ei�k�x�Ek�h t� : (3.29)O pr�oximo passo na solu�
~ao formal da evolu�
~ao temporal deste sis-tema �e expandir a 
ondi�
~ao ini
ial 	(x; t = 0) na base das autofun�
~oesda hamiltoniana. Uma vez que o 
onjunto dos autovalores de H �e
ont��nuo a soma sobre os autoestados em (3.22) �e transformada numaintegral em R d3k 	(x; t = 0) = Z d3k g(k) eik�x ; (3.30)onde g(k) s~ao os 
oe�
ientes da expans~ao em termos dos autovetores.�E f�a
il ver que g(k) �e a transformada de Fourier de 	(x; t = 0), a qualtoma a forma g(k) = 1(2�)3 Z d3k e�ik�x 	(x; t = 0) : (3.31)4Existe um problema t�e
ni
o 
om a normaliza�
~ao destes autovetores, o qual ser�atratado em detalhe no pr�oximo 
ap��tulo.



3.3. Primeira Apli
a�
~ao: Part��
ula Livre 39A partir do que foi exposto a
ima, temos que a solu�
~ao da equa�
~aode S
hr�odinger dependente do tempo de uma part��
ula livre �e dada por	(x; t) = Z d3k g(k) ei�k�x� �hk22m t� ; (3.32)onde g(k) �e obtida usando a Eq. (3.31).Para 
ompreendermos melhor as 
onseq�uên
ias de (3.32), 
onside-remos uma part��
ula livre unidimensional 
uja 
ondi�
~ao ini
ial �e dadapor 	(x; t = 0) = ����1=4 eik0xe��2 x2 : (3.33)Como vimos anteriormente, este estado �e 
ara
terizado porhxi = 0 ; (3.34)hpi = �hk0 ; (3.35)(�x)2 = 12� ; (3.36)(�p)2 = �h2�2 : (3.37)Utilizando (3.31)5, temos que os 
oe�
ientes da expans~ao deste es-tado na base de autovetores da hamiltoniana s~ao dados porg(k) = � 14�3��1=4 e� (k�k0)22� : (3.38)Agora 
om a ajuda de (3.32), temos que o estado do sistema num dadoinstante t �e dado por	(x; t) = ����1=4s 11 + i�h�t=m exp(��2 (x� vgt)21 + i�h�t=m) ei�k0x� �hk202m t� ;(3.39)onde vg = �hk0=m �e a velo
idade do 
entro do pa
ote de ondas. Noteque devido a evolu�
~ao temporal a forma do pa
ote alterou-se, fato esteque pode ser visto a partir da distribui�
~ao de probabilidades em xj	(x; t)j2 = s 1�2(t)� exp(�(x� vgt)2�2(t) ) ; (3.40)5Note que no 
aso unidimensional o fator (2�)3 em (3.31) deve ser substitu��dopor 2�.
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âni
a Quânti
a
uja largura �(t) = q(1 + �h2�2t2=m2)=� �e dependente do tempo. Estadistor�
~ao �e devida a rela�
~ao de dispers~ao (3.28) ser n~ao linear, isto�e Ek n~ao �e propor
ional a k. �E sempre bom lembrar que as ondaseletromagn�eti
as no v�a
uo propagam-se sem distor�
~ao por 
ausa dasua rela�
~ao de dispers~ao ser linear.�E interessante 
al
ular alguns valores esperados 
omo fun�
~ao dotempo: hxi = vgt ; (3.41)hpi = �hk0 ; (3.42)(�x)2 = 12� + �h2�2m2 t2 ; (3.43)(�p)2 = �h2�2 ; (3.44)os quais permitem veri�
ar que os valores m�edios de x e p possuemum 
omportamento 
l�assi
o, i.e. sua evolu�
~ao temporal �e idênti
a a deuma part��
ula 
l�assi
a. Contudo, note que �x 
res
e 
om o tempo, aopasso que �p permane
e 
onstante. Isto faz 
om que o produto �x�pseja uma fun�
~ao 
res
ente do tempo.3.4 Equa�
~ao de Movimento para M�ediasVamos agora deduzir a equa�
~ao de movimento para m�edias de ob-serv�aveis a partir da equa�
~ao de S
hr�odinger para os estados. Paratanto 
al
ulamosddthAi = ddt Z d3x 	�A	 ; (3.45)= Z d3x ( �	�t !�A	+	�A�	�t ) ; (3.46)= 1i�h Z d3x f� (H	)�A	+	�AH	g ; (3.47)onde utilizamos a equa�
~ao de S
hr�odinger (3.1) para 	 e assumimosque o observ�avel A n~ao depende expli
itamente do tempo. Uma vez



3.5. Re
uperando a F��si
a Cl�assi
a 41que H �e hermitiano, podemos rees
rever esta express~ao 
omoddthAi = 1i�h Z d3x 	�(�HA + AH)	 ; (3.48)ou seja, ddthAi = 1i�hh[A;H℄i : (3.49)Logo, temos que o valor esperado de operadores que 
omutam 
oma hamiltoniana do sistema s~ao 
onstantes no tempo. Por exemplo, no
aso de uma part��
ula livre temos que hpi �e uma 
onstante de movi-mento. Ainda para este sistema, utilizando (3.49) obtemos queddthxi = 1mhpi : (3.50)Dado que hpi �e 
onstante segue que hxi(t) = hxi(0) + hpim t. Note queestes fatos foram veri�
ados expli
itamente no exemplo a
ima.3.5 Re
uperando a F��si
a Cl�assi
aNo 
ap��tulo anterior e neste postulamos o que entendemos por Me
âni
aQuânti
a, a qual �e muito diferente da Me
âni
a Cl�assi
a, mesmo emaspe
tos qualitativos. Uma vez que esperamos que a F��si
a Quânti
adeva reduzir-se �a Cl�assi
a, �e natural indagar quais as 
ondi�
~oes paraque isto o
orra.O exemplo que analisamos a
ima da evolu�
~ao de um estado gaus-siano de uma part��
ula livre sugere que a 
onex~ao entre observ�aveis
l�assi
os e quânti
os �e que os primeiros podem ser entendidos 
omosendo dados pelos valores m�edios dos 
orrespondentes quânti
os. Paraveri�
ar se isto de fato �e verdade devemos reobter as leis de Newtonusando m�edias, i.e. pre
isamos veri�
ar sehpi = m ddthxi ; (3.51)ddthpi = �rV (hxi) : (3.52)



42 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
aPara obter ddthxi devemos utilizar a Eq. (3.49) e portanto 
al
ular[x; H℄. Admitindo que a hamiltoniana do sistema �e da forma H =p22m + V (x), temos que [x; H℄ = i�hp=m. Logo, a Eq. (3.51) �e v�alida.Con
entremo-nos agora na evolu�
~ao temporal de hpi. Uma vez que[p; H℄ = [p; p22m ℄ + [p; V (x)℄ ; (3.53)= �hirV ; (3.54)a express~ao (3.49) 
onduz addthpi = Z d3x 	�(�rV )	 = h�rV i : (3.55)Este resultado �e 
hamado de Teorema de Ehrenfest .Logo, para que a Me
âni
a Cl�assi
a seja um limite da Quânti
a,devemos 
omparar (3.52) e (3.55), o que 
onduz �a 
ondi�
~aohrV i = rV (hxi) ; (3.56)o que em geral n~ao �e v�alido. Todavia, esta igualdade �e uma boa apro-xima�
~ao se a varia�
~ao do poten
ial for lenta na regi~ao em que 	 �e n~aonula, i.e. as dimens~oes 
ara
ter��sti
as da fun�
~ao de onda 	 s~ao muitomenores que as distân
ias t��pi
as do poten
ial.3.6 Resumo do FormalismoOs prin
��pios b�asi
os da Me
âni
a Quânti
a s~ao:Estados s~ao dados por fun�
~oes de onda 	(x; t), 
ujo m�odulo ao qua-drado �e a densidade de probabilidade da part��
ula estar no ponto x.O 
onjunto dos estados forma um espa�
o vetorial devido ao prin
��pioda superposi�
~ao. Mais ainda, duas fun�
~oes diferindo apenas por uma
onstante multipli
ativa s~ao 
onsideradas iguais.Observ�aveis est~ao asso
iados a operadores lineares hermitianos atrav�esda regra Aop = A
l(p = �hir;x), sendo suas m�edias dadas porhAi = Z d3x 	�Aop	 :



3.6. Resumo do Formalismo 43Evolu�
~ao temporal dos estados obede
e a equa�
~ao de S
hr�odingeri�h ��t	(x; t) = H	(x; t) :Partindo dos postulados da Me
âni
a Quânti
a temos o apare
i-mento de problemas de autovalores em diversas situa�
~oes, tais 
omo naprevis~ao de resultados experimentais e na solu�
~ao formal de problemasde valor ini
ial. Antes de resolvermos diversos problemas de autovaloresvamos resumir sua utiliza�
~ao na solu�
~ao formal destes problemas.MedidasOs resultados poss��veis de medidas da grandeza f��si
a A s~ao os auto-valores (an) do operador hermitiano A asso
iado a esta quantidade.Aun = anunPara operadores hermitianos o 
onjunto dos autovetores fung formauma base do espa�
o dos estados e qualquer estado pode ser es
rito naforma 	 =Xn 
nun ; (3.57)onde os 
n's s~ao 
onstantes. Mais ainda, es
olhendo a normaliza�
~ao dosautovetores tal que Z d3x u�n(x)um(x) = Æm;n ; (3.58)temos que 
n = Z d3x u�n(x)	(x) : (3.59)Como vimos anteriormente, para um sistema no estado 	, a probabili-dade do resultado de uma medida o ser autovalor an �e dada porj
nj2 = ����Z d3x u�n(x)	(x)����2 ; (3.60)sendo que devemos adotar a normaliza�
~ao (3.58) para que esta ex-press~ao seja v�alida. Logo, para obter a distribui�
~ao de probabilidadedas medidas de A devemos seguir os seguintes passos:



44 Cap��tulo 3. Postulado Dinâmi
o da Me
âni
a Quânti
a� Resolver o problema de autovalores do operador A.� Expandir o estado 	 na base de autovetores de A, 
omo em (3.57).� As probabilidades dos autovalores s~ao dadas por (3.60).Evolu�
~ao temporalDado um sistema 
uja hamiltoniana �e H e o estado ini
ial 	(x; 0), aevolu�
~ao temporal deste estado �e obtida seguindo a seguinte re
eita:� Resolver o problema de autovalores da hamiltonianaHun = Enun.� Expandir 	(x; 0) na base dos fung.� Substituir 
n em (3.57) por 
n exp(�iEnt=�h) para obter a expans~aode 	(x; t). 	(x; t) =Xn 
ne�iEnt=�hun(x) : (3.61)


