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Proélogo

Estas notas estavam sendo preparadas para um curso de cinco aulas a ser ministrado durante a escola
de verao de 2011, organizada pela Comissao de Pesquisa do Instituto de Fisica da USP, supondo a
época dessa preparacao que, como em situacoes andlogas ocorridas anteriormente, as os supostamente
numerosos estudantes incritos apresentem um espectro relativamente amplo quanto aos respectivos
estagios de formacao, cobrindo tanto o de graduacao como o de pds-graduacdo. Devido a isso, fiz
a opcao de incluir tanto secoes menos exigentes em termos de pre-requisitos técnicos como algumas
outras, mais dependentes de familiaridade prévia com recursos apresentados tipicamente nos cursos
mais basicos da pds-graduacao, tentando ao mesmo tempo manter as primeiras tanto quanto possivel
independentes das tultimas. As referéncias bibliograficas incluidas procuravamm fornecer indicagoes
lteis para quem buscasse informacoes mais detalhadas ou formulacGes alternativas. Alguns exercicios
estavam sendo incluidos ao longo do texto para que o estudante pudesse em alguma medida testar a
sua prépria habilidade de navegacao pelos mares dos temas abordados.

Tal propodsito foi no entanto descontinuado durante o periodo de recesso de fim de ano de 2010,
quando me foi comunicado que a escola de verao ofereceria dez cursos a serem ministrados em paralelo,
havendo oito estudantes incritos para este particular curso. Em vista desse niimero reduzido, decidi
interromper o esquema que estava em andamento, optando por determinar o conteiido do curso ‘em
tempo real’, tendo a vista as caracteristicas que se apresentarem dessa reduzida audiéncia.

Estas notas sdo portanto, afinal de contas, apenas ruinas de um projeto nao concluido, que foi
interrompido por alteracao radical (e inesperada) de condigoes de contorno.

A. F. R. de Toledo Piza,
18 de janeiro de 2011
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Capitulo 1

Sistemas quanticos com muitas
particulas idéenticas

A dupla invengao da mecanica quéntica, nos anos de 1925 por Heisenberg e 1926 por Schrodinger, se deu
no contexto dos problemas de estrutura atomica. Ela envolveu uma ruptura com a cinematica da fisica
classica que se revelou forma adequada de efetivamente dar cabo das inconsisténcias e limitagoes cada
vez menos toleraveis dos esquemas anteriores, que se pode ver hoje como ‘semiclassicos’, desenvolvidos
em especial por Bohr e de Broglie; estes, por sua vez, se serviram de idéias cruciais propostas por
Einstein (em particular, a da corpuscularidade da luz) na sequéncia do trabalho pioneiro de Planck
sobre o problema da radiacao de corpo negro.

A primeira formulacdo de uma descricdo ‘quantica’ do comportamento de sistemas envolvendo
muitas particulas idénticas se deu, no entanto, antes mesmo da formulacdo da nova teoria por Hei-
senberg e Schrodinger, e foi também devida basicamente a Einstein, motivado por um trabalho e ele
enviado pelo fisico indiano Satiendranath Bose[1]. Nesse trabalho Bose apresentava uma nova dedugao
da férmula de Planck para a radiacao do corpo negro, baseada em métodos de mecanica estatistica
aplicados ao ‘gas de fétons’. O ingrediente crucial para isso era uma contagem peculiar do nimero de
estados (representados em um espago de fases cléssico, envolvendo momentos e posigdes!) acessiveis
ao sistema de muitos fotons, tendo em conta a sua indistinguibilidade. O procedimento de contagem
adotado por Bose para os estados com muitos fétons foi em seguida reformulado e aperfeicoado por
Einstein, e aplicado ao caso de um “gés ideal quantico” de dtomos indistinguiveis[2]. Diferentemente
do que acontece no caso dos fétons, o nimero total de 4&tomos no caso do gés ideal de Einstein é fixado
de antemao. Disso resulta, em particular, a predigao de um processo de ‘condensacao’, a temperaturas
suficientemente baixas, no estado quéantico de menor energia acessivel aos atomos individuais. Esse
processo veio a ser chamado de condensacao de Bose-Einstein.

Posteriormente aos trabalhos pioneiros de Heisenberg e Schrodinger de 1925 e 1926, a descricao,
no ambito da nova teoria, de um sistema quantico constituido de muitas particulas foi tratada em
um trabalho teérico publicado ainda em 1926 por Dirac[3]. Nesse trabalho, Dirac mostra que ha duas



formas de tratar essa questao que se mostram compativeis com os requisitos gerais da recém-formulada
teoria quantica, associadas a fungoes de onda que sejam respectivamente simétricas ou antissimétricas
com relacao a troca dos argumentos correspondentes a duas particulas idénticas quaisquer. Uma de-
las (a alternativa simétrica) correspondia aos resultados de Einstein e Bose, havendo porém a outra
forma, antissimétrica, a qual Dirac se refere simplesmente como conduzindo a ‘uma outra mecanica
estatistica’. Associando a antissimetria ao ‘principio de exclusao’ proposto por Pauli para dar conta
das propriedades de atomos de muitos elétrons, Dirac considera que esta ‘outra mecanica estatistica’
se aplica, em particular, a um sistema de muitos elétrons. Ela foi considerada também, independen-
temente e no mesmo ano de 1926, por Fermi[4], que partiu no entanto diretamente do principio de
exclusdao de Pauli'. As duas estatisticas quanticas identificadas por Dirac sdao hoje conhecidas como
estatistica de Bose-Einstein e estatistica de Fermi-Dirac; e as particulas, ou atomos aos quais elas se
aplicam sao chamados bésons e férmions, respectivamente. No caso de gases ideais, as duas estatisticas
diferem basicamente na forma de contar o niimero de estados de muitos corpos acessiveis ao sistema de
muitas particulas idénticas. Em particular, no caso da estatistica de Fermi-Dirac, o nimero de estados
possiveis é fortemente limitado pelo principio de exclusao de Pauli (ou pela condigao de antissimetria).

A associagdo das estatisticas de Bose-Einstein e de Fermi-Dirac respectivamente com particulas
de spin inteiro e de spin semi-inteiro (em particular, a associagdo da estatistica de Fermi-Dirac a um
sistema envolvendo muitos elétrons, nao apenas em atomos mas também em sistemas mais complexos,
como metais) foi logo feita em bases empiricas. Perto de uma década e meia mais tarde, a correlagao
spin-estatistica foi estabelecida teoricamente por M. Fierz[5] e W. Pauli[6] no contexto de teorias de
campo relativisticas?.

Os resultados pioneiros obtidos por Bose, Einstein, Fermi e Dirac essencialmente resolvem de
forma completa o caso mais simples de gases ideais, seja de Bose-Einstein, seja de Fermi-Dirac. A
simplificacdo essencial que distingue este caso é a auséncia de correlacoes dinamicas® entre particulas,
0 que permite reduzir completamente o problema de determinar o estado macroscopico de equilibrio do
sistema de muitas particulas idénticas diretamente em termos dos estados das particulas individuais
que constituem o sistema. Essa mesma simplificacao se aplica também, alids, ao caso de gases ‘classicos’
(isto é, gases nos quais as particulas constituintes supostamente satisfazem as leis da mecénica classica).
Resultados vélidos em situacoes mais gerais, envolvendo particulas correlacionadas por interagoes
mutuas, exigem um aparato técnico mais elaborado. E claro que os resultados assim obtidos, quando

Vale a pena notar que, & época, o tnico exemplo de sistema quantico de muitos objetos idénticos que era ostensi-
vamente ndo dominado pelo principio de exclusdo era um ‘gas de fétons’, com o exemplo notivel da radiacdo de corpo
negro. Isso é mesmo mencionado explicitamente por Dirac, que argumenta que, por ter elétrons na sua constituigdo, os
atomos devem estar também sujeitos a ‘outra estatistica’, e ndo a que é aplicdavel aos fétons.

2A questdo de relatividade, antiparticulas, spin e estatistica foi tratada por por Feynmann|[7] durante as Dirac me-
morial lectures de 1986, realizadas em Cambridge (Inglaterra).

3A mencao explicita aqui de que as correlacdes ausentes sdo dindmicas se deve a que, mesmo na auséncia de interacoes
entre as particulas idénticas, a prépria simetria ou antissimetria exigidas no caso de bésons e férmions respectivamente
de fato implicam em correlagoes entre as particulas. Isso é muito mais evidente no caso da antissimetria, que implica no
principio de exclusdo de Pauli: a acessibilidade de um estado a um dado férmion depende da existéncia ou nao de um
outro nesse mesmo estado.



aplicados ao contexto particular dos gases ideais, reproduzem os obtidos com uso explicito da condigao
de particulas independentes..

1.1 Estados classicos e quanticos de uma particula

O ‘estado’, considerado num determinado instante, de cada um dos constituintes independentes, de
massa m, de um gds ideal é caracterizado, na mecanica classica, através da posicao 7; e da veloci-
dade 7; ou, equivalentemente, do momento p; = mu; desse constituinte, nesse mesmo instante. Essa
caracterizacao corresponde a posicado de um ponto em um espacgo de fases de seis dimensoes, em cujos
eixos se representam as componentes de 7; e de p;.

Em termos da mecanica quantica, por outro lado, o estado de um constituinte independente é
dado, em um determinado instante, por uma fun¢ao de onda 1;(7), que corresponde na realidade a
um ‘vetor’ em um espago vetorial complexo de infinitas dimensoes que funciona aqui como espago de
fases. O fato de se ter aqui infinitas dimensoes significa que, diferentemente do que ocorre no caso da
posicao 7 e do momento p cldssicos, representaveis respectivamente por trés componentes em bases
dadas de trés vetores, o numero de vetores de uma base que permita representar qualquer funcao de
onda em termos de um conjunto de componentes é infinito.

Tanto em um caso quanto em outro, equagoes de movimento prescrevem a evolucao no tempo de um
estado qualquer considerado inicialmente. No caso classico, a equagao de movimento é simplesmente
a equacao de Newton

2 -
e = Ve ()
com condigoes iniciais 7(0) = 7; e mdr/dt|t=g = pPi, sendo Vex(7) um eventual potencial externo
aplicado com o propésito de confinar a particula (e que pode, em particular, ser nulo). E claro
que a energia total da particula é nessas condigoes uma constante do movimento, dada por E; =
p? /2m + V(7;). No caso quantico, a equac¢ao de movimento é a equacao de Schrodinger

- 292
WAL BEVZ7, ) + Ve (P 1) (1.1)
com a condigao inicial ¥ (7,t = 0) = ¥;(7), o papel desempenhado pelo potencial V() sendo aqui o
mesmo que no caso classico. Aqui a energia total da particula, embora sendo igualmente uma constante
do movimento, nao tem em geral um valor bem definido. Os estados com valor bem definido da energia
sao os que sdo representados por fungoes de onda ¢, () que satisfazem a equagao de autovalores

h2v2
l_ 2m

th

+ %xt(F)] o, (F) = Ej¢p, (7). (1.2)

Eles sao em nimero infinito, ortogonais entre si, e constituem uma possivel base para a representagao
de funcoes de onda mais gerais. Nesse papel é conveniente adotar a normalizacao



[ 65, (6, () = 8 (13)

com a qual uma fungdo de onda geral 1 (7) pode ser representada por uma sequéncia infinita de
componentes complexas {c¢;} como

U = Y eion (. com e = [ drop, (0.

Essa representagao permite também escrever a solugao da equagao de movimento de Schrodinger (1.1),
com a condicao inicial indicada, simplesmente como

iEjt

W t) =D cje” g, (1)
j

como pode ser facilmente verificado. De fato, as funcoes dependentes do tempo

iEj t

ij(??,t)Ee_ h (bE](’F)

satisfazem a equagdo de movimento (1.1), da qual sdo chamadas as solu¢des estaciondrias. Tal deno-
minacao se deve ao fato de que, em vista de que a dependéncia temporal se reduz a um fator de fase,
a densidade de probabilidade dada como |, (7,t)|? é na realidade independente do tempo.

1.1.1 Graus de liberdade ‘internos’

Toda a discussao precedente da dinadmica de particulas independentes (o que significa que elas nao
interagem entre si, podendo no entanto estar todas sujeitas & acao de forcas externas representadas
por um potencial Ve (7)) foi feita usando como tnicas varidveis dindmicas a posigao e a velocidade
(ou o momento) de cada uma delas. Na realidade, as particulas a serem consideradas sao dtomos
dotados de estrutura interna, envolvendo portanto outros graus de liberdade que sao, a rigor, ‘mais
elementares’, de modo que a posicao e velocidade utilizados devem de fato ser associados ao centro de
massa de cada um dos atomos.

Cabe porém notar, em primeiro lugar, que a existéncia de uma estrutura interna envolvendo graus
de liberdade ‘mais elementares’ nao invalida necessariamente uma descricao em termos das varidveis
dinamicas associadas ao centro de massa. No contexto da hipdtese da auséncia de interacoes mutuas
entre atomos, ela é de fato possivel e 1til sempre que a estrutura interna for suficientemente rigida
para se manter praticamente inalterada sob a agdo das forgas externas que agem sobre o atomo. Um
exemplo disso no contexto da mecanica classica pode ser o movimento do sistema solar no campo
gravitacional da galdxia. No entanto, é também verdade que a possibilidade e utilidade desse tipo de
descricao nao significa que ela seja suficiente. Especialmente, sempre que o estado interno, mesmo
que rigidamente mantido, nao for isotrépico, além das varidveis de centro de massa cabe especificar

4



sua orientagdo no espaco por meio de variaveis dinamicas adicionais. E possivel que tais varidveis se
comportem essencialmente como constantes do movimento, mas mesmo nesse caso elas desempenham
um papel na identificacao completa do estado. No exemplo envolvendo o sistema solar, a anisotropia
estad ligada ao momento angular total, que é preciso orientar corretamente para situar o sistema de
forma completa com relacao a galaxia. No caso atomico, sempre que o estado interno do atomo
for dotado de um momento angular total nao nulo, sua especificacdo devera envolver a informagao
adicional apropriada.

Embora de natureza nao elementar, o momento angular atomico é, nesses condigoes, normalmente
chamado de spin atomico. Estados atoémicos esfericamente simétricos sao estados de spin zero, e
globalmente descritos por variavel de centro de massa apenas. Estados atomicos de spin F' # 0 (tal é,
de fato, a notagao tradicional para o momento angular total do 4&tomo) envolvem 2F + 1 ‘sub-estados
magnéticos’ associados, no contexto quantico, as possiveis diferentes orientacées espaciais.

No caso em que o potencial externo V() seja independente do spin do dtomo, os estados es-
taciondrios descritos pelas solugoes da equagao (1.2) devem ser complementados por um fator que
especifique o estado de spin, isto é

o5, (F) — b5, (DXFmp, —F<mp<F.

Nesse caso, a cada solugdo da equagao (1.2) correspondem na realidade 2F + 1 estados quanticos
degenerados. No entanto, esse caso nao é geral e nem sequer é o mais relevante. De fato um do tipo de
potencial externo frequentemente usado para o confinamento de dtomos envolve na realidade campos
magnéticos inhomogéneos e é fortemente seletivo quanto ao valor de mp, sendo inclusive confinante
para alguns valores e desconfinante para outros. Quando todos os dtomos confinados tém o mesmo
estado de spin mp, o gas se diz completamente polarizado, e havera um inico estado quantico relevante
¢k, (F)XFmp (com o valor tinico apropriado de mp) para cada solugao da equagao (1.2).

1.2 Gases ideais de Bose-Einstein e de Fermi-Dirac

A determinacéo estatistica dos estados de equilibrio termodinamico de fato prescinde de um seguimento
explicito da dinamica do sistema, substituindo-o por hipéteses estatisticas apropriadas, que consistem
em atribuir probabilidades aos diferentes estados possiveis do sistema de muitos corpos considerado.
No caso particular de gases ideais, devido a independéncia dinamica das particulas constituintes, os
estados do sistema de muitos corpos, e portanto também as respectivas probabilidades, podem ser
descritos inteiramente em termos de propriedades de particulas individuais. A descricdo que segue se
refere a um géds descrito quanticamente (cf. [3]), embora algo muito semelhante possa ser aplicado a
um gés ideal cldssico (v. e.g. [8]).

Devido ao cardter estacionario dos estados de equilibrio termodinamico buscados é conveniente
adotar para os constituintes individuais do gas ideal uma descricao em termos dos estados estacionarios
de um tnico constituinte (ou ‘de um corpo’) obtidos como solugoes da equagao (1.2). Se N é o
numero total de constituintes (‘corpos’) no gés, e sendo eles dinamicamente independentes, os estados



estacionarios do gas como um todo podem ser caracterizados microscopicamente especificando por
quantos corpos cada um dos estados estacionarios de um corpo é ocupado, a soma de todas as ocupacgoes
devendo ser N. Essa caracterizacao é de fato microscopicamente completa, no sentido de que especifica
completamente o estado de cada uma das particulas idénticas que constituem o gas.

Estados que difiram em pelo menos alguma das ocupacoes sao considerados distintos, e a hipdtese
estatistica basica é a de que todos os estados distintos possiveis sao igualmente provdveis. Como pode
ser facilmente notado, isso por si s6 ja leva a necessidade de tratamentos diferenciados de bdsons
e de férmions. De fato, a simetria exigida dos estados de muitos bdsons nao restringe de qualquer
modo o ntmero de bésons que pode ser atribuido a qualquer estado de um corpo, ao passo que a
antissimetria exigida no caso de férmions nao permite mais que um tnico férmion por estado de um
corpo no inventario dos estados possiveis de N corpos.

Os estados de equilibrio termodinamico, por outro lado, nao correspondem a descricbes microsco-
picamente completas do estado do gés como sistema de muitos corpos. Na realidade eles sao caracte-
rizados por meio de varidveis macroscopicas, cujos valores sao definidos por propriedades do conjunto
mais provavel de estados microscépicos com caracteristicas macroscépicas comuns. A probabilidade é
aqui avaliada em termos da hipotese estatistica feita em relagao aos estados microscépicos. O trabalho
a ser feito para identificas os estados de equilibrio termodinamico envolve portanto introduzir os ingre-
dientes necessarios para a caracterizagao macroscopica e a avaliacao e maximizacao da correspondente
probabilidade.

A forma mais simples de introduzir uma caracterizacdo macroscépica dos estado do gés consiste
em agrupar os infinitos estados estacionarios de um corpo em grupos rotulados por um indice k que
contém um nimero ‘macroscopico’ g de estados de um corpo com energias F,, préximas, e caracterizar
o estado macroscépico em termos do numero de corpos N em cada grupo de g estados de um corpo,
devendo-se ter entao ), N = N. A probabilidade de cada grupo é proporcional ao niimero de estados
microscdpicos consistentes com os parametros do grupo. E a probabilidade de uma dada caracterizacao
macroscopica é proporcional ao produto do nimero de estados microscopicos de cada um dos grupos.

1.2.1 Boésons ideais

Cada um dos estados microscépicos de N bésons idénticos (de spin zero, por simplicidade) que podem
se distribuir em um grupo de g estados de um corpo pode ser representado por uma sequéncia do
tipo

lee23eee 4056700890 (...) gy0@

em que os nimeros (de 1 a g) identificam os estados de um corpo pertencentes ao grupo, e os e
representam atomos que ocupam o estado cujo nimero os precede. Tratando-se de bdsons, ocupacoes
multiplas (como as que nesse caso ocorrem em 1, 3, 7 etc.) s@o permitidas. O nimero wy de tais
sequéncias para g € N dados é entao

gk + N —1)lgg,
9k!Ni!
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como pode ser visto da seguinte forma: i) ignorando a ordem dos estados de um corpo e a indistin-
guibilidade das particulas, o niimero de sequéncias possiveis é dada pelo numerador, tendo em conta
que o primeiro objeto deve ser um nimero (o fato de poder ser qualquer um deles d4 o fator g) e que
todas as permutacoes dos gx + N — 1 objetos restantes sao admissiveis; ii) o numerador da entao o
numero de sequéncias incluindo permutagoes tanto das particulas quanto dos ntimeros identificadores
das células; o fato de que qualquer uma das sequéncias distintas admissiveis pode ser escrita com os
nimeros em sua ordem natural implica numa redundéancia corrigida pelo fator gi! no denominador; e
a redundancia associada ao fato de ter sido ignorada a indistinguibilidade das particulas é corrigida
pelo fator Ni! no denominador.

Com isso, o nimero de estados microscopicos W que corresponde a uma determinada caracterizacao
macroscopica correspondente a uma escolha possivel dos Ny, é dado por

W= Hwk _ H (9k +]\:k: —'1)!9@
. . gr!Ng!
A identificacdo do estado de equilibrio termodinamico envolve ainda a determinacdo das ocupacgoes
macroscopicas { Ni} que maximizam W. Essa maximizagao deverd ter em conta vinculos que fixam o
nimero de particulas e a energia total do gés, a serem introduzidos adiante.

Alternativamente & maximizacao do nimero W de estados microscépicos equiprovaveis é usual ca-
racterizar o estado de equilibrio termodinamico através da maximizacao da quantidade S = kplog W,
identificada por Boltzmann como sendo a expressao estatistica para a entropia do sistema. A constante
de proporcionalidade dimensional kg é a chamada constante de Boltzmann, e a monotonicidade cres-
cente do logaritmo garante a equivaléncia das duas opg¢oes de maximizagao. Em termos da expressao
obtida para W, a entropia de Boltzmann é dada por

N —1)!

TN,
. 9! N!

Os logaritmos das fatoriais podem ser aproximados pela férmula de Stirling logn! ~ nlogn — n +
O(logn). Desse modo a expressao para a entropia se reduz a

S ~ kgy_ [loggk + (g& + Nk — 1)1og(gk + Nk — 1) — g, — Ny + 1 — g 1og gi, + gi — Ni, log N + Ni]
k

~ kp Y [(gk + Ni)log(gr + Ni) — gk log g, — Ny, log N]
P

onde foram ignorados os termos que sao de ordem igual ou menor aos ja desprezados na forma usada
da aproximagao de Stirling. A soma é aqui efetuada sobre todos os blocos de g estados de um corpo.
Ela pode no entanto ser estendida a todos os proprios estados de um corpo introduzindo para estes
ocupagoes médias n;, = Ni/gx, onde o indice i) corre por todos os g estados de um corpo incluidos
no bloco k. De fato



S ~ kp Y [(gk + Ni)log(gk + Ni) — gr log gx — Ny log Ny] =
P

= kp ng[(l + ng) log(1 + ny) — ng logng) =

k
= kg Z Z [(1 4 n4, ) log(1 + i, ) — ng, logng, | =
k ipe{k}

= kp Z[(l + n;i)log(1 + n;) — n; logny] (1.4)

(2

onde agora a ultima soma se estende sem restricao sobre todos os estados de um corpo, cujas ocupacgoes
médias sao dadas pelos n;.

O estado de equilibrio termodinamico pode agora ser buscado os valores dos n; que maximizam S,
tendo em conta as condi¢oes de vinculo que fixam o nimero total NV de particulas e a energia total F
do gés, dadas por

Znik =N (§] ankEz:E
i i

Essas condi¢bes podem ser tomadas em conta através de multiplicadores de Lagrange a e (3, de
modo que a condicao de extremo que determina as ocupacoes dos estados de um corpo no equilibrio
termodinamico é

1) S—aZni—ﬂZniEi =0

onde as ocupagoes n; podem ser variadas independentemente. Utilizando a expressao obtida em (1.4)
para a entropia de Bolzmann o que se obtém da variagao é

Z(Sni[/ﬁB(log(l +n;) —logn;) —a—BE;] =0

donde, usando a independéncia das variacoes dn;,

1 , 1 a+BE; 1
+‘nl =« +5Ei ou 1+ —=e kp ou ainda mn; = TatpE; (1'5)

n
i 1 e kB —1

kplog

A quantidade n; corresponde a ocupacao média de cada um dos estados de um corpo, cujas energias
sao F;. Os multiplicadores de Lagrange « e (3 sdo determinados pelas condicoes de vinculo

1 E;
Y wmm— =N e > —wm,—=F
i e kB —1 i e kB —1



onde as somas sao estendidas a todos os estados quanticos de um corpo.
Finalmente, com o resultado obtido e usando a expressao de Boltzmann, a entropia do gas fica
escrita como (a soma sendo estendida a todos os estados quanticos de um corpo)

S=kp Z[(nl + 1)log(n; + 1) — n;logn,) com N = —pE—

i e B —1
Diferenciando com relacao as ocupagoes médias n; resulta

14 n;
n;

dS =kp_ dn; log =kp Y (o + BE;)dn; = a dN + 3 dE

onde foi usada a primeira das relagoes (1.5). Essa expressao pode ser comparada com a expressao
termodinamica geral (a volume constante) dE' = T'dS + pudN, onde T' é a temperatura e p o potencial
quimico, ou seja dS = dE/T — pdN/T, o que leva as identificagoes

1
ﬁ:f e o= ——

de modo que a ocupacao média de um estado de um corpo de energia F; a temperatura 1" e com
potencial quimico p (cujo valor depende do nimero total de particulas nas condigoes consideradas, e
portanto da densidade macroscépica do sistema), para um gés ideal de bésons é dada por

(bésons). (1.6)

1.2.2 Férmions ideais

O caso de um gés ideal de férmions (completamente polarizado, por simplicidade) pode ser tratado
de forma inteiramente analoga[3], mas evidentemente leva a um resultado diferente para W devido a
restricao de que, consistentemente com a antissimetria a imposta neste caso, ocupagoes multiplas de
estados de um corpo nao sao permitidas ao distribuir Vg férmions por g; estados de um corpo. O
numero de estados microscopicos wy, neste caso corresponde ao ntmero de formas distintas de escolher
Ny dentre g objetos distintos, que é dado simplesmente por um coeficiente binomial

Gk ! gr!
W = = de mOdO ue W = — Y .
F ( N, ) Ni!(gr — Ni)! a 1;[ Ni!(gr — Ni)!

E claro que neste caso deve-se ter N < gi, e em particular wy = 1 para N = g;. Usando a expressao
de Boltzmann para a entropia e efetuando a variagao das ocupagoes com os vinculos relativos ao
ntumero total de particulas e a energia total, usando as mesmas aproximagcoes que no caso do gas de
bésons, resulta agora que



1 1 .
pree s L7 O (férmions). (1.7)
e B

n; =

Exercicio 1.1 Implemente passos analogos aos usados para a dedugao feita para o caso de bdsons
para obter o resultado (1.7).

1.2.3 Discussao das duas distribuicgoes

As duas expressoes (1.6) e (1.7) dao a distribuicdo pelos diferentes estados quanticos de um corpo
das N particulas bosénicas ou fermiénicas a temperatura T e com potencial quimico p. A sua seme-
lhanca formal tende a esconder comportamentos dos sistemas respectivos que podem em determinadas
situacoes ser radicalmente diferentes, e que convém portanto tornar mais explicitos.

Em primeiro lugar, pode-se ver diretamente que a semelhanca formal se traduz em semelhanca
também quantitativa em condigoes tais que todas as ocupagoes sejam muito pequenas, isto é, n; < 1
para todos os estados de um corpo. Essa condicao implica, de fato, que e# >> 1 também para todos
os estados de um corpo. Isso pode ser satisfeito para valores do potencial quimico p menores que a
menor das energias E; de um corpo, o que faz com que o expoente seja sempre positivo. As ocupagoes
tendem entao a ser exponencialmente pequenas, mas podendo levar a densidades significativas em

temperaturas nao excessivamente baixas. Nesse caso valem as aproximacoes

1 1 Bizp

~e FBT

Ei—p Ei—p
efBT —1 eksT 41
em que a ultima expressao reproduz a distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann, indicando que as
propriedades caracteristicas que distinguem as estatisticas quanticas, tanto entre si como cada uma
delas em relacao a estatistica classica, devem ser procuradas em situacoes que fogem desse limite, e
que serao discutidas em seguida.

A. Bésons ideais. Neste caso as ocupagoes de estados de um corpo sao dadas em geral pela expressao
(1.6). Como os n; devem ser todos nao negativos, uma primeira condigdo que deve estar satisfeita
pelos parametros é

E;—p

eksT >1 ou seja E; —p >0 para qualquer 1,
isto é, o potencial quimico u deve ser sempre menor que a menor das energias F; de um corpo. Fazendo
a escolha usual para a escala de energia segundo a qual essa menor energia seja definida como zero,
a condigao sobre o potencial quimico se reduz a pu < 0. Essa condi¢do é muitas vezes expressa em
termos da quantidade z = e#/k57 chamada fugacidade. Em termos dela

_ B
ze kT
g = —"—"F"

i

1—ze *BT

(1.8)
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de modo que a ocupacao do estado de menor energia Fy = 0 pode ser escrita simplesmente como

z
ng =

1-=2
mostrando que o intervalo acessivel a fugacidade é 0 < z < 1.

Se o nimero total de particulas no gas é N = ) . n;, no limite em que a temperatura 7' vai a
zero todos os n;, exceto ng que corresponde a Fy = 0, tendem também a zero. Desse modo, no limite
T—0

N
* N ou seja Z_>N7+1'

ng =
11—z
Por outro lado, o nimero de particulas em todos os estados excluindo as que se encontram no estado
de menor energia Ey = 0 é dado em geral por

E:

[
ze kT

1 1
N-ng=) ———5 =2 5= — <2 75— =N

i#01 —ze 8T  i#£0e*BT —1 i#0 kT —1

onde a desigualdade decorre do fato de que 0 < z < 1, ou equivalentemente de p < 0. O valor Ngat
da ultima soma, que majora o nimero total de particulas em estados que nao sao o estado de menor
energia, foi chamado nimero de saturagao[9]. A importancia e utilidade dessa definigao vem de que

N —ng < Ngat ou seja, ng > N — Ngat

o que significa que N — Ngot é um limite inferior para o numero de particulas que devem ocupar o
estado de menor energia. Em particular, se (tipicamente para temperaturas suficientemente baixas) o
nimero de saturagao for muito (‘macroscopicamente’) menor que o nimero total de particulas, entao
pelo menos a fracdo ‘macroscépica’ faltante deve ocupar o estado de um corpo de menor energia.
Como se vera em seguida, isso estd estreitamente ligado a condensacao de Bose-Einstein.

O caso mais simples é o de um géas ideal livre (isto é, Vex () = 0 na equagao (1.2)) de bésons
de massa m (v. o Apéndice deste capitulo para um outro caso). Aqui é conveniente resolver essa
equacdo de autovalores com condicoes periédicas de contorno em um volume L3 para o qual os estados
e energias de um corpo sao

. 272
Pp(7) = #e’k'r com {ky, ky k.} = 2fﬁ{ngg,ny,m} , Ep = %
Nesse caso, havendo N bésons no volume L3 a densidade do gés serd p = N/L? e o nimero de
saturacao é dado pela soma

/ 1 21h
Nsat = Z )\2 Onde AT = W

T (24,2, 2
{n:} eﬁ("1+”2+”3) -1
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é o comprimento de onda de de Broglie para um bdson de energia kgT, e o termo n; =ng =ng =0
é excluido da soma. Fazendo L crescer e mantendo a densidade do gas constante, é sempre possivel
chegar a uma situacdo em que A\y/L < 1, e entao a soma que define o nimero de saturagao pode ser
aproximada por uma integral tridimensional sobre 5 = A\pii/L

N t_>L3// d3€ A L3 /oo §2d§
A

5, — 4T & .
A | N Iapyr €€ —1

O fator L3/ )\:} corresponde a quantidade que funciona como jacobiano nessa transformacao, e o limite

inferior na integracao sobre £ = || se deve a exclusao do termo 7 = 0 na soma. Esse resultado permite
introduzir uma densidade de saturacdo dada por

_ Neaw 1 /OO £2d¢

pSat - L3 - )\:,13—‘ )\T/L 652 _ 17

que permite estender a idéia de ocupacao forcada do estado de um corpo de menor energia as condigoes
do limite termodinamico, o qual corresponde a fazer L?> — oo com densidade p = N/L? constante.
Note que neste limite, tanto N quanto o nimero de saturagao Ng,t se tornam infinitos, mas de forma
a dar uma densidade de saturacdo finita. A integral remanescente que aparece na iltima expressao
pode ser calculada, no limite termodinamico, através de uma série de integragoes gaussianas usuais
(note que no limite termodinamico Ar/L — 0):

OO€2d§_OOQOO_V§2 _ﬁwl_ﬁ3_ﬁ

A ultima soma corresponde, de fato, & fungao zeta de Riemann[10] ((s) calculada para s = 3/2, cujo
valor é 2.612---. O resultado deste calculo mostra portanto que a densidade de saturacao para o gas
de bésons no limite termodinadmico é

73/2 mkpT 3
a —— X 2612---=2612--- | — | = psat(T).
Psat — )\% ( s ) P t( )

Como psat (7)) é um limite superior para a fracdo da densidade total que corresponde a particulas
em estados de um corpo que estao fora do estado de um corpo de menor energia que diminui a medida
que a temperatura também diminui. Uma situagao critica se estabelece a temperatura 7, em que psat
se torna igual a densidade total p do gés, isto é

. 27 h? 3
psat(Tc) =p ou s€ja T. = mka <2.61P2 _ ) (1'9)

De fato, para temperaturas menores que T, a densidade de saturacao se torna menor que a densidade
total, obrigando uma fracao finita da densidade total, dada por p — psat, & se alojar no estado de
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um corpo de menor energia, que é neste caso o estado com k = 0. No limite T — 0 a densidade de
saturacao se anula, e toda a densidade do gés deve estar alojada no estado de um corpo de menor
energia.

Esta é a versao ‘original’ do processo de condensacao descoberto por Einstein em 1924[2] a partir
do trabalho estatistico de Bose para o ‘gds de fétons’. Como se vé, a condi¢ao para o inicio do processo
de condensacao (para um gas ideal!) é caracterizada pela relagao (1.9). Re-exprimindo essa relagdo em
termos do comprimento de onda de de Broglie, a condicao para a existéncia de uma fracao condensada
da densidade total p pode ser escrita como

pAS >/ %2612, (1.10)

o que pode ser interpretado como a condicdo de que haja pelo menos 73/2 x 2.612- - ~ 14.54 bésons
em um volume igual ao cubo do comprimento de onda de de Broglie associado a energia térmica kg7,
ou alternativamente pl/ 3\r > 2.44. Esta ultima quantidade pode ser interpretada como a relacio
entre o comprimento de onda térmico e a separacao média entre os bésons no gas ideal.

B. Férmions ideais. As ocupagoes dos estados de um corpo no caso de um sistema (completamente
polarizado) de férmions ideais idénticos, dadas pela expressao (1.7), devem também sempre satisfazer
a condicao n; < 1 o que no entanto, diferentemente do caso da estatistica de Bose-Einstein, nao coloca
qualquer restricao a priori sobre valores admissiveis para o potencial quimico u. Como ja mencionado,
valores negativos de p (numa escala de energia em que o menor autovalor dos estados estaciondrios
de um corpo é definido como zero) e temperaturas nao excessivamente baixas incluem o dominio
em que a distribuicdo de ocupactes se aproxima da distribuicao ‘classica’ de Maxwell-Boltzmann. A
situagao fermionica extrema de um ‘gas de Fermi degenerado’, por outro lado, corresponde a > 0 e
temperaturas ‘muito baixas’. Para dar um sentido quantitativo a essa caracterizagao, e pensando mais
uma vez em termos de um espectro discreto de estados de um corpo livres (solugoes da equagao de
autovalores (1.2) com Vex (7) = 0 e condicdes de contorno periédicas em um volume L3), temperaturas
‘muito baixas’ significa kT <« AFE, sendo AFE a escala caracteristica da diferenca entre energias de
um corpo consecutivas (e.g. AE ~ h? /2mL?). Nessas condigoes, de fato, resulta que

para kT — 0, (1.11)

i — 1 para E; < p
0 para E; > u

isto é, todos os estados com FE; < u estao essencialmente ocupados por um férmion, ao passo que os
estados com energias maiores estao essencialmente desocupados. A relacdo entre o niimero de férmions
N e o potencial quimico é entdao a de que N é o nimero de estados de um corpo com energia menor que
i. O efeito de uma temperatura ndo nula (embora ainda baixa no sentido discutido) é claramente a
atenuagao do degrau abrupto que caracteriza o gas de Fermi ‘completamente degenerado’, eq. (1.11).

O valor de p no limite de temperatura nula é usualmente chamado energia de Fermi, ep (outra
definic¢ao usual é a do momento de Fermi kr, que consiste no médulo do momento associado & energia
de Fermi, ez = h%k%/2m). No caso de um gas de Fermi ideal livre (isto é, V(7) = 0 na equagao (1.2)) a
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energia de Fermi pode ser facilmente relacionada com a densidade do gas em termos da expressao que
determina a relacao entre p e o nimero de particulas. De fato, usando a distribuicdo completamente
degenerada (1.11),

3 | B I3 3
N=Y 1t / / v k2dk_(2mf>2
(2m)3 k2<2;n T or2 I

E<p

e portanto

h? 2
U=€p = %(6772/))3 . (1.12)

Nesse célculo a soma sobre estados de um corpo foi substituida por uma integral sobre os vetores de
onda por meio do jacobiano apropriado, usando condicdes de contorno periédicas no volume L3, como
feito no caso do gas de bésons.

A energia total do gds degenerado, por outro lado é dada por

L3 PR S 2kt 3
Ey= > E;— / / —dk—fNeF,
3 2 < 2mu 2m o2 5
E;<p 2
ou seja, a energia media por particula é dada por Ey/N = %ep e, portanto, usando o resultado

(1.12), proporcional a poténcia 2/3 da densidade. Isso d4 uma relagao entre a energia total do gés
de Fermi degenerado e o volume L3 ocupado, mantendo constante a temperatura (zero) e o niimero
de particulas, da qual é possivel calcular a pressao exercida pelo gas de Fermi a temperatura zero
(chamada pressao de Fermi Pr):

M=o =5V am 3a; 5
A pressao exercida por um gés ideal de Fermi completamente degenerado (temperatura zero) é portanto
positiva e proporcional a poténcia 5/3 da densidade p no limite termodinamico. Ela decorre das
restrigoes impostas sobre a ocupagao dos estados de um corpo pela antissimetria exigida da fungao
de onda de muitos férmions, a qual tem como uma de suas consequéncias o ‘principio de Pauli’. Em
comparacao com tal situagao, a pressao exercida por um gas ideal de Bose completamente degenerado
(temperatura zero) é zero no limite termodinamico.

OEy 3 R (6W2N)§g 1 2

1.3 Apéndice

1.3.1 Estados térmicos de um gas de bésons ideais em armadilhas

Um outro exemplo que, pode ser tratado de forma analitica, do uso da expressao geral (1.6) para os
ntmeros de ocupacao de estados quanticos de uma particula no caso de bésons ideais consiste de um
sistema ideal de bdsons confinados por um potencial de oscilador harmoénico anisotrépico
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m 2.2

Vet (T) = 2 —(wiz® + wiy? + w32”)

para o qual as energias de uma particula sao
E; — En = Enjngng = h(win1 + wang + w3ng)

com nq, Ny € ng inteiros nao negativos. A escala de energia foi definida de modo que o valor da menor
autovalor seja zero. Escrevendo a ocupagao em termos da fugacidade z = exp(u/kpT) como na eq.
(1.8),

_En_
ze kBT vEnp

nnzi E Ve kBT

1—ze kBT

onde o denominador da primeira expressao foi re-escrito como a soma de uma progressao geométrica.
O potencial quimico p (ou, equivalentemente, a fugacidade z) é determinado pela condi¢ao subsidiaria
sobre o numero de particulas, isto é

vh(wingtwangtwsng)

00 3
N = Z”n— > e et =2 A

ninansy =1 v=1 =11 — e_V’VBT

A dltima passagem envolveu uma troca na ordem das somas e usou o fato de que cada uma das somas
sobre os n; é também a soma de uma série geométrica. Esta tultima relacdo pode ser usada para
obter numericamente o potencial quimico (ou a fugacidade) em termos da temperatura para um dado
numero de particulas N. No caso de um oscilador isotrépico (i.e. w1 = wy = w3 = w) ela se reduz a

(0.9} ZV
= Z ENER

v=1 <1 _ 6 kBT)
Antes de apresentar um exemplo de solugdo numérica da equagao (1.13) para a fugacidade z como
funcao de N e T, é til estudar o que corresponde, neste da armadilha harmonica isotrdpica, ao
fenomeno de condensacao de Bose-Einstein que foi obtido no caso do gés ideal livre (Vexy = 0).

Novamente, do fato de que z < 1 é possivel relacionar o nimero de particulas que nao ocupa o nivel
de menor energia com um nimero de saturacao Ngat:

1
N—n0:Znn<ZTE sat

n#£0 n#0 ekBT — 1

(1.13)

Este niimero de saturagao pode ser estimado de forma analitica no caso do oscilador isotrépico, notando
que o autovalor hwn = hw(ni + ng + ng) tem degenerescéncia (n + 1)(n + 2)/2, de modo que
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1S (n+1)(n+2

Neat =5 > (n+ Din+2) ﬂ% ), (1.14)
n=1 e*BT —1

Definindo o parametro adimensional £ = hw/kpT e a varidvel também adimensional z = n{, quando

¢ < 1 (isto é, a energia de excitagao do oscilador é muito menor que a energia térmica) a soma pode

ser estimada em temos de uma integral em x:

1 (m+§)($+2§)
Nsat 253 /£/2 1 l’

Esta integral pode ser calculada separando as trés contribuicoes para o numerador, proporcionais

a x2, z e independente de z respectivamente. Para as duas primeiras o integrando é regular em x = 0

e o intervalo de integracao pode ser estendido até esse ponto:

o0 d —l/ac
T ]
b [ 2 — = s [ Zwe*”da::zzéz;/o ewdw:?’ézéz?’“@)
1 =1 v=1

As somas sobre poténcias reciprocas sao dadas em termos de valores da funcao zeta de Riemann,
C(3)=1.202--- e ((2) =1.6449--- (v. e.g. ref. [10]). O integrando da terceira integral é singular em
x = 0, o que nao permite estender o limite de integragao. Ela pode porém ser calculada como

—vg/2

_ v _ 2 _ g2 L =&/2
c) 2¢> /wem_ =2¢ [S/Ze da = 2¢ 27,, = —28%In(1— e */?).

v=1

Como a validade desses resultados é sujeita & condigao £ < 1, as integrais b) e ¢) podem ser vistas
como pequenas corregoes a contribuicdo dominante que provém de a), de modo que a estimativa para
o numero de saturacdo no caso da armadilha harmoénica isotrépica é

B3 kpT\?
Nsat —_ 573 —_— 1.202' M (M)

A temperatura critica T, & qual o numero de saturacao se torna igual ao nuimero total de particulas
N é portanto neste caso dada por

1
hw N 3
T.= — | — 1.1

kg (1.202---) (1.15)

O valor do pardmetro adimensional y usado no célculo das integrais a), b) e ¢) acima é, para a
temperatura critica,
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Figura 1.1: Resultados da solugdo numérica da eq. (1.13): fracdo de ocupagdo do estado de menor energia
no/N = z/(1—2)N (em escala linear no grafico inferior, e logaritmica no grafico superior) e fugacidade z (grafico
inferior, curvas mais densas) para N = 100, 10000 e 100000 bésons em uma armadilha harmoénica isotrépica em
funcdo da temperatura em unidades da temperatura critica 7'/T.

P _(1.202--.)§
‘7 kpT. N

o que, para N nao pequeno demais, garante a validade da condigao imposta de que £ < 1.

Exercicio 1.2 (a) Obtenha a energia de Fermi ey para um sistema completamente polarizado de
férmions ideais em um potencial de oscilador harmonico isotrépico de frequéncia w na situagao em
que o numero de niveis ocupados é muito maior que 1, isto é, ep/fiw > 1. Sugestdo: definindo a
escala de energia de modo que o nivel de menos energia tenha energia zero, o nimero de niveis com
energia £, = nhw é g, = (n+1)(n+2)/2.

(b) Compare a dependéncia com a densidade (ou com o ntimero de particulas) das energias de Fermi
e das temperaturas criticas respectivamente para gases ideais de Fermi-Dirac e de Bose-Einstein
livres e aprisionados em um potencial externo harmonico[24].
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Uma comparagao da expressao (1.15) para a temperatura critica do gés ideal de Bose-Einstein em
uma armadilha harmoénica com a expressao correspondente (1.9) obtida no caso de um gés uniforme
mostra uma diferenca importante: neste ultimo caso, a dependéncia da temperatura critica com o
ntmero de particulas e com o volume permite que ela seja escrita em termos apenas da densidade do
gas, particulas por unidade de volume. No caso dos bdsons na armadilha harmonica, a densidade do
sistema ndo é uniforme, mas pode ser caracterizada pelo pardmetro p, = N/b3, sendo b = /h/mw
o parametro do oscilador. A temperatura critica neste caso ndo pode ser expressa em termos desse
parametro apenas. De fato, escrevendo a eq. (1.15 em termos de py,

hmw ( Pb )é
T, = ’
kp 1.202---

de modo que fazendo w — 0 com N — oo mantendo p, constante a temperatura critica vai a zero
com w'/2. Nesse sentido, a ‘condensacio de Bose-Einstein’ na armadilha harménica aparece como um
fenomeno associado exclusivamente a sistemas finitos. Esta diferenca pode ser atribuida em ultima
analise as propriedades dos espectros de estados de uma particula nos dois casos: no caso da armadilha
harmonica, autovalores sucessivos sao igualmente espacados, e a degenerescéncia aumenta quadrati-
camente com a energia de excitacao (cf. eq. (1.14), enquanto no caso do gds uniforme (tratado com
condigoes periédicas de contorno) tanto os espagamentos como as degenerescéncias crescem quadra-
ticamente com a energia de excitacao, efetivamente inibindo o papel de excitagoes térmicas (cf. ref.
[17]).

Resultados da solu¢ao numérica da equagao (1.13) sdo mostrados na figura 1.1, usando a tempera-
tura critica T, como escala de temperatura para trés valores diferentes do niimero de bdésons N. Esses
resultados mostram, em particular, que para T'/T. < 1 os bdsons se acumulam no estado de menos
energia tanto mais rapidamente quanto maior for o nimero de particulas.
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Capitulo 2

(Gases nao ideais

Este capitulo tem o duplo propésito de discutir a natureza, propriedades e a descricao das interacoes
entre atomos que sao relevantes no caso especifico de gases ultra-frios e rarefeitos, além de apresentar
uma generalizacao do tratamento estatistico anterior que é aplicavel também ao caso de sistemas
quanticos nao ideais. De fato, a inclusao de interagoes entre atomos destréi, mesmo no regime ultra-
frio, a base sobre a qual se assentou o tratamento das propriedades de gases ideais quanticos em
baixas temperaturas, dado no capitulo anterior. A simplicidade daquele tratamento decorre, em
dltima anélise, do fato de que toda a informacao dinamica necessaria para a sua implementacao pode
ser obtida de problemas quanticos soliveis ‘de um corpo’. Como visto, gragas as hipoteses estatisticas
feitas (v. sec@o 1.2), tal informagao se limita ao espectro de solugdes da equacao de autovalores (1.2),
que é uma equacao para uma unica particula. A inclusdo de interacoes entre as particulas constituintes
do gés, no entanto, acarreta imediatamente a existéncia de correlagbes dinamicas entre elas. Além
do problema quantico correspondente nao ser solivel, essa propriedade genérica das solugoes também
inviabiliza, em principio, as hipoteses estatisticas que puderam ser adotadas no caso do gas ideal.

2.1 Interacoes e espalhamento atomo-atomo

No tratamento de gases ideais, os atomos figuram como entidades elementares, através de suas variaveis
dinamicas de centro de massa (posi¢ao, momento) além de outras propriedades ‘internas’, mas glo-
bais, como momento angular atéomico total, com seus sub-estados magnéticos. Estritamente falando,
a simplicidade dessa ‘elementaridade’ é rompida pela presenca de interacoes entre os dtomos, que é de
natureza essencialmente eletromagnética e em geral nao redutivel as varidveis dinamicas dos atomos
enquanto sistemas elementares. O esforco experimental empenhado em viabilizar o estudo e a ma-
nipulagao de gases atOmicos reais ultra-frios se justifica em grande parte pela enorme simplificagao
trazida pelo efetivo congelamento, nesses sistemas, de graus de liberdade sub-atomicos. De fato, as
energias tipicas envolvidas nas colisdes interatomicas no gas ultra-frio sao muito menores que as ener-
gias de excitacao tipicas dos a&tomos que o constituem, o que os torna, nessas condicgoes, ‘efetivamente
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elementares’. Um balizamento quantitativo das temperaturas envolvidas aqui é dado pelo fator de
CONVersao

1eV < 1.16 x 10* °K

que mostra que, mesmo em temperaturas ambientes, excitacoes eletronicas colisionais de dtomos em
um gas sao eventos raros. A escala de energia da estrutura fina dos d4tomos é porém menor que essa
por um fator a? = (1/137)2, enquanto a da estrutura hiperfina é ainda menor por um fator adicional
da ordem 1073, Se a elementaridade pretendida dos dtomos ultra frios deve incluir o congelamento
de transicoes até hiperfinas, o domfnio de temperaturas correspondente se situa abaixo de ~ 1074 °K.
Nesse regime ultra-frio um gas nao ideal armadilhado por um potencial externo admite uma descri¢ao
em termos de um hamiltoniano fenomenolégico do tipo

h2V?

HUF:Z<— 5 + Vext (77 >+ Z 5 — Ty, e) (2.1)

onde v(r; — 7}, ---) é um potencial de dois corpos que descreve fenomenologicamente, e de forma su-
ficientemente realistica, a interacao entre dois atomos ‘elementares’, com efeitos sobre a dinamica dos
respectivos centros de massa 7; e eventualmente também outras varidveis internas globais, representa-
das esquematicamente por (---) no argumento de v.

Os potenciais fenomenolégicos v(7,---) que descrevem o espalhamento eldstico de dois dtomos
neutros (note que o vetor de posigao relativo 7; — 7’; estd agora sendo escrito simplesmente como 7)
sao potenciais de curto alcance, no sentido técnico usado em teoria quantica de espalhamento, isto é,
satisfazendo a condicao

Jim ro(7,---) = 0.

Isso garante a possibilidade de expandir a amplitude de espalhamento em ondas parciais [, e de
parametrizar a contribuigdo de cada uma delas em termos de uma defasagem 0;(k) (v. e.g. ref. [11]).
Escolhendo a escala de energia da forma usual, que consiste em fazer com que lim, . V(7,---) =0,
a relacdo entre k e a energia de espalhamento E > 0 no sistema de centro de massa é E = h2k? /2,
onde p é a massa reduzida dos dois atomos. No que segue, vamos por simplicidade ignorar efeitos
dinamicos do acoplamento dos graus de liberdade internos dos dtomos com o movimento relativo, o
que permite escrever a decomposicao em ondas parciais da amplitude de espalhamento como

?r\»i

> (20 + 1) ®sen 6 (k) Pi(cos 0) (2.2)
=0

onde Pj(cosf) sao polinomios de Legendre e 6 é o angulo de espalhamento no sistema de centro de
massa. As secoes de choque diferencial e total sdo dadas respectivamente por
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% = |fx(0)? e o :/]fk(9)|2 dQ = i;z 21 + 1) sen?5; (k).
=0

Ao contrario da segao de choque diferencial, em que ocorrem efeitos de interferéncia entre diferentes
ondas parciais, a secao de choque total é expressa como uma soma de contribui¢oes independentes
devidas a cada uma das ondas parciais, que sdo limitadas tanto inferiormente (elas ndo podem ser
negativas) quanto superiormente:

20+1

1
sen?0y(k), 0<o<d4n 12

o= Z o} com o =4m 2lk:2
Os termos de interferéncia desaparecem no processo de integracao angular, através das propriedades de
ortogonalidade dos polinomios de Legendre P;(#). O limite superior para a contribuigao de cada onda
parcial [ decorre da conservagao da probabilidade total (por sua vez decorrente do carater unitario da
evolugao quantica) e corresponde ao fato simples de que, devido & conservagao do momento angular /,
a contribuicao de um dado valor de [ para a secao de choque total nao pode exceder a sua participagao
na onda incidente assintética. Esse limite é chamado limite de unitariedade, e é atingido, na onda
parcial [, quando d;(k) = /2.

As expressoes escritas acima na realidade pressupoe a distinguibilidade dos dois dtomos envolvidos
no processo de espalhamento, que tanto no caso de dtomos fermionicos como bosonicos de momento
angular total diferente de zero pode ser devida a diferentes sub-estados magnéticos do momento angular
atomico dos dois d4tomos. No caso de colisoes entre atomos idénticos o espalhamento através de um
angulo 0 é indistinguivel do espalhamento através do angulo m — 8, de modo que a secao de choque
diferencial é dada por

2

x| =

99— | 0) + (<1 fulm = O)f = | £ 5220+ 1) sen () [i{cos 6) + (~1)* os(x — 0))]
=0

onde s = 0 para bdsons idénticos e s = 1 para férmions idénticos. Esse sinal se deve a troca de papel
entre as duas particulas idénticas e & simetria (resp. antissimétria) exigida das amplitudes associadas
a bosons (resp. férmions) idénticos. Tendo em conta que cos(m — 0) = — cosf e que os polinomios de
Legendre P;(cos ) tém paridade (—l)l, resulta que no caso bosoénico (resp. fermionico) o espalhamento
em ondas parciais impares (resp. pares) é suprimido pelos requisitos de simentria correspondentes.

A se¢@o de choque integrada em angulos é agora dada por

1 do 41 & 9 sl
az27r/0 dcosf 0= ﬁg(%—l—l)sen o (k) [1—1—(—1) +}.

De fato, a restricao da integral sobre cos # ao intervalo 0, 1 evita contagem dupla da corrente espalhada;
a exclusao de paridades diferentes na soma sobre [ faz com que o integrando seja sempre uma funcao
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par de cos 6, o que permite novamente estender a integracao ao intervalo —1, 1 mediante a inclusao de
um fator adicional 1/2. A exclus@o de termos cruzados envolvendo diferentes ondas parciais se deve
mais uma vez as propriedades de ortogonalidade dos polinémios de Legendre.

2.1.1 Interacao efetiva simples para gases ultra-frios e rarefeitos

Se o alcance do potencial de dois corpos v(7) pode ser associado a um escala de distancia d, entao para
energias muito baixas, no sentido que kd < 1, apenas a onda parcial com [ = 0 permanece relevante,
no sentido que efeitos centrifugos efetivamente blindam a regiao com r < d, e portanto a acao do
potencial, para valores nao nulos do momento angular relativo [. Isso nao depende da identidade ou
do cardter bosonico ou fermionico das particulas, e tem como resultado que d;(k) ~ 0 para [ > 0. No
regime ultra-frio de temperaturas, estimado acima, o comprimento de onda de de Broglie é da ordem
ou maior que 107% ¢cm, o que coloca esse regime no dominio essencialmente dominado por espalhamento
com [ = 0. No caso de particulas distinguiveis (o que inclui o caso de bésons ou férmions de uma
mesma espécie em sub-estados magnéticos diferentes de spin) a secao de choque diferencial se torna
independente do angulo de espalhamento (pois Py(f) = 1), e a secao de choque total é dada apenas
por

sen?dq (k)
k2
A mesma expressao vale, com um fator 2 adicional, no caso de bdsons idénticos. No caso de férmions
idénticos a supressao de ondas parciais pares efetivamente suprime todos os efeitos da interacao.
A dltima expressao torna claro um inconveniente no uso da defasagem (k) para parametrizar
o espalhamento em energias muito baixas, agora no sentido mais radical de que £ — 0. De fato, se
a secao de choque se mantém finita nesse limite, necessariamente dy(k) tende também a zero com k,
independentemente do valor limite da secdo de choque. Este valor limite, sendo finito, depende na
realidade da taxa com a qual a defasagem dp(k) tende a zero com k. Se, para valores suficientemente

o —4m , kd < 1.

pequenos de k, dg(k) = —ak + O(k?) (o sinal na definigao do termo linear é convencional), entdo
sen?5o(k)  63(k) 9
12 ~ 12 — a”, k — 0.

A quantidade a (que tem dimensoes de comprimento) é chamada comprimento de espalhamento, e
utilizada (com o sinal convencional introduzido na sua defini¢ao) para caracterizar o espalhamento em
energias suficientemente proximas de zero para que a aproximacao linear da dependéncia da defasagem
com k seja suficiente. Nesse mesmo limite, a amplitude de espalhamento (2.2) se reduz a

fk—»O(e) = —a, (23)

o que a identifica, a menos do sinal convencionalmente adotado, com o comprimento de espalhamento.
O dominio de valores que pode ser assumido por a é —o0 < a < +00, e em geral existe uma cor-
relagao incompleta entre o sinal de a associado a um dado potencial de interacdo e a natureza desse
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potencial[11]. De fato, se o potencial é puramente repulsivo, entdao a > 0; um potencial puramente
atrativo sem estado ligado (em trés dimensoes) tem a < 0; potenciais que nao se enquadram nessas
categorias, por outro lado, ndo permitem uma caracterizacao genérica do sinal de a.

Exercicio 2.1 Determine o valor do comprimento de espalhamento a para os seguintes potenciais
v(7): a) um potencial repulsivo ‘de esfera dura’ com raio o, isto é

v(F) = +oo para |l <71 |
n 0 vpara |F]>7r9’

b) um potencial ‘quadrado’ repulsivo e finito, dado por

_f Vo>0 para |l <mo
v(r) = { 0 para |7l > 1o

verifique, neste caso, que o comprimento de espalhamento é sempre positivo, e que fazendo vy — oo
se recupera o resultado a); e, finalmente

¢) um potencial ‘quadrado’ atrativo e finito, dado por

[ W <0 para |F]<ro
v(r) = { 0 para |F] > 1o’

verifique, neste caso, que o sinal do comprimento de espalhamento depende do valor da profundidade
Vo do pogo quadrado, e que hé trocas de sinal que se dao de forma descontinua a medida que Vj
varia.

No limite k — 0, o comprimento de espalhamento a caracteriza completamente o processo de
espalhamento, e portanto o comportamento assintotico da fungao de onda que descreve o movimento
relativo do par interagente, no caso de potenciais de curto alcance. Diferentes potenciais V' (7) aos
quais esteja associado o mesmo valor de a sao, nesse limite, equivalentes, embora apenas do ponto
do vista dos comportamentos assintéticos das respectivas fungoes de onda relativas que descrevem o
processo de espalhamento em energias muito baixas. Mesmo nessas energias, a equivaléncia nao se
estende a regiao nao assintotica da funcao de onda relativa, e tampouco a outras propriedades do
potencial, como comportamentos de outras ondas parciais, ocorréncia ou nao de estados ligados, seu
numero, suas propriedades, etc.

Por outro lado, o valor de a corresponde, em vista de sua relacdo com a secao de choque, a escala
de distancias que caracteriza o alcance da interacdo, que em particular pode diferir drasticamente da
escala d que caracteriza o alcance do potencial. Um exemplo simples disso é o espalhamento por um
poco de potencial atrativo de raio ry, que desempenha nesse caso o papel de d, e profundidade —Vj,
cujo comprimento de espalhamento pode se tornar arbitrariamente grande em médulo e com qualquer
dos dois sinais, mediante ajuste do valor da profundidade (cf. Exercicio 2.1). Neste caso particular,
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¢é facil ver que quando isso acontece o valor de —Vj é préximo daquele que corresponde ao limite de
um estado ligado de energia zero, cuja cauda exponencial na regiao externa ao potencial se estende
indefinidamente. Tais situacoes correspondem portanto a potenciais de curto alcance que dao lugar a
interacoes de alcance muito mais longo.

Uma outra situacao limitrofe interessante é a que corresponde ao limite de unitariedade em que,
para energias muito baixas, dg(k) ~ 7/2. Nesse caso, a amplitude de espalhamento se reduz a expressao
fx(0) ~ i/k que é singular em k = 0 e ndo envolve uma escala de distancias associada ao alcance da
interagdo. O interesse deste particular limite provém de sua utilizagdo no contexto da fisica dos gases
frios, a ser discutida pouco mais adiante.

2.1.2 Potencial efetivo para o problema nao ideal de muitos corpos

Como os efeitos relevantes da interacao entre 4tomos no regime ultra-frio estao associados a processos
de espalhamento com valores muito baixos da energia relativa, é possivel simplificar o tratamento
de gases nao ideais frios e rarefeitos substituindo formas possivelmente mais realisticas da interacao
entre atomos por um potencial efetivo, caracterizado apenas pelo comprimento de espalhamento, cujo
tratamento seja mais simples e conveniente. Essa idéia foi de fato desenvolvida ha mais de meio século
por Huang e Yang[12]. O potencial efetivo (as vezes chamado pseudo-potencial) escolhido é definido
por sua agao sobre uma fungao ¥ (7) da coordenada relativa entre as duas particulas 7 através da
relacao

Anh2a
m

o)) = T80 [ o) (2.4)
r =0

onde a é o comprimento de espalhamento (que pode ser obtido experimentalmente), m é a massa dos
4tomos interagentes e 4(7) é a funcdo delta de Dirac. E facil ver que sempre que a 8v(7)/dr for regular
em 7 = 0 o colchete envolvendo a derivada pode ser substituido simplesmente por (), isto é, nesses
casos o potencial efetivo funciona como um potencial simples de alcance zero. E facil também obter
uma solucado de espalhamento exata para esse potencial efetivo (v. Apéndice deste capitulo, item A.),
a qual mostra que ele atua apenas na onda parcial [ = 0 para qualquer valor de k, e tem comprimento
de espalhamento a. Além disso, sua amplitude de espalhamento se reduz a que corresponde ao limite
de unitariedade da onda parcial | = 0 para |a| — co.

Uma outra propriedade desse potencial efetivo, associada ao fato de que ele é expresso em termos
do limite da baixa energia da amplitude de espalhamento do processo de colisao dtomo-dtomo € a de
que ele reproduz, na primeira aproximacdo de Born a secao de choque de baixa energia expressa em
termos do comprimento de espalhamento (v. Apéndice deste capitulo, item B.). Na realidade, a sua
relacdo com a amplitude de espalhamento confere a esse potencial efetivo parentesco suficiente com
o chamado operador de transicao associado ao espalhamento dtomo-datomo, cuja definicao implica, de
fato, nesta propriedade[11].

Além de depender das condicGes de energia que caracterizam o dominio ultra-frio, a adequagao
do potencial efetivo (2.4) nao apenas para um processo de colisao de dois d4tomos, mas também no
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contexto dos gases atomicos como sistemas de muitos corpos, depende crucialmente também do carater
rarefeito do gds, no sentido de que p|a|®> < 1, p sendo a densidade do gas (em particulas por unidade
de volume). De fato, essa quantidade corresponde ao niimero médio de dtomos no volume |a|?, que
corresponde a um volume de interagdo associado ao potencial atomo-atomo. Essa condicao implica
que a distancia média entre dtomos é muito grande na escala da distancia de interagao dada por |al, e
as correlagoes que determinam as propriedades do gés sao devidas predominantemente a interacgoes de
dois corpos que sdo bem descritas pelo potencial efetivo no dominio de energias relevante. Ademais,
nessas condicoes, valores positivos de a tornam a acao do potencial equivalente & de um potencial
puramente repulsivo, enquanto valores negativos de a tornam essa agao equivalente & de um potencial
atrativo ‘fraco’, isto é, sem estados ligados.

Desse modo, o modelo padrao para descrever a estrutura microscopica de gases rarefeitos de atomos
ultra-frios envolve hamiltonianos com termos de um e de dois corpos dados por

h2v? 1 « 47h%a G,
Hf:E — L Vext (T +fE (7)) | =145 2.5
¢ ; ( 2m ext(T) 2 7 om (7is) orij K (2:5)
com T = T; — Tj e 14 = |FU| No caso de férmions os termos de dois corpos sao restritos a pares

de particulas com estados magnéticos de spin diferentes (por exemplo, spins anti-paralelos apenas no
caso de spin 1/2), o que assegura sua distinguibilidade. Gases em que a > 0 sdo usualmente ditos ‘com
interacao repulsiva’, enquanto que gases com a < 0 sao ditos ‘com interagao atrativa’. E claro porém
que a validade mesmo qualitativa de tais designacao é estritamente limitada ao regime ultra-frio e
diluido apenas.

2.1.3 Tratamento variacional de um gas de bésons e o funcional de Gross-Pitaevski

Uma aplicacao simples, embora conceitualmente sutil, do hamiltoniano efetivo (2.5) consiste em tratar
um gas de bdésons ultra-frio diluido em termos de um ‘campo médio efetivo’. Isso pode ser feito através
de uma aplicacao ingénua do principio variacional de Ritz aplicado a esse hamiltoniano efetivo, usando
como funcado de onda de prova uma funcao de onda completamente fatorada e simétrica, dada por

(i) = [[ o). (2.

Desse modo, o procedimento variacional consiste em obter a fungao de um bdson ¢(7) tal que 6Wgp =
0, com

272
Wap =N / &Br ¢* () [—EQZ - Vext(F)] o(7) +

N(N —1) 47h’a
m

; [dremi, @
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sob variacoes d¢*(7) que preservem a normalizacao dessa funcdo!. O funcional Wgp é o chamado

funcional de Gross-Pitaevski, e a solucdo do problema variacional corresponde, como é usual em
aproximagoes de campo médio envolvendo termos de interacdo de dois corpos, a uma solucao da
equacao nao linear

2y2 mha
[_W + vextm] 6+ (V= D6 20(7) = o) (2.8)

2m

chamada equacao de Gross-Pitaevski. A quantidade p foi introduzida como um multiplicador de
Lagrange para ter em conta a condi¢do de normalizacio [ dr|¢(7)|? = 1. Essa quantidade de fato
corresponde ao potencial quimico, como pode ser visto notando que p é dado pela integral do lado
esquerdo da equacao (2.8), que por sua vez pode ser expressa em termos do funcional de Gross-Pitaevski
(2.7) como

N IWap

~ ON
a menos da substituicado N —1 — N — % no termo de dois corpos, o que é irrelevante para N > 1. No
mesmo espirito, o fator (IV — 1) é frequentemente escrito apenas como N na equacao (2.8).

O uso do principio variacional de Ritz é conceitualmente delicado por envolver um hamiltoniano
contendo uma interagao efetiva de dois corpos, o que de fato descredencia a propriedade de limitagao
superior da energia que ¢é associada, de outra forma, a esse principio. No entanto, um resultado impor-
tante provado de forma rigorosa em 2002 por Lieb e Seiringer[13] é o de que, sendo a > 0 o comprimento
de espalhamento de um potencial puramente repulsivo de curto alcance que descreve a interacao de
dois corpos entre os d&tomos, no limite em que N — oo e a — 0 de modo que Na =constante (chamado
limite de Gross-Pitaevski) entdo a funcao de onda fatorizada (2.6) é uma solugdo ezata para o estado
fundamental do problema de muitos corpos, com esse potencial repulsivo de dois corpos, sendo ¢(7) a
fungdo que minimiza o funcional de Gross-Pitaevski. A energia dessa solugao é dada pelo valor minimo
do funcional. E importante notar que esse resultado depende crucialmente da presenga do potencial
efetivo escrito em termos do comprimento de espalhamento, e nao do préprio potencial de dois corpos,
na definicao de Wgp.

Outra observagao relevante é a de que, para N >> 1, a funcao ¢(#) que minimiza o funcional de
Gross-Pitaevski permanece constante durante o processo de tomar tal limite, dado que a eq. (2.8)
envolve apenas a quantidade Na, a qual permanece constante nesse processo. Apesar de que N — 00,
o que leva portanto a valores infinitos da densidade de particulas p, o sistema pode ser visto como
extremamente diluido no sentido que pa® — 0, isto é, o ntimero de particulas no volume de interacio
a® tende a zero. Isso se deve a que a = O (N~1), de modo que pa® = O (N~2).

Esse resultado corresponde na realidade a existéncia de um processo de condensacao de Bose-
FEinstein completo no estado fundamental desse sistema, no limite de Gross-Pitaevski. Essa con-
densacao se traduz no fato de que o estado fundamental de muitos corpos, nesse limite, pode ser

! A auséncia de singularidades permite, neste caso, ignorar o processo de regularizacio incluido através do parénteses
envolvendo uma derivacao com relacao a coordenada relativa.
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descrito por uma unica funcao de onda de uma particula, sendo portanto a quintesséncia de um estado
de muitas particulas de natureza coletiva.

2.1.4 Efeitos de muitos corpos da estrutura atéomica sobre o comprimento
de espalhamento: ressonancias de Feshbach

Como visto, a simplificagdo notavel que se torna permissivel na descricao dos efeitos das interacoes
atomo-atomo em gases ultra-frios e rarefeitos é a sua parametrizagao em termos do comprimento
de espalhamento a como tnico parametro, o qual, tipicamente, nao é calculado, mas sim obtido
experimentalmente. Um dos desenvolvimentos cruciais para aumentar a versatilidade desses sistemas
como laboratérios para estudar problemas dinamicos de muitos corpos foi a possibilidade de controlar
o valor do comprimento de espalhamento e de altera-lo de forma essencialmente irrestrita. Desse modo
a interacao efetiva envolvida no sistema utilizado se torna experimentalmente manipulavel.

Como mencionado, nas situagoes em que o espalhamento pode ser descrito por um potencial feno-
menoldgico que envolve essencialmente as posicoes dos centros de massa de dois corpos, os valores em
principio possiveis para o comprimento de espalhamento a se estendem de —oo a +00. Tais potenciais,
e portanto também os valores de a associados a eles, sao pouco acessiveis a manipulacao através do
controle de condigoes experimentais. No entanto, sendo os atomos por sua vez sistemas de muitos
corpos, no espalhamento dtomo-atomo existem efeitos ligados a dindmica interna que nao podem ser
descritos desse modo, que afetam dramaticamente o valor do comprimento de espalhamento e que
podem ser manipulados experimentalmente de forma bastante simples. Os fendémenos relevantes neste
contexto foram chamados ‘ressonancias de Feshbach’ no contexto da quimica quantica em que foram
estudados inicialmente, com base no formalismo de colisbes complexas desenvolvido anteriormente
por Feshbach no contexto de de reagoes nucleares[14]. Neste contexto original, o fenémeno anélogo as
‘ressonancias de Feshbach’ é o das ‘ressonancias de niicleo composto’ de Niels Bohr. Paralelamente aos
trabalhos de Feshbach, a andlise desenvolvida por U. Fano a respeito de fendmenos de ‘autoionizacao’
em fisica atomica[l5] lidou mais uma vez com a mesma situacao fisica, o que levou a denominagao
revista de ‘ressonancias de Fano-Feshbach’, utilizada (por exemplo) em trabalho recente de revisao[16].

O mecanismo basico que permite manipular experimentalmente o comprimento de espalhamento
é ilustrado na figura 2.1. Ele envolve (pelo menos) a intervengao de um canal ineldstico, em que os
atomos envolvidos na colisdo possuem assintéticamente uma energia de excitagao AE relativamente ao
canal eldstico, em que os 4tomos se encontram assintoticamente em seus estados fundamentais. Para
energias de espalhamento ¢ < AF, portanto, o canal ineldstico é um canal fechado. Quando existe,
no canal ineldstico, um estado ligado com energia eg < AFE, e quando esse estado ligado é acoplado
ao canal elastico através de uma amplitude g, existe a possibilidade de que, no processo de colisao
em energias ¢ < AFE, os dtomos sejam transferidos do canal elastico para o estado ligado no canal
fechado pela agao desse acoplamento. Esse estado ligado pode por sua vez decair voltando através do
mesmo acoplamento ao canal elastico. Em consequéncia disso, a presenca do estado ligado no canal
fechado da lugar a uma ressondncia no canal elastico, o que acarreta, em particular, um aumento de
7 na defasagem da onda parcial envolvida. Este aumento é adicional & defasagem de fundo devida
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Figura 2.1: Mecanismo bésico para uma ‘ressonancia de Feshbach’: vg(r) (curva cheia) corresponde ao potencial
interatémico com os atomos em seu estado interno normal (canal aberto), € ¢ a energia de espalhamento; vy (r)
(curva trago-ponto) corresponde a um potencial interatdmico com o estado internos dos dtomos modificado,
com uma energia de excitagao AFE na regiao assintética. A energia de espalhamento €, por razoes energéticas
os dois 4tomos nao podem se separar com os estados internos modificados (canal fechado). Nesse canal, existe
um estado ligado (tracejado) a energia € + g9, €9 < AF, acessivel a partir do canal aberto através de um
acoplamento com amplitude g. Esse mesmo acoplamento permite que os dois atomos se separem voltando ao
canal aberto.

apenas ao espalhamento nao ressonante dominado pelo canal elastico, cuja variagdo com a energia
é comparativamente muito mais lenta. De fato, o intervalo I' de energia em que se dd o aumento
ressonante de 7w estd ligado a vida média 7 do sistema no estado ligado existente no canal fechado
através da ‘relacao de incerteza energia-tempo’ I't ~ & e é entdao tanto menor quanto menor for o
acoplamento g entre os canais.

Os casos relevantes para sistemas de atomos ultra-frios envolvem energias € préximas de zero e
portanto basicamente apenas a onda parcial [ = 0. A dependéncia resultante da defasagem (k) com
a energia de espalhamento ¢ = h2k2/2,u é dada por

e —&y—iL
p2ido(k) _ 28 (k) 0 2 | = 2i0¢(k) ,2i0r (k)
- ~ .T -
E—£&0 + 7/5

onde £y é a posicao da ressonancia (ligeiramente deslocada da posi¢ao ‘nominal’ gy do estado ligado
no canal fechado devido a efeitos do acoplamento g ao canal aberto) e I" é a largura da ressonancia.
De fato, essa largura depende da energia € (ou, equivalentemente, de k) e pode ser expressa, de forma
erata, sob a forma da ‘regra durea’ de Fermi, que é a expressao perturbativa para a probabilidade de
transicao por unidade de tempo sob a agao de uma perturbacdo constante

28



3 1./ 2
(k) =2 [ G ltonlalon)? (ZN - k’?)) .

Aqui ¢ é a funcao de onda que descreve o estado ligado no canal fechado e g € uma funcgao
de onda de espalhamento no canal elastico desacoplado do estado ligado no canal fechado e a energia
e = h2kK? /2. No limite de baixas energias para €, em que apenas a onda parcial [ = 0 contribui para o
espalhamento, é possivel mostrar que a largura I'(k) se anula linearmente com k, isto é, I ~ 2vk, sendo
a largura reduzida v essencialmente independente da energia. A parte ressonante dr da defasagem é
entao dada por

r/2 ~k

tandg = — — o~ — —.
E—£&0 E—£&0

Resta agora extrair desse resultado o efeito da ressonéncia sobre o comprimento de espalhamento
a. Para isso basta especializar o resultado para o limite £k — 0 e usar a defini¢ao de a:

1 1 1
= = —lim — ~ — lim — = — lim — =
a=af+agr lim - sen do(k) lim do (k) Lim [0¢(k) + or (k)]
1o vk 8l
= 1[[] 7t 1 = _ —
af+kl—>ok a € — &g a g0’

onde as é a contribuigdo do espalhamento elastico ‘de fundo’ para o comprimento de espalhamento,
enquanto a contribuicdo da ressonancia é dada por ar. As quantidades relevantes para a contribuicao
ressonante sao portanto a largura reduzida v da ressonancia, cujas dimensoes sao energia X compri-
mento, e a dessintonia g, que aparece no denominador e é distancia em energia a que a ressonancia
se situa do limiar elastico € = 0.

O controle experimental sobre o valor do comprimento de espalhamento é exercido através do
controle da dessintonia gg. Isso é tornado possivel pela existéncia de uma diferenca Au entre os
momentos magnéticos dos estados atomicos internos no canal eldstico e no canal fechado, o que permite
que a dessintonia seja modificada através dos deslocamentos Zeeman devidos a um campo magnético
externo de magnitude B. A dessintonia modificada é, no regime linear, dada por

€B=€0+AMB

com o que o comprimento de espalhamento em presenca da ressonancia se torna uma funcao de B
dada por

Ap

Y Y
a = as s FAND af< + BO—B) com B ag e By A
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3>0 Ag> 0
£g>0

Figura 2.2: Esquerda: comportamento tipico do comprimento de espalhamento a perto da ressonancia quando
af > 0e Ap > 0, como é o caso para a ressonancia em By ~ 907 G em ?*Na. Direita: comportamento tipico
para as < 0 e Apg > 0, como é o caso para a ressonancia em By ~ 156 G em 8°Rb.

Comportamentos tipicos do comprimento de espalhamento sao ilustrados qualitativamente na figura
2.2 para dois casos em que Ag > 0 e em que o comprimento de espalhamento de fundo as é positivo
e negativo, respectivamente. Nos dois casos existe um valor B > By do campo magnético que anula
o comprimento de espalhamento a. Para esse valor do campo, na medida da adequacao da descricao
através da interacao efetiva, o gas se comporta como um gas ideal. Por outro lado, para B = By
a interacao efetiva corresponde ao limite de unitariedade, em que o gas nao pode ser considerado
rarefeito no sentido adotado anteriormente, que corresponde & condicio pa® < 1.

2.2 Mecanica estatistica de gases nao ideais

2.2.1 Descricao de estados quanticos por matrizes densidade

Estados térmicos de sistemas quanticos de muitas particulas ndo podem em geral ser descritos por
estados quanticos puros, representados (por exemplo) por fungées de onda de muitos corpos. A razao
disso é que os estados térmicos envolvem na realidade uma distribuicao incoerente sobre uma variedade
de diferentes estados puros possiveis. A qualificagao incoerente indica, neste contexto, a inexisténcia de
efeitos de interferéncia quantica entre diferentes estados puros envolvidos na caracterizacao do estado
térmico.

Existe no entanto uma generalizacao simples da caracterizacao de estados quanticos que é sufi-
cientemente geral para isso. Sendo uma generalizagao, ela permite também a descricao de estados
quanticos puros como caso particular, além de permitir uma representacao simples de distribuicoes
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incoerentes que podem ser usadas no contexto de estados térmicos.

A generalizacado consiste na introducao da idéia de matrizes e operadores densidade. No caso de
estados puros, que podem também ser descritos em termos de fungoes de onda ¥ (71, -+, 7n), a matriz
densidade é definida como

- - - =/
— — . — — *
P(TL’ : '7TN;T,17 e 7TIN) = ¢(7’1a o '7TN)¢ (T,17 e 7TIN)’ (29)
Na realidade, a funcao de onda pode ser interpretada (& la Dirac) como o produto escalar complexo
de um vetor de estado |1)) com o vetor de estado |y, -, 7n), autovetor (impréprio) dos operadores
de posicao com autovalores 7, - - -, Ty, isto é

V(71 TN) = (71, TN D)

de modo que a matriz densidade (2.9) pode ser vista como a matriz (continua) que representa o
operador densidade p = |1) (1| na base dos autovetores |7, -, 7n).
Da propriedade de normalizacao das fungoes de onda segue imediatamente que

a) /d37“1--~/d3T’Np(T_"1,---,FN;Fl,”-,??N)=1,
b) [ e [ @ripds (e (073 = ({7 (7))
por outro lado, da definigdo da matriz densidade segue ainda que

- — —

C) p(Fla"'?FN;":;la"'vr/N) :p*(T'/l,'",7“/]\[;’/“1,"',?”]\7).

A propriedade a) pode ser expressa de forma mais geral como uma propriedade do tra¢o do operador
densidade, isto é Tr[p] = 1. O trago é definido em termos de uma base ortonormal {|n)} qualquer
como

Te[p] = Y _(nlpln),

n

que, como pode ser facilmente verificado, ndo depende da base ortonormal escolhida. A propriedade a)
nada mais é, de fato, que o trago calculado na representagao dos autovetores improprios dos operadores
de posicao.

A propriedade b) corresponde & idempoténcia da matriz densidade, uma propriedade que se estende
também imediatamente a idempoténcia do operador densidade:

PP = [) (W) (vl = [v) (¥l = p.
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A propriedade ¢), por outro lado, afirma o cardter hermiteano da matriz (ou do operador) densidade,
de modo que ele pode ser diagonalizado em termos de uma base ortonormal de autovetores (ou auto-
fungoes). A propriedade de idempoténcia implica entao que os autovalores possiveis sdo apenas 0 e 1,
enquanto a propriedade referente ao valor do trago implica a existéncia de um Unico autovalor 1. De
fato o operador densidade, na forma em que foi definido, é um operador de projecao sobre o estado
normalizado |¢), a partir do qual foi definido. Esta propriedade permite, em particular, obter o vetor
de estado (ou a funcdo de onda) correspondente a um operador densidade idempotente dado?.

A generalizagdo da definicdo de operadores ou matrizes densidade que permite o tratamento de
estados mistos como sao, em particular, os estados térmicos consiste simplesmente em substituir a
condicao de idempoténcia pela condicao mais fraca de nao negatividade, mantendo as condicoes de
normalizagao do trago e de hermiticidade. A nao negatividade significa que os autovalores de p (cuja
soma deve ser 1 pela condi¢do imposta sobre o trago) podem ser positivos ou nulos, mas nao negativos.
Nesse caso, a propriedade de hermiticidade permite resolver o problema de autovalores

plxn) = Anlxn), An 20, S =1

e, além disso, escrever o operador densidade em forma diagonal, na base de seus proprios autovetores,
como

p=3" I Anlnl.

n

Essa forma é uma generalizagdo clara dos operadores densidade idempotentes que correspondem a
estados quanticos puros, que podem ser descritos por um vetor de estado. Neste caso geral pode haver
porém a participagdo de uma variedade de vetores de estado diferentes |x,), que sd@o autovetores do
operador densidade, com probabilidades dadas pelos respectivos autovalores \,.

O cardter incoerente dos estados quanticos generalizados definidos por operadores (ou matrizes)

densidade nao idempotentes pode ser ilustrado calculando o valor médio de um observavel genérico O
nesses estados quanticos. Esse valor médio é calculado através de um traco como

(0) = TrOp.

De fato, usando o fato de que o trago nao depende da base ortonormal usada para calcula-lo usando
os autovetores do proprio operador densidade,

50 = 3 (xal Oplxn) = 3~ An{xal Olxn)

2A correspondéncia entre operadores ou matrizes densidade idempotentes e vetores de estado se d4 a rigor a menos
de um fator de fase global arbitrario. A mesma ambiguidade existe, é claro, na descrigdo de um estado quantico por uma
funcgéo de onda.
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isto é, o resultado é uma soma incoerente de valores médios quanticos nos estados x;), com pesos dados
pelas probabilidades \,. Esse resultado mostra ao mesmo tempo que, no caso em que o operador
densidade seja idempotente (e haja portanto um tnico autovalor diferente de zero e igual a 1), esse
traco reproduz a expressao usual para o valor médio de O. E imediato verificar, a partir da definicao
do trago, que Tr[Oﬁ] =Tr [ﬁé], e que essa propriedade se estende para permutagoes ciclicas do produto
de um nimero qualquer de operadores.

Exercicio 2.2 Verifique as afirmagoes acima.

A descricao de estados térmicos de gases quanticos nao ideais é bastante simplificada, tecnicamente,
quando o numero de particulas nao é tomado como sendo fixado de antemao, como suposto até aqui,
mas é tratado também como uma varidvel dindmica flutuante e com valor médio controlado. Para
acomodar essa extensao adicional é preciso recorrer & linguagem dita de ‘segunda quantizacao’, ou a
uma formulagado ‘em termos de campos quantizados’, em que os vetores de estado pertencem a um novo
espaco, usualmente chamado ‘espaco de Fock’, e o niimero de particulas corresponde a intensidade dos
campos quantizados, e portanto de fato aparece como uma varidvel dinamica (v. e.g. ref. [11], Cap 7).
O cardter bosonico ou fermionico das particulas, por outro lado, é tratado algebricamente, em termos
de relagoes de comutacao ou de anticomutagao impostas sobre os operadores de campo quantizados.
A forma mais conveniente de descrever estados térmicos de gases quanticos nao ideais é, portanto,
através de operadores densidade hermiteanos, ndao negativos e de traco 1 no espago de Fock.

2.2.2 Operador densidade de equilibrio

A maneira corrente de formular o problema da determinacado dos estados térmicos de equilibrio de
um sistema quantico nao ideal envolve portanto a determinacdo de um operador densidade p que
maximize a entropia do sistema com vinculos impostos sobre os valores médios da energia e do niimero
de particulas. Esses valores médios sao expressos em termos do hamiltoniano H que descreve o sistema
no espaco de Fock e do operador ntimero de particulas N respectivamente como

<ﬁ> = TI‘ﬁI;[ = Z)\n<Xn‘I;[’Xn> € <N> = TrﬁN = Z >\n<Xn|N‘Xn>'

A entropia, por outro lado, é expressa em termos da fragmentacéao do trago do operador densidade
pelos seus diferentes autovetores como

S=—kpTrplnp=—kp Y Apln,. (2.10)

Na realidade essa expressao generaliza a que foi usada no caso do gés ideal para situacoes em que os
estado envolvidos nao sao igualmente provéaveis. Para ver isso basta notar que, num caso em que se
tenha W estados com probabilidades iguais 1/W ela se reduz a S — kg In W.
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A maximizagdo da entropia com essas condigoes subsididrias envolve a determinacio dos estados
ortonormais |x,) bem como suas respectivas probabilidades, dadas pelos autovalores A,. Isso envolve
o problema variacional

0 <_kBZ)‘n In Ay — ﬁz)‘n@(n‘ﬁbﬁz) - O‘Z/\n<Xn‘N‘Xn> - VZ)‘n + Znn<Xn‘Xn>> =0

(2.11)
em que a variagdo envolve tanto os estados |x,) quanto as respectivas probabilidades A,. Os dois
ultimos termos no colchete em (2.11) tém em conta a normalizacao do trago e a normalizacao de cada
um dos estados |x,) respectivamente.

A variacao de (x| leva & equagao de autovalores

y‘d
3 |3

)‘n(ﬂﬁ + O‘N)‘Xn> = MnlXn) ou (Bﬁ + O‘N)|Xn> = en|Xn) com €n

que mostra que os autovetores de p sao também autovetores de ﬂf] + aN , € que portanto esses dois
operadores sao simultaneamente diagonais.
A variacao de \,, por outro lado, da

kp(In A, + 1) 4+ (xu|(BH + aN)|xn) +7 =0 ou seja kp(In X, +1) 4+ e, +7=0. (2.12)
Esta ultima relagao dd imediatamente

)\n = e_ Ee kp

O multiplicador de Lagrange v deve ser determinado pela condicao de normalizacao do traco de p, o
que leva imediatamente ao resultado

€n

e kB . Z X e_’%; X
An = —en donde p= Z |Xn>)‘n<Xn| - n| n> _i< n‘
S, i : S, i

Finalmente, tanto o numerador como o denominador dessa expressao podem ser expressos em termos do
operador BH + aN e dos autovetores Xm)- De fato, o numerador pode ser imediatamente reconhecido
como sendo dado pelo operador exp[—(ﬂlﬁ[ +aN )/kB], enquanto que o denominados é o trago desse
mesmo operador. O operador densidade de equilibrio é portanto dado por

_ Bﬁ-ﬁ—aﬁ
e kB

P=— Ghzan~
Tr(e kp )
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O significado dos multiplicadores de Lagrange « e 3 pode ser obtido usando a equagao (2.12) e
o resultado obtido para A, para calcular a entropia em termos da expressao (2.10), o que leva ao
resultado

S =kp+~+ OBTrHp+ aTrNp.

Essa expressao deve ser comparada com a relagao termodinamica S = —(Q —U + uN) /T, onde Q é o
grand-potencial, u é o potencial quimico, N é o ntimero de particulas, U é a energia interna e T é a
temperatura. Essa comparacao mostra entao que

b= .

Q
kB—i_’Y:*u T T

T

Usando essas identificacoes a expressao final para o operador densidade de equilibrio térmico é

o Tpr (=)

Tr (e_ ’“BlT(ﬁ_“N)> '

p= (2.13)

Essa expressao se aplica tanto a um sistema de muitos bdsons quanto a um de muitos férmions,
a distincao entre esses dois casos correndo por conta das propriedades algébricas de comutacao ou
de anticomutacao impostas sobre os operadores de campo em termos dos quais o hamiltoniano H
e o operador niimero N devem ser exXpressos. E claro também que o célculo efetivo desse operador
densidade envolve em geral toda a complexidade de determinar o espectro de um sistema nao ideal de
muitos corpos, e é portanto completamente invidvel. No caso particular de sistemas ideais, no entanto,
em que nao hé interacoes mutuas entre as particulas no hamiltoniano H, o operador densidade (2.13)
pode ser calculado explicitamente em termos das autofungoes e autovalores de uma particula. Os
resultados reproduzem os que foram obtidos de outro modo no capitulo anterior (v. ref. [17], segdo
1.2 e secao 2.2.4 abaixo).

2.2.3 Subsistemas, matrizes densidade reduzidas

Operadores (ou matrizes) densidade permitem também a descrigao do estado quantico de subsistemas
de um sistema quantico dado. No caso de sistemas de muitas particulas idénticas, os subsistemas de
interesse sao os constituidos por um subconjunto das particulas constitutivas do sistema, que pode se
reduzir até uma unica particula. Neste caso, a indistinguibilidade das particulas torna irrelevante a
escolha das particulas consideradas como subsistema.

Se o estado de um sistema de muitas particulas idénticas é descrito por uma matriz densidade
idempotente da forma (2.9), o valor médio da energia cinética K = — YN, #2V?/2m (tomada aqui
apenas como exemplo tipico de um operador de um corpo) é dado por
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() =Tr{Kp] = Y / &y - / &ry

hQ 2 . R
_ /d?’r (_ 2V p(l)(ﬁ 7”)) _ Tr[K(l)p(l)]
com as definicoes
N h2v2 R =
K(l) = — om e ,0(1)(?7,?"/)EN/d?)rQ"'/d?’TN p(Fv _'27"'77_"]\7;7“/77_"27"'177]\7)' (214)

A menos do fator N, esta iltima é de fato um traco parcial da matriz densidade p, tomado sobre as
N — 1 varidveis 7 a 7, € é chamada matriz densidade reduzida de um corpo do sistema cujo estado
é dado em termos de p. A escolha das varidveis sobre as quais o trago parcial é tomado é irrelevante,
em vista da indistinguibilidade das particulas®. A matriz densidade reduzida de um corpo p(l)('F’, 7 )
¢é suficiente para calcular o valor médio de qualquer operador de um corpo e, nesse sentido, descreve
completamente as propriedades de um corpo do sistema considerado. A normalizacao adotada para a
matriz densidade reduzida de um corpo é Tr p() = N, o ntimero total de particulas no sistema.

E claro, por outro lado, que a matriz densidade reduzida p (7, r ) é hermiteana. No entanto, em
geral ela nao serd idempotente, apesar de que a matriz densidade de partida, que tem a forma (2.9),
é idempotente (isto pode de fato ser facilmente verificado por meio de um contra-exemplo, como a
matriz densidade construida a partir de ¢(77, %) = [u(71)v () £ u(i)v(7)] /v/2 com as funcdes u e v
ortogonais e normalizadas). Ela serd porém sempre nao negativa. Para verificar isto basta notar que
a nao negatividade é equivalente ao fato de que

- -
/ /

W) = [dr [dr'e @@ e 20 para qualquer (7
Isto decorre, por sua vez, da forma de p e da definigao de p(l) como traco parcial. De fato

(8pM]g) = N/d?’rz'"/dsTNKcﬁfzv'“FNWW > 0.

A matriz densidade reduzida de um corpo pode portanto ser escrita em geral como

3Devido & antissimetria sob troca de quaisquer duas particulas exigida no caso de muitos férmions idénticos, é
importante que a rotulagao das particulas nas duas fungoes de onda seja a mesma para evitar incorregoes devidas a
fatores de fase ndo compensados.
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P (7 17y =37 & (F)puy () (2.15)

onde p, > 0, Y, pn = N e os estados de uma particula &,(7) sdo autofungdes da matriz densidade
reduzida de um corpo, isto é

[ &0 ) = puka(). (2.16)

Exercicio 2.3 Obtenha a matriz densidade reduzida de um corpo para cada um dos estados puros
de dois corpos descritos pela funcdo de onda (7, 7%) = [u(71)v(7) £ u(f)v(7)] /V2 em que as
fungoes de onda de um corpo w e v sao ortogonais e normalizadas. Note que um dos estados é
simétrico com relagao a troca das duas particulas, enquanto o outro é antissimétrico. Identifique
as autofungoes, bem como os autovalores correspondentes, para cada uma das matrizes densidade
reduzidas.

O tipo de argumento desenvolvido acima para operadores e matrizes densidade reduzidas de um
corpo pode ser trivialmente estendido em véarios sentidos. A extensao mais simples e imediata envolve
operadores de n < N corpos em vez de operadores de um corpo, com definicbes correspondentes de
matrizes densidade reduzidas de n corpos como proporcionais a tracos parciais da matriz densidade
completa p. As normalizacées adotadas correspondem ao nimero de subconjuntos de n particulas
existentes no sistema de N particulas. Por exemplo, para n = 2

P (7, ;7 1) = N(N — 1) /d3rs : "/d‘*m PP, T, T, P 71,70, P, o) (2.17)

o nimero de pares de particulas no sistema sendo N(N — 1). Este objeto permite o célculo do valor
médio de qualquer operador de dois corpos (bem como o calculo da densidade reduzida de um corpo!).

Uma extensao de outra natureza consiste em observar que tudo o que foi dito para matrizes
densidade idempotentes, da forma (2.9), se aplica igualmente a matrizes ou operadores densidade
mais gerais de sistemas de IV particulas idénticas, em que a condicao de idempoténcia é substituida
pela condigao de nao negatividade. Finalmente, uma passagem ao espaco de Fock permite estender a
idéia de operadores ou matrizes densidade reduzidas a sistemas descritos por operadores ou matrizes
densidade nesse espaco, em que o numero de particulas pode nao ser bem definido. Nesta caso, as
matrizes densidade reduzidas sao definidas em termos tracos envolvendo produtos de operadores de
campo quantizados. A densidade reduzida de um corpo, por exemplo, é definida como

V() = Tr [0 (7)) (2.18)

onde o operador de campo 9 (7) aniquila uma particula na posigao 7 e seu adjunto wT(F) cria uma
particula na mesma posi¢ao. Analogamente, tem-se para a matriz densidade reduzida de dois corpos

P (71, 75771, 772) = Tr [ (7)ot (072)w (7)o (7)) (2.19)
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2.2.4 Condensacao de Bose-Einstein em sistemas correlacionados

A introducéo da idéia de operadores ou matrizes densidade reduzidas é relevante também para uma
caracterizagao da ocorréncia de fenémenos do tipo da condensagao de Bose-Einstein em sistemas ndo
ideats de muitas particulas idénticas. Kssa caracterizagao foi proposta por Penrose e Onsager em
1956, no contexto da condensagao de Bose-Einstein no hélio liquido[18]. A idéia bésica é a de que a
condensagao, no caso do gdas ideal, que corresponde ao fato de que uma fracao finita das particulas
ocupa, no limite termodindmico, o estado de particula independente de menor energia, pode ser
formulada, em termos da matriz densidade reduzida de um corpo, de uma forma que faz sentido
também no caso de sistemas de particulas interagentes.

No caso de um gas de Bose ideal, o hamiltoniano de muitos corpos pode ser escrito na base dos
autoestados de um corpo (1.2) como

H =) Ejn;
J

onde os Ej; sao os autovalores dos estados livres de uma particula e 7; conta o niimero de particulas
no estado ¢g,. Neste caso o denominador da expressdo geral (2.13) pode ser calculado como

) —1
Ejf,u

Tr (6—@%(1@—#1\7)) -11 i T E T (1 - T

J vj=0 J

com o que a matriz densidade de muitos corpos para o gas ideal de Bose-Einstein pode ser escrita
como
E;—p
[ M — (B —p)iy,
~ _ j 14 ’T'LJ
Pideal = H l—e *8T |e *BT .
J

Essa matriz densidade é entdao também expressa em termos do nimero de particulas que se encontra
em cada um dos estados estacionarios de uma particula, de modo que a matriz densidade reduzida de
um corpo ptV) é diagonal na base formada por esses estados. Os autovalores de elementos diagonais de
p(l) Sao

E;:—p
R A _5F . - (E.—)h.
nj = TfypV] = Trlfpigea] = (1 —¢ %7 | Tr <nj€ T ) J) =
E.
Ei—n d i Ei—n ze_kBijT
— _[1—¢ FBT ZekaT”J:
qEi=r _ 5
kT v;=0 1—ze *sBT

12
o que reproduz a expressao (1.8) em termos da fugacidade z = e*sT. Dessa forma resulta que,
no caso de um gés ideal, a condensacao de Bose-Einstein pode ser caracterizada pelo fato de que o
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maior autovalor da matriz densidade reduzida de um corpo corresponde a uma fracdo finita do numero
total de particulas. Segundo Penrose e Onsager, esta caracterizagao forma alternativa da condensagao
de Bose-Einstein para o caso de gases ideais é a que deve ser diretamente estendida para sistemas
nao ideais: nestes sistemas, a condensacao é entdo caracterizada também pelo fato de que o maior
autovalor da matriz densidade reduzida de um corpo corresponde a uma fragao finita do ntimero total
de particulas. Note que, no contexto mais geral, os autovalores de p(l) devem ser obtidos a partir da
equagao (2.16), e a matriz densidade reduzida de um corpo p(l) deve por sua vez ser calculada a partir
da matriz densidade correlacionada de muitos corpos (2.13) usando a defini¢ao (2.18).

E claro no entanto que, em ambos os casos, a caracterizagao ¢ feita com o sentido de uma transicao
de fase, o que pressupoe um limite termodinamico em que o numero total de particulas M — oc.
Em um sistema finito, qualquer fracao nao nula do ntmero total de particulas é ‘finita’, e nesses
sistemas a rigor nao ocorre um fenémeno de condensagao com esse sentido de transicao de fase. Na
formulagao original de Penrose e Onsager[18] a caracterizacao da condensagao ¢ feita em termos de uma
hierarquia de poténcias do nimero total (muito grande) de particulas N; a auséncia de condensagao
é entdo caracterizada dizendo que nj/N = O[N~%] com a > 0, enquanto a condensagio exige a
existéncia de um autovalor n,. tal que n./N = O[NY].

Em termos da representacao diagonal (2.15) da matriz densidade de um corpo essa caracterizagao

—»
9

d4 entdao, no caso de condensacao de Bose-Einstein em um estado de um corpo &.(7)

-
/

=P (7 r7) = 2E(F)E () + O[N]

e a fungao de onda de um corpo &.(7) é chamada funcao de onda do condensado. E claro dessa forma
que a contribuicao para a matriz densidade de um corpo do termo que envolve a funcao de onda do
condensado permanece diferente de zero mesmo quando 7 # 1/ com |7 —wvecr’| da ordem das dimensoes
do sistema (que também deve tender a oo no limite termodinamico). Por isso o critério de Penrose e
Omnsager é conhecido pela sigla ODLRO, significando ‘Off-Diagonal Long Range Order’[19].

2.3 Apéndice

2.3.1 Solugao de espalhamento pelo potencial efetivo (2.4)
O espalhamento produzido pelo potencial efetivo cuja agao sobre uma fungao () é definida por
0
00)(7) = 98(7) | 5o ()
r r=0

pode ser obtido facilmente resolvendo a equacao de Lippmann-Schwinger[11]

(2 kT H 3,16
%Z)E(T)—ezr— /drﬁ



De fato, a funcao delta no potencial efetivo permite fazer a integracao formalmente, com o resultado

ikr

+ I € i I
w’; () =e o2mh? I T [87“’ (T wE (r’))L,:O

e agora o ultimo colchete, que é independente de 7, pode ser calculado como

5 ()], = [ 0] o [y ] [ ()], -
= 1-— 2:h2 gik [887" <T/wg(ﬁ))]w=o

donde

9 . 1
[ar <w$ (T))]T:O T 1+ ikg £

2mh?

de modo que a solugao da equacao de Lippmann-Schwinger é

ikr

- ik 39 e
V() = T - T ﬁ;;g .
A escolha g = % leva portanto a
a ek
1+ika 7

ou seja, a amplitude de espalhamento é dada por

a
1+ ika

k=

que é independente do dngulo de espalhamento (apenas dyp(k) é diferente de zero) para qualquer k.
Além disso, o comprimento de espalhamento é a, como mostrado pelo limite para k — 0 da amplitude
de espalhamento:

lim fi = —a.
k—»Oj%

Outra observagao com relacao a essa solucao exata para o espalhamento pelo potencial efetivo (2.4)
é a de que o limite de unitariedade fi — i/k é recuperado quando |a| — co. O fato de que o mesmo
limite resulta também de k — oo para qualquer valor finito ndo nulo de |a| decorre simplesmente de
que, para o potencial efetivo, dg(k) — 7/2 nesse limite.
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2.3.2 Estado ligado no potencial efetivo (2.4)

A existéncia de um estado ligado desse potencial efetivo no caso em que a > 0 (que corresponde a um
potencial efetivo de carater repulsivo) é indicada pelo fato de que a amplitude de espalhamento tem
um polo simples para k — i/a, cuja energia é portanto ey = —h? /2ua?. Esse resultado pode também
ser obtido resolvendo explicitamente a equacao de Schrodinger

h2V? n? 0
[— QZ + a(s(f)aﬂ] Yo(r) = eotio(r)

onde 1g(r) é a funcao de onda do estado ligado, que deve ter | = 0 sendo portanto independente
de angulos, e ey < 0. Introduzindo o ansatz 1g(r) = ug(r)/r e admitindo a possibilidade de que
uo(0) # 0, o termo de energia cinética é

1 dPug(r)
r dr?

CRVR(r) B2V {uw) —uo(0) UO(O)] _.n

T o — 4mug(0)0(7)

T r

com o que a equacao de Schrodinger se escreve como

Anh2a

2 U Uuolr
" _47m0(0)5(7?)] + () (‘ZT‘])T:O = € 0£ ).

21

}dQUO(T)
r dr?

Para que isso esteja satisfeito é preciso que os termos envolvendo §(7) se cancelem entre si. Tendo em
conta que m = 2y isso leva ao par de equagoes

2
uol(O) (CZ:"O)T:O - _2 © ! Z;)Q(T) + 2/7;260110(7") =0
que admite a solugao normalizdvel
r h2
ug(r) = Ne™a com eo = S

N sendo o coeficiente de normalizacao. A funcdo de onda do estado ligado do potencial efetivo é
portanto

Q3

1 e
V2ma T

Como pode ser verificado explicitamente, para a < 0 a equacao de Schriédinger ndao tem solugao
normalizavel com energia negativa.

Yo(r) =
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2.3.3 Aproximagao de Born para espalhamento pelo potencial efetivo (2.4)

Uma consequéncia do fato de que esse potencial efetivo é expresso em termos do comprimento de
espalhamento a, que é um objeto associado a amplitude de espalhamento do potencial realistico, é o
fato de que seu tratamento na aproximacao de Born dé o resultado exato para o espalhamento em
energias muito baixas pelo potencial realistico. De fato, usando condigoes de contorno periédicas num
volume V), a probabilidade de transicao por unidade de tempo do momento relativo inicial k para o
momento relativo final ¥ = k + ¢, com |k| = || ¢ dada, na aproximacao de Born, por[11]

aw = TS EVIBE 52 - 1)

h 4 20 ’
k:/

com uma restricdo apropriada da soma sobre o momento transferido ¢. Neste caso os estados com

momento relativo bem definido sdo regulares de modo que

4

h? BT 4mh?
mva/vdgrlz F—F) T2 g(5) — Th a

my

(K'|V |y =

Desse modo, integrando apenas sobre os médulos do vetor de onda final,

2 2
or [V 4rha h? 2r [V 4rha wk
W =22 Q~, ! 1.2 2 2 _ =7 ( ) Q“lf
d h ((27r)3>< my > A /dk g 5<2u(k k) ho\(2m)3 my i h?

e finalmente, como = m/2,

W _ @CLQ donde segue que do _ 1 _dW =a?
i, Y doy, ~ (i)

tendo em conta que hk/uV é o fluxo incidente no processo de colisao. Deve ser notado que esse
resultado, embora reproduza corretamente a secao de choque no limite de energias muito baixas, nao
depende do wvalor de k envolvido no cdlculo. Esse fato ilustra uma das diferengas que distingue o
potencial efetivo (2.4) do operador de transigdo completo correspondente ao potencial realistico cujo
comprimento de espalhamento é a, bem como aproximacao de Born para a secdo de choque de seu
resultado exato, obtido da solugao da equacao de Lippmann-Schwinger.
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Capitulo 3

Gases bosonicos diluidos ultrafrios

A observagao da condensagao de Bose-Einstein em um sistema bosonico diluido por Anderson, Ensher,
Matthews, Wieman, e Cornell em 1995[20] pode ser tomada como marco no estudo de sistemas
atomicos diluidos ultrafrios como sistemas quanticos de muitos corpos realizdaveis em laboratério sob
condigoes cada vez mais versateis e sofisticadas de controle. O adjetivo ‘ultrafrio’, no contexto de
sistemas bosonicos diluidos, indica usualmente condigoes abaixo da temperatura critica para o sistema
em questdo (v. eqs. (1.9) e (1.15)). ‘Diluido’, por outro lado, indica condi¢io pa® < 1, p sendo a
densidade (em particulas por unidade de volume) a a o comprimento de espalhamento, em termos do
qual é expressa a interagao efetiva (2.4).

3.1 Aproximacao de campo médio efetivo

A aproximacao estacionaria mais simples para o estado fundamental de um sistema diluido de N bésons
consiste na aproximacao variacional descrita na secao 2.1.3. Uma versao dependente do tempo dessa
aproximacao pode ser deduzida do principio variacional dependente do tempo de Dirac[21]

5/dt/d3r1.../d3rN<\If*(F1...FN,t) {ihgt —Hef} U(F ... PN, t) =0

utilizando um ansatz produto andlogo ao da eq. (2.6) mas agora dependente do tempo, isto é

N
(.. vt =[] (7 t) (3.1)
i=1
com variagoes d¢* (7, t) arbitrarias. O resultado desse procedimento é uma versao dependente do tempo
da equagao nao linear de um corpo (2.8):

[ h2v2

2 N
o 47h a]qb(F, t)|2q§(7:', £) = ih&ﬁ(r’t)-

m ot

+ Vext(F)] ¢(rt) + (N = 1) (3.2)
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E claro que solugodes ¢, (7), com potencial quimico p, da equagao independente do tempo (2.8) cor-
respondem a solugbes estaciondrias da equagao dependente do tempo (3.2) com uma dependéncia
temporal harmonica cuja frequéncia é dada em termos de u, isto é, (;S#(F)e_i“t/ h,

E claro que o ansatz (3.1), bem como o (2.6) usado anteriormente, correspondem a condensados
puros de Bose-Finstein no sentido de que todas as particulas se encontram em uma mesma e tnica
funcao de onda de um corpo, que é dependente do tempo no caso (3.1). Como mencionado na segao
(2.1.3), no caso da solugao estaciondria de menor energia (isto é, da solugdo que minimiza o valor do
funcional (2.7)) essa descrigao aproximada se torna exata nas condigoes do limite de Gross-Pitaevski.

3.1.1 Instabilidade sob interagoes ‘atrativas’

Uma propriedade facilmente verificavel do funcional de Gross-Pitaevski (2.7)) é a de que ele ndo tem
um limite inferior no caso em que a interagao efetiva é ‘atrativa’, isto é, no caso em que a < 0. De
fato, para verificar isso basta utilizar uma parametrizagao gaussiana para a funcao de onda variacional

¢(7)

B(7) — ¢5(7) = (jfrﬁ) ¢T3

Para N bdsons em um potencial externo harmoénico com frequéncia w cujo pardmetro de oscilador é

Vh/mw = b um célculo simples da

(3.3)

Wep — Wap(8) = Niiw B (b2 62> L - 1)(1()3]

2T N

que é uma expressao nao limitada inferiormente para § — 0 com a < 0. Isso se deve a que, nesse caso,
o aumento da contribuicio da energia cinética, que depende de 3 como 372, é insuficiente para fazer
frente ao aumento da contribuicao negativa da energia de interacdo, que envolve 572, qualquer que seja
o valor de a < 0. Uma anélise mais cuidadosa da expressao (3.3) mostra ainda que, apesar desse fato,
o valor do funcional de Gross-Pitaevski pode passar por um minimo local, no qual é possivel esperar
uma meta-estabilidade do sistema, antes de que ele entre inapelavelmente no dominio de valores de 3
em que ocorre o colapso para = 0. A existéncia desses minimos locais depende, no caso da presente

aproximagao gaussiana, do valor do parametro v = (Z\V/;—;za, e nao ¢ dificil verificar neste caso que um
minimo local existird sempre que
2 (1)1
4

Para um parametro de oscilador b fixo para o potencial externo de um corpo, e para um valor negativo
dado do comprimento de espalhamento a deve haver portanto um niimero maximo de bdsons N para
que o funcional de Gross-Pitaevski tenha um minimo local.
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Exercicio 3.1 (a) Verifique o resultado (3.4) estudando os extremos da aproximagao (3.3) envol-
vendo funcgoes de prova gaussianas. Use, além do parametro v definido acima, a varidvel adimen-
sional z = b/3. Como funcao de x a aproximacio gaussiana para o funcional W) (z) podera ter
dois extremos, um minimo local z,, e um méaximo local z,; respectivamente. No limite inferior
indicado para ~y esses dois extremos se encontram em um ponto de inflexao x,, = z .

(b) Esboce um gréfico da densidade (na aproximagao gaussiana) do sistema aprisionado no minimo
local comparando-a com o perfil do estado fundamental do potencial harmoénico confinante.

() Verifique que para interagao efetiva repulsiva (a > 0) a aproximagao (3.3) tem um tnico minimo.
Esboce um grafico da densidade do sistema aprisionado nesse minimo comparando-a com o perfil
do estado fundamental do potencial harmoénico confinante.

A meta-estabilidade correspondente ao minimo local, bem como o seu desaparecimento com o
aumento do nuimero de bésons armadilhados no potencial harmonico externo sao de fato observados
experimentalmente[22]. Do ponto de vista quantitativo, as caracteristicas da meta-estabilidade podem
ser bem reproduzidas em termos de um estudo numérico do funcional de Gross-Pitaevski, tendo em
conta a geometria do potencial confinante[23].

3.1.2 Interacgoes ‘repulsivas’, aproximacao de Thomas-Fermi

Nos casos em que a interagao efetiva é ‘repulsiva’, isto é, a > 0, é comum que a contribuicao da energia
cinética para o funcional de Gross-Pitaevski seja essencialmene desprezivel frente a contribuicao da
energia de interacdo. Isso pode ser visto, em termos da aproximagao gaussiana (3.3), através do fato
de que o coeficiente v pode assumir valores muito maiores que 1. De fato, para N ~ 10° dtomos de
87Rb, com a ~ 100rg, sendo rp o raio de Bohr, resulta que v ~ 300. Embora, nesse caso, o valor
de b/f correspondente ao minimo do potencial seja menor que 1, a contribuigao da energia cinética é
ainda inferior a 1% da contribuigao da energia potencial.

Exercicio 3.2 Verifique o resultado da estimativa apresentada acima para o peso relativo da energia
cinética e da energia de interacio para a situacdo descrita envolvendo 10 dtomos de 87Rb em uma
armadilha harmoénica com parametro de oscilador b.

Nessas condigoes, uma aproximacao util extremamente simples, conhecida como aprorimacao de
Thomas-Fermi, consiste em desprezar a contribuicao da energia cinética para o funcional, que desse

modo fica reduzido a
Wap = N [ @ [0V (Mot + 2l

com \ = 47rh2a/m, cuja minimizagdo com relagao a funcdo de onda de uma particula ¢(7, com o
multiplicador de Lagrange p associado a sua normalizagao, leva a equagao algébrica

Vet (7) + (N = DA(7) 2 = ] 6(7) = 0
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que pode ser resolvida para a densidade de probabilidade |¢(7)|? com o resultado

p—Vexs ()
I B 35)

0 para 1 < Vexi (7).

O valor de u é entdo determinado pela condicio de normalizacio [ d3r|4(7)|> = 1. Na realidade é
comum escrever apenas N em lugar de N — 1 em (3.5).

Na aproximacao de Thomas-Fermi, portanto, o perfil da densidade que minimiza o funcional de
Gross-Pitaevski é determinado pela forma do potencial confinante Ve (7). E claro também que a
aproximacao deixa de ser valida em alguma proximidade dos pontos em que p = Vext(7), nos quais
o perfil tem em geral uma derivada descontinua. Essa descontinuidade é na realidade suavizada pelo
termo de energia cinética que, nessa vizinhanca, nao pode ser considerado desprezivel.

3.2 Excitacoes elementares: equacoes de Bogoliubov-deGennes

Em que pesem as limitagoes decorrentes do uso de interacoes de dois corpos efetivas, os tratamentos
de campo médio discutidos até aqui podem ser tomados como aproximacoes simples para o ‘estado
fundamental’ dos sistemas correspondentes. Na realidade, mesmo no caso de interagoes efetivas ‘repul-
sivas’, com a > 0, as interacoes interatomicas reais sao ricas em estados ligados de varias ordens, desde
estados moleculares bi-atomicos até estruturas cristalinas macroscopicas. Os condensados puros de
Bose-Einstein descritos até aqui sao portanto quando muito estados meta-estaveis, que podem final-
mente decair para situagoes mais ligadas. Ocorre, no entanto, que as possiveis formas de decaimento
sao fortemente inibidas pela operacao de leis gerais de conservacgao e pelo carater diluido desses siste-
mas. O mecanismo predominante é chamado recombinacdo de trés corpos, e envolve de fato colises
triplas, nas quais um terceiro &tomo envolvido na interacao da conta da tarefa de carregar o excedente
de energia e de outras quantidades sujeitas a leis de conservagao para permitir o decaimento de dois
outros para um estado mais estavel, e sua inibicao de deve basicamente ao fato de que, nas condicoes
de rarefacdo desses sistemas, colisdes triplas sdo muito menos provaveis que colisoes de pares, ape-
nas. Em um contexto no qual esses fenomenos podem ser ignorados cabe entao perguntar quais as
excitagoes de mais baixa energia que existem nesses sistemas entao ‘praticamente estaveis’.

Para responder a essa pergunta é preciso ir algo além da aproximacao de Gross-Pitaevski. Um
esquema tedrico padrao nesse sentido foi originalmente desenvolvido por Bogoliubov no contexto de
sistemas extensos e uniformes, e é usualmente conhecido com esse nome. O desenvolvimento alternativo
descrito a seguir é talvez mais conciso, além de ser aplicavel a sistemas finitos armadilhados por
potenciais externos. Ele é baseado no uso da equagao dependente do tempo (3.2), juntamente com um
ansatz para ¢(7,t) dado por

O(7 1) — e h [60(7) + u(Pe ™! + v (Pe] . (3.6)
A idéia é a de que ¢o(7) seja tomado como o minimizador do funcional de Gross-Pitaevski, sendo p o
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valor correspondente do potencial quimico, de modo que esse ansatz se reduz ao ‘estado fundamental’
de Gross-Pitaevski quando u = v* = 0. Na realidade, essas duas fungoes vao poder ser nao nulas mas
‘pequenas’, no sentido de permitir a linearizagao da equacao dependente do tempo em u(7) e v*(7). A
frequéncia w devera ser determinada ao resolver a equacao linearizada para essas duas fungoes.

Substituindo o ansatz (3.6) na equacao dependente do tempo (3.2) e conservando apenas termos
lineares em (%) e v*(7) (ou suas complexo-conjugadas) resulta

[ B2v2
B 2m

+ vexm] [0(7) + (e + o7 (P ] +

+(N = 1)A [|¢>0|2 (qbo 4 Que Wt 4 QU*eiwt) + ¢(2) (u*ei‘”t i ve—iwt)} _

= -quo + (4 hw)e ™ + (u — hw)v*em} .

Os termos independentes do tempo nessa equacao se cancelam se ¢g é o minimizador do funcional de
Gross-Pitaevski com potencial quimico p. Por outro lado, os termos proporcionais a ¢! e a e~ ™!
devem ser equacionados independentemente para que a equagao linearizada seja satisfeita. Isso leva

as equacdes acopladas para as funcoes u(7) e v(7)

h?v? ) ,
[— - + Vext (7) + 2(N — 1) Ao ] u(P) + (N = 1) AZ v(7) = (u+ hw)u(F)

h?V? ) ,
[— 5+ Vet (7) 4 2(N = 1Al go| ] v(7) 4+ (N — DA u() = (u— hw)o(7) (3.7)

ou, em forma matricial,

33

L C u(
(&)

) = hw( _“v??) ) (3.8)
h2v?

= = J— 2_
L= =" 4 Vo) + 2N = Dol — g

com

C=(N—1)\p3.

As equagoes (3.7) ou (3.8) sao chamadas equagoes de Bogoliubov-deGennes, que determinam as
‘excitacoes elementares’ do sistema e suas respectivas energias hw. Embora a matriz que aparece
no lado esquerdo de (3.8) seja hermiteana, essas equagoes nao tém a forma usual de um problema
hermiteano de autovalores devido ao sinal de v(7) no vetor que aparece no segundo membro dessa
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equagao. Na realidade é possivel dar conte desse sinal introduzindo a matriz G (também hermiteana)
definida como
(1 0
o1 1)

Usando essa matriz, o lado direito da equagao (3.8) pode ser escrito como hwG ( Z ) , e o fato de que

G? é a matriz identidade permite ainda re-escrever a equacio como

L C w(®) \ L C w(™) \ u(7)
G(C* ﬁ)(vm)‘(—c* _5)(1)(?))—71«0(@(;)) 39

em que o cardter nao hermiteano da matriz envolvida é agora evidente. Ele resulta resulta da nao
comutatividade de G com a matriz hermiteana que aparece no lado esquerdo da equagao (3.8).

3.2.1 Sistema uniforme

O caso de um sistema uniforme, em que Vet () = 0, tratado com condicoes periddicas de contorno em
um volume L3 permite obter solucdes das equacdes de Bogoliubov-deGennes de forma particularmente
simples. Nesse caso, de fato, ¢g = 1/ L3/2 é simplesmente o estado de momento zero, e as funcoes u ()
e v(7) podem ser tomadas como ondas planas de vetor de onda E, isto é

u(7) — upe® 0(F) — vpe™ T (3.10)
onde ui e v sao amplitudes numéricas ainda a determinar. Desse modo, de fato,

21.2

L— +2ppA —p e C — ppA

2m
onde foi definida a densidade de particulas pp = (N —1)/L3 ~ N/L3. O valor do potencial quimico
é obtido de equagao de ordem zero em u e v, que neste caso se reduz a ppA = p. Para que as equagoes
de primeira ordem estejam satisfeitas deve-se ter ainda

2.2
dot [ T T2ePA—p—her o ppA
pp/\ %—i—zpp)\—/i-i-hwk

donde, substituindo o valor do potencial quimico u, resulta a equacao de dispersao para as energias
de excitacao em termos do vetor de onda k

h2k2 [ h2k2
ﬁwk = <

20pA|. 3.11
2m 2m +2pp ) ( )
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Para valores pequenos de k (isto é, tais que 2 k2 /2m < ppA) a energia de excitagao depende portanto
de k de forma essencialmente linear, ao passo que para valores grandes de k a dependéncia de k se
torna essencialmente quadratica. O coeficiente da dependéncia linear na regiao de pequenos vetores
de onda é dado por

d(hwy)
dk

onde ¢ é a velocidade de propagagao dessas excitacoes (‘velocidade do som’).

Uma vez determinado o valor de hwy, é possivel voltar as equagoes de Bogoliubov-deGennes e
determinar as amplitudes ur e vg. A rigor, essas equagoes determinam apenas a razao entre as dias
amplitudes, e valor de cada uma delas depende de um critério de normalizacao a ser estabelecido. De
fato, tomando por exemplo a equacao

A
= ny| P22 = he (3.12)

k=0 m

(L — hwg) ug + Cup, =0

ou seja

vy hw—L B2 k2 h2k2 h2k2 h2k2
k- =2 +1] - - +1]).
Uk C dmppA \ dmpp dmppA dmppA
2
Esta dltima expressao é da forma 2/ X(X +1) - X — (X +1) = — (\/X +1-— \/X) e portanto

(v¥+1-vX) VEFI- VX

(VXF1-VX)(VETI+VX) VEFI+VX

U (VEFT-VE) =

Uk

ou seja, explicitamente

Uk _ V 4mpp dmpp\ . (313)

Exercicio 3.2 O resultado (3.13) foi obtido partindo da equagdo correspondente & primeira linha
da equagao (3.8), com hw substituido pelo valor que anula o determinante secular do sistema linear.
Verifique que partindo da equagio correspondente & segunda linha da equagao (3.8) o resultado que
se obtém é de fato o mesmo.

Independentemente de um critério de normalizacao que determine u; e v individualmente, ja é
claro que, no limite de dispersao linear (kK — 0), vx/uxr — —1, ao passo que, no limite contrario de
dispersao quadratica (k — o0), vg/ur — 0, indicando o desaparecimento da amplitude ‘de frequéncia
negativa’ v*(7) no ansatz (3.6).
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3.2.2 Critério de normalizagao e interpretagcao do Ansatz

O critério de normalizacao apropriado para as solugoes das equagoes de Bogoliubov-deGennes é um
tanto especial em decorréncia do cardter nao hermiteano do problema de autovalores associado (cf.
eq. (3.9)). Ele é devido na realidade & intervengao da matriz G, que na realidade desempenha papel
de métrica no critério de normalizagao adequado. Situagoes deste tipo podem ser tratadas, segundo a
ref. [25], considerando a solugao do problema adjunto

L C i\ _, ( a)
(c* E>G<@<f>>‘h (W‘>>

. ~ U . . . - U .
cuja solucao | . | pode ser imediatamente relacionada com a solucao do problema original
v v

introduzindo em ambos os membros da equagao um fator G pela esquerda. De fato,

(£)=e()

§> _ /d?’r(u*(F) v*(F))G(ZEQ)z

[ (w@ vm) ( o
= [ (@ = ) =1

< &

o que leva ao critério de normalizacao

No caso do sistema uniforme tratado em termos de condigoes de contorno periédicas, a dependéncia
de 7 do integrando desaparece e o critério de normalizagao se reduz a uz — v,% = 1. Combinando-o com
o resultado (3.13) o que se obtém para as amplitudes de vetor de onda de médulo & é

1
21.2 a
2 2 ok 1
1+ Pk 1-— Fk _ dmpp A
up = e vp=— com I'p=[|—7"""—
R2k2
L'y Ly +1
dmppA

Essas amplitudes correspondem ao ansatz na forma (3.10), adaptada para o caso de um sistema ex-
tenso. Como a equagao que define essas amplitudes é homogénea, mesmo tendo em contra a natureza
da métrica a ser utilizada na normalizacao é claro que elas sao definidas a menos de um fator multi-
plicativo comum, o que dispensa maiores consideracoes a respeito de consisténcia com a hipétese feita
de que elas correspondem a oscilagoes de pequena amplitude. Note que a amplitude que aparece na
solucao dependente do tempo da equacao linearizada é de fato v*(7), de modo que a componente de
frequéncia negativa corresponde no ansatz a uma componente de momento —k.
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Essas ‘excitagdes elementares’ de sistemas extensos e uniformes sao tratadas mais usualmente (v.
e.g. ref. [17], secao 4.1) em termos de transformagoes canonicas ditas ‘de Bogoliubov’ dos operadores
de campo na representagao de momentos, em um contexto de segunda quantizagao[11]. Nesse contexto,
as amplitudes uy e v reaparecem como coeficientes que definem a transformacao canoénica que leva
das particulas as excitacoes elementares, chamadas nesse contexto de quasi-particulas de Bogoliubov.
A criacao de uma tal quasi-particula com momento k aparece entao como uma combinacao linear da
criacdo de uma particula, com amplitude u; e também com momento E, com a aniquilacao de uma
particula, com amplitude vy e momento N presente técnica, que em particular permite tratar
sistemas confinados por um potencial externo V(7 em principio qualquer. busca ‘modos normais’ de
pequena amplitude da equagao dependente do tempo na aproximacao de campo médio. A particular
forma adotada para o ansatz (3.6) é importante para o resultado obtido. Em particular, é crucial que
tenham sido introduzidas perturbagoes do equilibrio tanto ‘de frequéncia positiva’ (termo envolvendo
u(7); note que para este termo o sinal do fator exponencial harménico dependente do tempo é tal que
leva o autovalor de ordem zero p a p + hw, correspondendo a uma ‘excita¢ao’ do sistema) quanto ‘de
frequéncia negativa (termo envolvendo v*(7). Este dltimo termo leva W a pu—hw, o que corresponde a
uma ‘desexcitacao’ do sistema em aparente contradicao com o fato de que ¢g corresponda & solucao de
campo médio com menor energia. Isso corresponde, no entanto, apenas a natureza nao autoconsistente
da aproximagao. Os efeitos da interacao de dois corpos envolvidos na determinagao da natureza da
excitacao de energia hw produzem também correlagdes no estado fundamental envolvendo excitagoes
virtuais (nao incluidas no estado minimizador do funcional de Gross-Pitaevski) cuja absorcao é descrita
pelo termo ‘de frequéncia negativa’. A quebra de autoconsisténcia decorre da utilizacao de um estado
fundamental sem correlagoes para calcular o o efeito de tais correlagoes, um esquema que pode ser
caracterizado como ‘perturbativo’!.

Segundo a interpretacao aventada acima, as amplitudes vy correspondem a destruicdo de excitagoes
virtuais, presentes no estado fundamental do sistema, produzidas pela agao da interacao de dois corpos.
Essas excitagoes devem entao ser entendidas relativamente ao estado de condensado de Bose-Einstein
puro que corresponde ao sistema ideal, sem interacoes de dois corpos, e portanto d4 uma medida da
importancia dessas excitacOes virtuais na estrutura do estado fundamental correlacionado pelo efeito
das interacoes. Isso por sua vez, estd relacionado com a fracao de particulas que sao removidas do
condensado em consequéncia do estabelecimento dessas correlacoes. No contexto desta formulacao, o
nimero de particulas que pode ser encontrada em estados de momento k = 0 pode ser estimado como
v,%. Esse nimero depende apenas do mdédulo de E, de modo que o nimero total de particulas fora do
estado de momento zero é dado por

1% 8N
Nd = Z'U]%. — (271_)3477'/dk' kQU]% = ﬁ ppa3,
k+£0

que é portanto a estimativa da deplecdo do condensado pelo efeito das correlagoes induzidas pela

!Para uma discussdo dos efeitos da autoconsisténcia para a determinacdo das excitagdes elementares v. ref. [17],
secoes 4.2 e 4.3.
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interacao de dois corpos no estado fundamental. Deve ser notado que em sistemas extremamente
diluidos, no sentido que ppa® < 1, essa deplecio é por sua vez muito pequena, em acordo qualitativo
com o resultado Lieb e Seiringer[13].

3.3 Dinamica com ‘muitos modos’

O estado de equilibrio termodinamico de um gés ideal de Bose-Einstein em qualquer potencial externo
confinante com estado fundamental nao degenerado é, no limite 7" — 0, sempre um ‘condensado puro’
nesse estado, no sentido de que todos os a&tomos se encontram nesse particular estado de uma particula.
Como ilustrado na secao anterior, a presenca de interagoes entre os atomos leva a estados fundamentais
em que existem correlagoes entre as particulas, em consequéncia das quais a densidade de um corpo
devera indicar ocupagoes diferentes de zero também em outros estados de uma particula. No caso
considerado ali, que é o de um gas diluido e uniforme, os outros estados de um corpo envolvidos nas
correlacoes sao ondas planas com momento diferente de zero cujo espectro é simplesmente o espectro
quadratico no momento de um atomo ‘elementar’, de massa m, livre.

A manipulagao das propriedades do potencial confinante externo pode, no entanto, levar a situagoes
em que, mesmo sob condicoes de gas diluido, certos tipos de correlagao possam se tornar extremamente
importantes, afetando profundamente as propriedades do estado fundamental do sistema. Em termos
gerais, o mecanismo através do qual isso se da envolve acoplamentos entre diferentes estados de uma
particula, cujo espectro depende das caracteristicas do potencial confinante, através da acao interacao
de dois corpos entre as particulas que constituem o sistema. Em particular, os efeitos de uma fraca
interacao de dois corpos podem ser intensificados através da reducao do espacamento em energia de um
grupo de estados de uma particula. Uma forma especialmente simples e importante de conseguir isso é
através da promogao no espectro de estados de um corpo de agrupamentos de estado em grupos quasi-
degenerados, & moda conhecida em conexao com a ocorréncia de ‘efeitos de camada’ em sistemas
fermionicos[26] e em conexdo com a estrutura de bandas em redes periddicas em fisica da matéria
condensada[27].

3.3.1 Exemplo esquematico

A forma de criar grupos de estados quasi-degenerados no espectro do potencial confinante a ser uti-
lizado para o armadilhamento de dtomos pode ser ilustrada por um exemplo esquemético simples,
consistindo de um pocgo de potencial duplo, isto é, constituido de dois pocos separados por uma bar-
reira de potencial. Afim de simplificar ao maximo a solugao analitica de um tal problema de uma
particula é suficiente considerar o potencial confinante esquemaético, em uma tinica dimensao espacial,
definido por

400 para < —a
Vext(z) = ¢ v6(x), v>0 para —a<z<+a . (3.14)
+00 para T > +a
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Ele consiste de um poco quadrado infinito, de largura 2a, dividido ao meio por uma barreira propor-
cional a uma fungéo delta de Dirac. A equacao de autovalores que define o espectro desse potencial é
portanto

h2 d2
o de? +70(z) | dn(x) = Endn(z)
sendo que as autofungoes ¢, (z), —a < x < +a devem satisfazer as condigoes de contorno ¢, (—a) =
¢n(+a) = 0. Devido a simetria do potencial, as autofungoes poderdao ser rotuladas também pela
sua paridade; e como as autofungoes impares se anulam em z = 0, elas (bem como os respectivos
autovalores) nao sao afetados pela barreira de potencial nesse ponto. A classe de autofungoes impares,
com os respectivos autovalores, é portanto dada por

¢ () = Npsen [W}, —a <z < +a,
a
h2 2
E = [(2m+1)”] , n=1,223....
2m a

Os estados pares, por outro lado, sdo solugoes livres com vetor de onda k exceto na origem, onde
devem ser continuos mas com derivada descontinua, satisfazendo a relagao

do| _ do

dx o4 dx

~ 2my
o h?

$(0).

Isso seleciona os valores de k que satisfazem a equacao transcendente

2
tan ka = < f )ka.
mya

Isso mostra, porém, que no limite v — +o0o0 de uma barreira de potencial ‘intransponivel’ entre as
duas metades do poco quadrado as solugoes pares estao associadas aos vetores de onda que anulam a
tangente, isto é, mm/a, m = 1,2,3,dots e se tornam portanto degeneradas com as solugbes impares
associadas ao mesmo valor de m. Para valores finitos mas grandes de ~ é facil ver que o espectro
consiste em uma série de dubletos (cujo espagamento cresce com m) resultantes do aumento dos
autovalores pares do limite v — 0 até a proximidade do autovalor impar imediatamente acima.

Um comportamento inteiramente analogo resulta para qualquer potencial confinante que consiste
de um pocgo duplo simétrico, isto é, um pogo de potencial simétrico separado também simetricamente
ao meio por uma barreira de potencial. Mais ainda, o mesmo efeito resulta quando o confinamento
completo nos extremos (r = fa no exemplo esquemdtico) é substituido por condiges periddicas de
contorno (v. exercicio 3.3).
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Exercicio 3.3 Counsidere o problema de um corpo em que o potencial (3.14) é substituido por

Vext(x) = 7[0(x — a/2) + 6(x +a/2)], ~>0, (3.15)

definido no intervalo —a < & < +a com condigdes periddicas de contorno, isto é ¢(a) = ¢(—a),
do/dz| e = dp/dx|ze—q.

a) Mostre que as fungdes ¢, (x) x sen (mn(x — a/2)/a) satisfazem a condicdo de periodicidade e
nao sao afetadas por esse potencial, e sao portanto autofungoes do problema. Quais os autovalores
correspondentes?

b) Determine as autofungées que ndo se anulam em z = +a/2 e os respectivos autovalores, e
verifique que o espectro completo consiste ainda de uma sequéncia de dubletos que se tornam
estados degenerados no limite v — oco. Sugestao: Devido a simetria de reflexdo em torno da
origem, as autofungoes tém paridade bem definida. Isso é verdade tanto para as autofungoes que
se anulam em x = 4a/2 como para as que nao se anulam. NO que se concerne estas ultimas,
as autofuncgoes impares se anulam em x = 0 e em x = a, ao passo que as autofuncoes pares tém
derivada nula em = 0 e em x = a. Isso permite restringir o problema da determinacao de
autofuncoes e autovalores a consideracao do intervalo 0 < x < a apenas. Alternativamente, é
possivel usar o Teorema de Bloch!

A separacao em energia AFE,, entre os estados de cada dubleto esta associada, por outro lado, a
um tempo de tunelamento para o segundo poco de uma particula que esteja inicialmente confinada no
estado nao estacionério cuja fungao de onda é a soma (ou a diferenca) das fungdes de onda associadas
aos dois membros do dubleto. De fato, a evolugao temporal dessas superposicoes é periédica, envol-
vendo a frequéncia de Bohr w,, = AFE,,/h, que vai a zero no limite em que a barreira entre os dois
pocos se torna impermedvel.

Outras generalizagoes possiveis incluem potenciais confinantes divididos em muitas partes por
um numero maior de barreiras igualmente espacadas, ou ainda potenciais periddicos, envolvendo uma
sequéncia de barreiras igualmente espacadas com condicoes de contorno peridédicas. Neste tltimo caso,
extremamente familiar no contexto da fisica de materiais, os dubletos sdo na realidade substituidos
por multipletos quasi-degenerados, que se tornam realmente degenerados no limite em que as barreiras
se tornem impermedveis; no limite em que o nimero de barreiras no periodo vai a co (mantendo fixo
o espagamento entre elas), os multipletos se adensam em ‘bandas’ de niveis estacionérios separadas
por hiatos de energia. Do mesmo modo que a separacao em energia dos membros de cada dubleto, a
largura em energia de cada banda esté associada a permeabilidade das barreiras do potencial periédico.

3.3.2 Condensados quasi-periddicos: realizacao experimental e
propriedades salientes

A realizacao experimental de condigdes correspondentes a um potencial externo Vey () consistindo
em uma rede periédica (em uma, duas ou trés dimensoes espaciais) é conseguida facilmente para gases
atomicos em termos do chamado efeito Stark dinamico associado a uma onda estacionaria e luz des-
sintonizada com relacao a frequéncias associadas a ressonancias atomicas afim de reduzir a inducao
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de transicoes atomicas reais. Na realidade, um tal potencial periddico é tipicamente superposto a um
potencial confinante dotado de um minimo relativamente muito mais suave que pode ser bem represen-
tado em termos de um potencial harmoénico, produzido através de interacoes magnéticas ou também
opticamente. O resultado global, portanto, aparece & escala da onda estaciondria como um poten-
cial quasi-periddico, em vista da variacao lenta (nessa escala) do potencial confinante suave; a escala
deste ultimo potencial, por outro lado, o resultado representa um ‘enrugamento’, pela superposi¢cao
dos efeitos da onda estacionaria de luz, da bacia de contencao do potencial confinante essencialmente
harmoénico. Todos esses efeitos dependem, por certo, da interacao das estruturas eletromagnéticas
internas dos atomos com campos impostos externamente, e sua andlise detalhada[30] ndo cabe nos
limites deste curso. O resultado essencial consiste em que o efeito dominante da onda luminosa sobre
0s atomos, vistos como ‘atomos de dois niveis’, no sentido que hé basicamente dois niveis fortemente
envolvidos na interagao com a radiacao, é um potencial de origem dipolar que pode ser representado
como

7 T

Vaip(7) = ?;LUS,AI(F) (3.16)
onde wy ¢ a frequéncia para a transicao atomica relevante, I' é a largura dessa ressonancia e A = wy,—wy
é a dessintonia entre a frequéncia da onda luminosa w; e a frequéncia de ressonancia wy, e I(7) é a
média temporal da intensidade luminosa na posigao 7. Essa expressao é vélida para |A| < wy, e indica
que os atomos sao atraidos ou repelidos de posicoes em que a intensidade luminosa é alta para valores
negativos ou positivos de A, respectivamente. Em outras palavras, se wy, é deslocada ‘para o vermelho’
com relagao a wp os dtomos sao atraidos para as posigoes de maior intensidade, sendo plelo contréario
repelidos caso esse deslocamento seja ‘para o azul’. Para uma onda estacionaria de luz com vetores
de onda na diregio do versor @ a intensidade é proporcional a sen?[wy i - (7 — 75)/c], o que identifica
a dependéncia espacial do potencial periédico resultante. A expressao (3.16) corresponde claramente
a um potencial externo conservativo, mas na realidade nao descreve completamente os efeitos da
interagdo dos dtomos com a radiagdo. Além dos efeitos conservativos existem efeitos dissipativos
associados ao espalhamento de fétons do feixe externo de luz, que resultam proporcionais a (I'/A)?
nas mesmas condigoes de aproximagao usadas para obter a eq. (3.16). Esses efeitos podem sao
minimizados tomando a razao I'/A tao pequena quanto possivel, tendo em vista a amplitude requerida
para o potencial Vg;, e a intensidade factivel do feixe externo de luz.

Uma situacdo simples em que uma rede periédica unidimensional produzida opticamente é su-
perposta a um potencial essencialmente harmoénico que confina um condensado de Bose-Einstein foi
realizada e estudada experimentalmente em 2001 por Pedri et al.[28]. O potencial externo nesse caso
pode ser escrito esquematicamente como

mQ2

5 r? 4 vy senkygpx

‘/ext (F) —

onde 7 = {z,y,z} e 2w /kjyy é o comprimento da onda estaciondria de luz. O termo periédico do
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potencial produz uma modulagdo na densidade de equilibrio (& temperatura zero) p(7) que pode ser
aproximadamente obtida em termos da aproximacao de Thomas-Fermi como
mQ2 2

2 2
— 7% — vg senkj 0
p(T) = ) X 0 ey ( - m2 2 — v sen2klatx>

onde O(&) é a fungao de Heaviside, igual a 1 para valores positivos ou nulos a igual a 0 para valores
negativos do argumento. O potencial quimico y é determinado de forma que a densidade integrada
leve ao numero de particulas existentes no sistema. A situacao realizada na ref. [28] é tal que o valor
limitrofe L de r em que a densidade, ignorando a modulagao periédica, é diferente de zero (fixado
pela relacdo p ~ mQ2L?/2) é consideravelmente maior que 27 /ky,¢, de modo que hd muitas oscilacoes
do potencial periddico (e portanto também da densidade) na regiao espacial ocupada pelo sistema. O
perfil espacial da densidade ao longo do eixo = serd entao dado por

2
. % x Vo 9 xT
p(.’L’,0,0) = X [1 — ﬁ — E Sen (lﬂatLL>‘| .

Esse perfil é mostrado do lado esquerdo da figura 3.1, para uma amplitude vy do potencial periédico
também igual ao valor de pu.

Em principio existe ambiguidade de fase com relagao a amplitude a qual esta associada essa densi-
dade. Fases dependentes da posicao implicam em correntes, que é razoavel excluir de uma amplitude
correspondente a um estado fundamental estacionario, e uma fase constante pode ser tomada igual
a zero sem perda de generalidade. Com essa hipétese adicional, a amplitude deve ter entao o perfil
representado do lado direito da figura 3.1.

Uma forma de estudar experimentalmente esses perfis consiste em usar a técnica de ‘tempo de voo’,
que consiste em zerar subitamente o potencial externo Ve (7) e observar a densidade apés um tempo
apropriado de evolucao livre do sistema. Essa densidade de fato reflete, através de sua distribuicao
espacial, a distribuicdo de momentos presente na amplitude inicial. Na caso da amplitude obtida
no contexto da aproximacao de Thomas-Fermi e mostrada na fig. 3.1, a distribuicaio de momentos
na direcado = é mostrada no grafico a esquerda da fig. 3.2. Esse gréifico mostra de fato o mddulo
das amplitudes de Fourier A(k) em unidades de Ay = A(k = 0) e como funcao de k/kj. Como a
densidade é real, a distribuicao dos moédulos das amplitudes de Fourier é de fato simétrica em torno
de k = 0, de modo que apenas a parte correspondente a k > 0 é mostrada no grafico. Além do
pico em torno de k = 0, que representa uma parte da densidade cujo momento difere de zero apenas
devido a localizacao espacial global do sistema, através de efeitos de relagoes de incerteza, ha um
pico secundério da amplitude ~ 0.5 em k/kjp; ~ 2 (e, por simetria, outro em k/kjpy ~ —2), além de
contribui¢bes menores em torno de k/kjoy ~ 4, 6, etc. (e suas simétricas). Os picos secunddrios mais
conspicuos correspondem a partes da densidade cujo momento médio é £2hki,¢, a parte o alargamento
de linha associado via relagoes de incerteza a localizacao espacial do sistema. Correspondentemente a
isso, a imagem da densidade espacial apds um tempo suficiente de evolucao livre mostra essencialmente
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Figura 3.1: Densidade escalonada Ap(z,0,0)/u (& esquerda) e amplitude escalonada 1/ Ap(x,0,0)/p de um con-
densado em uma rede éptica unidimensional superposta a um potencial harménico (Ve (z) = mQ2L%r?/(2L2) +
vosen?(10mx /L)), ¥ = {x,y, 2}, na aproximacio de Thomas-Fermi, com yu = m§?/2 = vy, em funcio de x/L,
paray =z = 0.
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Figura 3.2: Esquerda: médulos A de amplitudes de Fourier para a amplitude obtida na aproximacao de

Thomas-Fermi e representada na figura 3.1, ki = 107/L. Direita: médulos de amplitudes de Fourier para a
_(E2/b2

k/k
2 4 6 1o ke

‘amplitude esquematica’ e cosQ(klatx), com kjptb = 10m. A comparacao das duas distribuicoes ilustra a
estabilidade da importancia relativa das componentes de Fourier dominantes com relagao a alteragoes no perfil
da amplitude modulada.
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Figura 3.3: Imagem apds tempo de véo de condensado inicialmente confinado e modulado por potencial
periédico unidimensional[28]. A velocidade dos dois fragmentos ejetados corresponde ao vetor de onda da
componente dominante de Fourier de uma amplitude inicial de fase constante (cf. fig. 3.2).

trés picos, correspondentes respectivamente a momentos médios 0 e +2hk),;, como mostrado ma figura
3.3[28].

Os parametros utilizados para obter a densidade analisada nas figuras 3.1 e 3.2 foram escolhidos
sem uma preocupacao maior em reproduzir os parametros experimentais envolvidos na ref. [28], e o
acordo qualitativo com a distribuicao observada apds um tempo de evolugao livre nesse caso indica na
realidade uma consideravel estabilidade qualitativa da distribuicdo de momentos. Para ilustrar essa
estabilidade, uma amplitude ainda mais esquematica que pode ser pensada no contexto de uma rede
Optica unidimensional superposta a uma armadilha harmoénica é

2
(b(f) — Ne ©2 COSQ(klat.%), (317)

para a qual a distribuicdo de momentos é dada no grafico a direita da figura 3.2. E claro que essa
distribuigao é extremamente semelhante a obtida no caso da amplitude correspondente a aproximacao
de Thomas-Fermi representada no grifico da esquerda nessa mesma figura, embora haja supressao das
estruturas em torno de k/kjt ~ 4, 6, etc. Isto pode a rigor ser entendido analiticamente neste caso,
reescrevendo a amplitude como

2 /1 o2 21 2ik1atT —2ik s
o) - e~ (LEE ) bzg(He peeny,

2 2 2

Esta ultima expressao representa de fato trés pacotes de onda gaussianos com momentos médios
respectivamente 0 e +2hky,; e amplitudes relativas 1 e +£1/2. A localizagao global descrita pelo fator
gaussiano de largura b da origem ao alargamento desses picos.

A amplitude e a distribuicdo de amplitudes de Fourier para um outro caso, tratado também em
termos da aproximacgao de Thomas-Fermi mas envolvendo um potencial periédico de amplitude 20%
menor que a utilizada nas figuras 3.1 e 3.2, é mostrado na figura 3.4. Neste caso hé ainda a preservagao
das propriedades qualitativas da distribuicao de momentos, embora se possa notar uma reducao relativa
das amplitudes correspondentes a +2hk;,;. Informacao experimental acerca da importancia relativa
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Figura 3.4: Amplitudes de um condensado em uma rede Gptica unidimensional 20% mais fraca que a do
caso mostrado na figura 3.1, também na aproximagao de Thomas-Fermi e mdédulos das amplitudes de Fourier
correspondentes. Note em particular a atenuagao relativa do pico em k/kca ~ 2.

dos diversos picos nas amplitudes de Fourier pode ser obtida avaliando a importancia relativa dos
diferentes fragmentos da densidade observada como na figura 3.3.

Essas propriedades de redes unidimensionais quasi-peridédicas se estendem diretamente a situagoes
envolvendo redes bi- e tri-dimensionais, com resultados inteiramente andlogos. Por exemplo, uma
amplitude esquemadtica do tipo da que foi considerada em (3.17) para uma rede éptica tri-dimensional
superposta a um potencial harmoénico localizante é

7‘2
H(7) — Ne 12 cos? (kpapx) cos®(kiary) cos? (kiap 2). (3.18)

Tratando os fatores envolvendo cos? como no caso unidimensional, o que se obtém é a superposicao

de 27 pacotes gaussianos um dos quais com momento médio zero a outros com momentos médios
correspondentes as combinagao de uma, duas ou trés componentes de médulo 2hk,; ao longo de z, y
e z. O resultado esperado para a densidade apds um periodo adequado de evolugao livre é mostrado
qualitativamente na figura 3.5, reproduzida da referéncia [29]. A figura 3.6, por outro lado, mostra
o perfil de densidade observado em uma das duas projecoes para diferentes amplitudes do potencial
periédico, usualmente medido em unidades da chamada ‘energia de recuo’, que é a energia cinética
associada a um comprimento de onda de de Broglie igual ao comprimento de onda da luz utilizada para
o potencial periddico, isto &, E, = 71214:1%lt /2m. Para amplitude nula (isto é, na auséncia do potencial
periédico) o que se observa é apenas a evolugao livre de uma distribui¢do unimodal de momento de
média zero. A medida que a amplitude aumenta, aparecem os pacotes correspondentes aos valores
nao nulos e relacionados com o vetor de onda da rede kj;; do momento, cuja peso cresce até que a
amplitude do potencial periédico se torne da ordem de 10F, (cf. figuras 3.4 e 3.2). A partir desse
ponto passa a ganhar importancia um fundo difuso centrado no momento médio zero, consistente com
o surgimento de uma componente de momento médio zero mas muito mais localizada espacialmente
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Figura 3.5: Distribuigdo espacial de densidade apds tempo suficiente de evolugao livre de um sistema bosonico
aprisionado e submetido a uma rede éptica tridimensional superposta com vetor de onda k (que corresponde a
krat utilizado aqui), reproduzida da ref. [29]. A figura mostra também os perfis da distribuigao tridimensional
observados ao longo das direcoes ortogonais z e y.
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Figura 3.6: Distribuigéo espacial da projecao = da densidade observada apds tempo suficiente de evolugéo livre
de um sistema bosoénico aprisionado e submetido a uma rede éptica tridimensional superposta para diferentes
valores da componente periédica do potencial. Os valores, em unidades de E, = h? ki, /2m, sdo respectivamente
(de a a h): 0, 3,7, 10, 13, 14, 16 e 20. Reproduzida da ref. [29].
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que o condensado na armadilha harmoénica pura, e portanto, através de relagoes de incerteza, muito
mais larga no espago de momentos. Esse comportamento é de fato interpretado como resultante da
ocorréncia da chamada transicdo de Mott no sistema aprisionado e submetido a rede periédica, da
qual se tratara a seguir.

Exercicio 3.4 Desenvolva a expressao (3.18) de forma andloga ao que foi feito no caso da expressao
(3.17), e identifique as 27 componentes gaussianas, seus respectivos momentos médios e amplitudes
relativas. Compare qualitativamente com a figura 3.5.

3.3.3 Transicao de Mott em redes bosoOnicas.

As propriedades do estado fundamental de um sistema diluido de bdsons interagentes em um po-
tencial externo periédico foram estudadas teoricamente por Fisher et al.[31] antes que a realizagao
de tais sistemas pudesse ser contemplada em termos de gases bosonicos rarefeitos em redes épticas?.
Essas realizacoes experimentais envolvem tipicamente situagoes em que a periodicidade é quebrada
pela variacao, embora lenta na escala do perametro de rede, do potencial externo responsavel pelo
confinamento global do sistema. A quebra de periodicidade por certo complica o tratamento tedrico
de situagoes ‘realistas’ nesse aspecto, e por essa razao a presente discussao serd restrita ao estado fun-
damental de um sistema de bdsins em uma rede estritamente periédica de potencial. O hamiltoniano
tomado para descrever tal sistema tem a forma padrao (2.5), onde o potencial externo de um corpo é
tomado como periédico, e por simplicidade com uma estrutura cibica simples (em trés dimensoes)

‘/ext(’F) :‘/ext(r'?—'_ﬁa)v ﬁE{nlvnzun?)}a ni:071727"'

sendo a o paramentro de rede. A anélise do estado fundamental sera feita para um sistema finito de
N bésons em M?3 sitios (em trés dimensoes) com condigoes periédicas de contorno no volume (Ma)3.
Desse modo, o ntiimero médio de bésons por sitio é v = N/M? desempenha papel de densidade do
sistema. O limite termodinamico consiste aqui em fazer M — oo com v e a constantes.

2Esse trabalho examina também o efeito de desordem na rede, o que tem também sido estudado experimentalmente
em termos de gases ultrafrios, v. e.g. ref. [32].
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Capitulo 4

Gases fermionicos ultrafrios

4.1 Instabilidade de Cooper

Modelo[33]: par de férmions em um sistema extenso interagindo atrativamente nas vizinhangas do
nivel de Fermi sem intervencao dinamica dos outros férmions do sistema, cujo efeito é essencialmente
excluir parte do espago de fase disponivel para correlagoes (cf. ref. [24] e IPAM de Gomes, Walecka e
Weisskopf na ref. [34]!).

2 2

p =
H=Hey + Hyol = —— + ,
oM + Hyal 2M+2[L+U(T) jz

@, , M = 2m.
2

Por simplicidade, tratar inicialmente o caso P =0. Fungao de onda do par interagente satisfaz

Hiq0(7) = (2ep + €)p(7).

O autovalor foi escrito como 2ep + €, sendo e€r a energia de Fermi, de modo que, na auséncia da
interacao, e = 0. Cooper inicialmente transforma a funcao de onda relativa para o espago de momentos
(condigoes de contorno periédicas no volume V), i.e.

O(F) = —= 3 dpe™ T (4.1)
k

com o que a equacao de Schrédinger para o par fica escrita como

2k L[ s iRy, =
2 —2ep —€| g = _ZUEE’%J' Vi = —/d re v(7).
k/

Devido as restrigoes associadas ao principio de Pauli momentos menores que o momento de Fermi
devem ser excluidos da composic¢ao da funcao de onda do par, isto é, ¢ = 0 para k < kp.
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Figura 4.1: Solugao grifica da eq. (4.3). O eixo das abscissas corresponde & varidvel ¢, e os dois termos da
equagao sao representados no eixo das ordenadas, a linha cheia e a linha tracejada correspondendo respecti-
vamente aos lados esquerdo e direito da equagdo. As abscissas correspondentes as descontinuidades da fungao
que representa o lado esquerdo sao os valores discretos do momento selecionados pelas condigoes de contorno
periédicas. A intersecgdo com a linha tracejada em e < 0 corresponde ao estado correlacionado produzido pela
interacao atrativa de dois corpos.

Modelo esquemético para a interacao considerado por Cooper[33]:

o — ) Il ke < kK <k
kR 0, outros casos

onde k corresponde a um limite superior de corte, associado & energia é = h?k? /2u. Desse modo a
equacao de Schrodinger fica

h2k? F
[—26;7—6] (b];;: ‘F‘ Z (ﬁ];, ou (f)’;: W# Z ¢kj (4.2)

2 -~ — — =
H ke <|l| <k S T 2EF T € i<k

Para determinar os autovalores € basta somar os dois membros da ultima equacao sobre k, o que da

> W; = (4.3)

. %en—c |F|
hp<lFl<k 2u  26F € 7|

Essa equacgao pode ser resolvida graficamente interceptando a representacao do seu lado esquerdo
(como fungao de e, usando o espectro discreto do momento associado as condi¢oes de contorno
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periédicas) com uma linha horizontal a distancia 1/|F| do eixo € (v. fig. 4.1). Para qualquer va-
lor diferente de zero de |F| havera um valor negativo ec de € como autovalor.

E possivel obter uma expressao analitica para o autovalor ¢ substituindo, em (4.3), a soma sobre
momentos por uma integral. Tendo em conta a isotropia do integrando isso d&

4 k 1 rk?
Z — V?)/ _‘_d3k‘—>LV3 dkk2—>l2f dek—>
kp<|k|<k (27T> kp<|k|<k (27T) kp 214 2 k2,
3

_ 3 _
YV /2m\21 [€ V% m\2 [€
w(#) z/eFde\/E*mz (rﬂ) /;Wé

onde a varidvel de integracio foi finalmente tomada como sendo e = h2k? /2m = h2k2 /4. A expressao

o= 2 (3)'

corresponde a densidade de niveis por unidade de energia a energia e. Dessa forma o lado esquerdo
da equagao (4.3) pode ser reescrito como

Z_W_;F_e - fﬂ( )/2 fde

kp<|kl<k 2u

Vo (m\E ot de  Ner)  2e—er) -
V2n? <712) \/G/EF2(6—6F)—6_ 2 log —€

Nessa passagem o fator /e do integrando foi substituido por /e, uma aproximagao simplificadora
do célculo da integral que é adequada na medida que a densidade de niveis por unidade de energia
varie pouco no intervalo de integragao. Levando o resultado a equacao (4.3) e exponenciando resulta
entao que

2
) ¢ TFINGR)

¢c=—2€—ep)——5—,

1— ¢ TFINGR

cuja natureza nao perturbativa é evidente devido a dependéncia transcendente do resultado com relagao
a constante | F'| que caracteriza a interacao de dois corpos. Essa expressao revela que o menor autovalor
serd negativo mesmo para |F'| arbitrariamente pequeno. A amplitude que descreve o estado estado de
menor energia do par interagente pode ser obtida simplesmente usando esse resultado nas equacoes
(4.2) e (4.1), notando em particular que a soma do lado direito da equagao (4.2) é na realidade uma
constante, cujo valor ¢é fixado por uma condicao de normalizacao. O fato de que a amplitude no espago
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de momentos nao tem componentes para valores do momento abaixo do momento de Fermi por si s6
assegura o seu anulamento assintético, de modo que a densidade de probabilidade associada a posigao
relativa das particulas constituintes do par é espacialmente localizada. O resultado desta estimativa
indica portanto que mesmo interacoes atrativas arbitrariamente fracas sao suficientes para introduzir
efeitos de correlacdo nao perturbativos que tém como consequéncia a localizagao espacial da amplitude
que descreve o estado relativo das particulas que constituem o par interagente. Nesse sentido, o gas de
Fermi se revela instavel com relagao a acao de interacoes de dois corpos atrativas, independentemente
de sua intensidade, o que pode ser chamado instabilidade de Cooper.

Execicio 4.1 Tratar o caso P # 0 (v. ref. [24]). Para valores pequenos (qual o sentido de ‘pequeno’
aqui?) de |P| a ‘energia de ligacao’ |ec(|P|)| é nesse caso |ec(|P))| ~ |ec(0)| — hkg|P|/2m.
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