Capitulo 8

Momento Angular

Neste capitulo vamos estudar os autovalores e autovetores do momento
angular. Este problema também pode ser analisado com o uso do
método de operadores, o que faremos na primeira parte deste capitulo.
Por outro lado, também é muito instrutivo estudar o problema de au-
tovalores para o momento angular orbital ja que isto nao sé fornece
maiores informagoes sobre a solucao obtida pelo método de operadores,
mas também prepara o terreno para o estudo de problemas tridimen-
sionais.

8.1 Algebra do Momento Angular

O momento angular orbital é uma quantidade importante para a andlise
de problemas classicos e quanticos que contém potenciais centrais, dado
que ele é uma quantidade conservada. O momento angular orbital é
definido por

L = xAp, (8.1)

sendo que esta expressao nao apresenta problema de ordenamento em
Mecanica Quantica. As componentes do momento angular orbital sao
dadas por
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Daqui podemos obter as seguintes relacoes de comutagao:

L,,L,] = ihL,, (8.5)
L,,L.] = thL,, (8.6)
L., L] = ihL,, (8.7)

as quais podem ser resumidas usando-se o tensor de Levi-Civita (ek"),
[Li, L;] = ihe™"L,, | (8.8)

onde as componentes 1, 2 e 3 representam z, y e z respectivamente.
Também ¢é 1til definir o quadrado do momento angular orbital

L’ =L-L =L2+L+L2. (8.9)

Utilizando as relagoes (8.5) a (8.7) temos que L? comuta com todas as
componentes do momento angular orbital, i.e.

L Li| = 0. (8.10)

Como veremos logo abaixo, é conveniente definir as seguintes com-
binagoes dos operadores L, e L,

Ly = L, + iL,, (8.11)
L. = L, —iL,, (8.12)
as quais estao ligadas através de LIL = L_. Mais ainda, podemos

expressar L2 em termos dos operadores L, utilizando as seguintes
relagoes:
L.L. = L*-L?>+hL,, (8.13)
L L, = L*~L?—hL,, (8.14)
onde o 1til termo destas equacoes origina-se do comutador de L, com

L,. E também f4cil mostrar, usando as relagoes de comutacao (8.5) a
(8.7), que

L Ly = 0, (8.15)
[L.,Ly] = +hL. . (8.16)
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8.2 Solucao Algébrica

Vamos agora determinar os autovalores do momento angular orbital uti-
lizando apenas as relacoes obtidas na secao anterior, em analogia com
a solucao do oscilador harmonico apresentada no capitulo 6. Tendo
em vista as relagdes de comutac@o (8.8) e (8.10), podemos encontrar
autovetores simultaneos apenas de L? e uma componente de L a qual
escolhemos ser L,. Em principio podemos encontrar os autovetores de
L? (ou L.) apenas. Ao fazermos isto, em geral, podemos obter autove-
tores de L? que nao sao autovetores de L, uma vez que os autovetores
escolhidos podem ser uma superposicao linear de autoestados de L,
associados a autovalores distintos. Uma vantagem de encontrar-se o
conjunto de autovetores comuns a L? e L, é que estes autovetores estao
completamente determinados, a menos de fases, uma vez que saibamos
a que autovalores eles estao associados.
Resolvamos o seguinte problema de autovalores:!

L®y, = B +1) Oy, , (8.17)
Lz(bgm hm (I)gm s (818)

onde explicitamos fatores de h para que ¢ e m sejam adimensionais e
escrevemos de forma conveniente os autovalores de L2, Visando simpli-
ficar as expressoes, admitiremos que as autofuncoes ®,, estao propria-
mente normalizadas, i.e. (P, |Ppn) = 1.

Para esta andlise, utilizaremos os seguintes fatos:

1. Visto que o moédulo do vetor L_®,,, é positivo ou nulo, temos que
(L_®pp|L_®p) = RP(L(L+1)—=m>+m) > 0, (8.19)
onde utilizamos que L} = L_ e a relacio (8.13).
2. Analogamente, considerando o vetor L, ®;,, temos que

(Ly®pp|Ly®Pp) = R +1)—m?>—m) > 0.  (8.20)

1Se utilizdssemos a notacao de Dirac os autovalores de L2 e L, seriam denotados
por [fm) = Dy,
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3. O operador L, aplicado a @y, é um autoestado de L, com auto-
valor i(m + 1), ou seja o operador L, é andlogo ao operador de
criacdo a' do oscilador harmonico. De fato,

onde utilizamos a equagao (8.16) para obter a primeira igualdade.

4. Analogamente, o operador L_ aplicado a &, é autovetor de L,
com autovalor i(m—1), mostrando que L_ é andlogo ao operador
de aniquilagao a do oscilador harmonico.

L.(L-®) = (L_L.—hL )®p, = hi(m—1)(L_®4), (8.22)

5. Uma vez que Ly e L? comutam os vetores L ®;,, sdo autoestados
de L? com autovalor h*¢(£ + 1), i.e.

L3 (Li®y,) = R20(0+ 1) (LiDyy,) . (8.23)

Autovalores

Obtenhamos os possiveis valores de ¢ e m a partir destes fatos. As
desigualdades (8.19) e (8.20) permitem-nos concluir que

Im| < ¢. (8.24)

Visto que a acao de L, aumenta de uma unidade o autovalor m,
vide (8.21), e que m < /£, temos que deve existir um my., tal que

L+¢€mmax = 0 ) (825)

para que o vinculo (8.24) nao seja violado. Dado que o vetor L, ®p,
tem mddulo nulo, usando (8.20) para este vetor segue que

l+1) —Mpax(Mumax + 1) =0 = Mmyax =10 (8.26)

Logo, temos que
L,®y = 0. (8.27)
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Analogamente, o fato de L_ abaixar de uma unidade o autovalor m
juntamente com —¢ < m de (8.24) conduzem a conclusao de que deve
existir um valor minimo para m (My,) tal que L_®y, . = 0. Pode-se
mostrar utilizando (8.19) que my,;, = —¢. Logo,

L ® ., =0. (8.28)

Uma vez que agoes sucessivas de L, devem eventualmente levar ao
vetor nulo para que (8.24) nao seja violada, sucessivas aplicagoes L,
a ®,_, devem produzir a um estado proporcional a ®,. Portanto, 2/
deve ser um numero inteiro: o de aplicacoes de L, que conduzem de
®,_ 4, a &y. Com isso, temos que os valores possiveis de £ sao inteiros e

semi-inteiros. . 3
L =0,=-,1,=,2 - 8.29
5 5 (8.29)
enquanto que m ¢ inteiro ou semi-inteiro conforme ¢ o seja e satisfaz
L <m<U¥.

Autovetores

Analogamente a solucao por operadores do oscilador harmonico do
capitulo 6, podemos determinar os autoestados do momento angular
partindo da equacao (8.27) ou de (8.28), substituindo a forma explicita
do operador L, ou L_ respectivamente. Este procedimento conduz a
uma equacao simples que fornece como resultado ®,, ou ®,_,. De posse
de um destes vetores, sucessivas aplicagoes de L, ou L_ permitem-nos
construir todos os autoestados com |m| < ¢ dado um valor de /.

Uma vez que assumimos que os autovetores @y, estao normalizados
e que Ly Py, é um autoestado de L, com autovalor h(m=1), as relagoes
(8.19) e (8.20) permitem-nos escrever que

1
00+ 1) — m(m £ 1)

(I)Zmil =

Ly @ . (8.30)

A seguir obteremos os autoestados do momento angular orbital re-
solvendo explicitamente as equacoes de autovalores em vez de utilizar
o método descrito acima. Todavia, recomendamos fortemente ao leitor
que obtenha alguns autoestados do momento angular orbital utilizando
o método acima.
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8.3 Solucao Explicita

A solucao explicita do problema de autovalores e autovetores do mo-
mento angular orbital é mais direta quando escolhemos coordenadas
esféricas (1,0, ¢). Neste sistema de coordenadas o operador momento
angular orbital é dado por

L = ?r/\V, (8.31)

onde
0 1 0 10
V=g T o, T %00
Os versores do sistema de coordenadas esféricas estao relacionados com
os versores cartesianos usuais (i, j, k) através de

(8.32)

e, = sinfcospi + sinfsinpj + cosf k, (8.33)
eg = cosfcospi + cosfsingj — sinf k, (8.34)
e, = —sinpi + cospj. (8.35)

Portanto, temos que

h 0 1 0
L = ; (ew % — €y m@) s (836)

0 que nos permite obter as seguintes expressoes explicitas:

2
L? = —fﬂ[ L9 + L 9 (meg)], (8.37)

sin? § Qg2 sin 6 90 00
h 0
L, = — —, 8.3
P 9o (8.38)
[0 0
_ +ip [ ; N
Ly he (89 + i cotan 08@) : (8.39)

Substituindo as expressoes acima no problema de autovetores si-
multaneos de L? e L, (8.17) e (8.18) obtemos as seguintes equagoes
diferenciais acopladas

1 02 1 9/(. 0
Sin 0 O + 090 (smH@)] Yoo = —L(l+1) Yy, (8.40)

0
—Yu, = 1mYy,, (8.41)
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onde os autoestados ®y,, sdo dados pelas fungoes Yy, (0, ¢). Para faci-
litar a andlise, usaremos o resultado da se¢ao anterior que |m| < ¢ va-
riando em passos de uma unidade. Para especificarmos completamente
o problema devemos adotar uma condicao de contorno. Neste pro-
blema é natural impor que o valor de Y;,, seja o mesmo para (6, p = 0)
e (0, = 2m), uma vez que estas duas escolhas representam o mesmo
ponto do espaco.

Yo (60,0) = Y, (0,27) (8.42)

A solugao de (8.41) pode ser facilmente obtida, sendo dada por
Yim = H(e) s ) (843)

onde H é um funcao apenas de #. Impondo a condi¢ao de contorno
(8.42) temos que m deve ser um inteiro, ou seja, a condi¢ao de contorno
nao é compativel com valores semi-inteiros para m. Com isso, temos
que m e ¢ podem apenas ser inteiros no caso do momento angular
orbital. Para maiores informacoes, veja a proxima secao.

Para determinarmos H () substituimos (8.43) em (8.40), resultando
em

2

1 d (. dH m
T, (sm@—) — mH+€(€+ 1)H=0. (8.44)

E conveniente neste ponto fazer a substituicao de variaveis & = cos#,
que nos permite escrever

2
d dH] — o H+u+1)H=0. (8.45)

(1 — )=
9% - e
Esta é a equagao diferencial de Legendre cujas solugoes bem compor-

tadas (nao divergentes) no intervalo |{| < 1 s@o as fungoes associadas
de Legendre P;™(&).

(=)™ +m)!
20010 — m)!

m défm
2

F1-8) (646)

P (&) = (1-¢%)"

Portanto, a solucao do problema de autovetores é dada por

Yim(0,0) = Cup €™ P*(cos?) , (8.47)
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onde a constante CY,, deve ser escolhida para que o estado esteja pro-
priamente normalizado. Tendo em vista que os estados que estamos
tratando dependem apenas de 6 e ¢, é natural definir o produto escalar
através de

(vjo) = | " g [Cdo sino w0 0)00.0),  (8.43)

onde a integral é feita apenas sobre a parte angular do elemento de
volume em coordenadas esféricas. Requerendo que

<}/€m|}/€’m’> = 5@’ 5mm’ (849)

as constantes Cj,, ficam determinadas a mesmos de uma fase, sendo
que na convenc¢ao que adotamos os harmonicos esféricos Yy, sao dados
por

Yo (0, 0) = (—UmJ %4;1 Ei;nml;:

e"™? P (cos0) . (8.50)
Os harmonicos esféricos com ¢ mais baixos sao

Yoo = 1| —, (8.51)

/3
Yio = in cosf (8.52)
Yie, = F 3 ke ging (8.53)
1+1 {7 9 .

5 2
Yo = Ton (3COS 0 — 1) , (8.54)
15 4 .
Yor1 = F/— e cosf sinf , (8.55)
T
15 ,
Yoro = (/== eT*¥sin?6 . (8.56)
321

8.4 Discussao

A solucao formal do problema de autovetores de L? e L., obtida pelo
método de operadores, permite que ¢ e m assumam valores semi-inteiros.
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Por outro lado, a solucao explicita através da resolucao de equacoes
diferenciais conduz apenas a valores inteiros de ¢ e m. Ha alguma con-
tradicao nestes dois fatos? A resposta é simplesmente nao. A solucao
explicita levou apenas a valores inteiros de m devido a condicao de
contorno (8.42) que aplicamos. No caso da solu¢ao pelo método de
operadores, a qual é compativel com valores inteiros e semi-inteiros,
usamos apenas as propriedades do operador momento angular orbital.
Caso tivéssemos calculado as autofungoes @y que sao solugoes de (8.27)
veriamos que estas satisfazem as condi¢oes de contorno apenas se ¢ for
inteiro. Logo, nao existe conflito entre os dois métodos.

Apesar dos valores semi-inteiros de £ nao ocorrerem para o momento
angular orbital, aprendemos da solugao formal que operadores que sa-
tisfazem as relagoes de comutacao (8.5) a (8.7) podem, em principio,
exibir valores de ¢ semi-inteiro. Obviamente, isto vai depender da forma
explicita do operador, assim como ocorreu no caso do momento angu-
lar orbital. Veremos mais adiante que as particulas podem apresentar
um momento angular intrinseco (spin) associado a valores semi-inteiros
de ¢. Visto que esta nova contribuicao para o momento angular total
nao tem andalogo cldssico, utilizaremos as relagoes de comutagao (8.5)
a (8.7) como guia na definigdo dos operadores hermitianos associados
a este novo grau de liberdade.



