Capitulo 5

Mecanica Quantica e a Algebra
Linear

Neste capitulo faremos uma recordacao de alguns fatos basicos de Algebra
Linear, sem preocuparmos com o rigor matematico. Também formula-
remos os postulados da Mecanica Quantica de uma forma mais geral
utilizando como base a Algebra Linear.

5.1 Espacos vetoriais

Consideremos um conjunto V' e um corpo K, que pode ser R (ntimeros
reais) ou C (nimeros complexos). V' é um espago vetorial sobre K se
existirem duas operacoes

+ .V x V=V
T y—T+y

x*x: K x V—V

« r — al

as quais satisfazem as seguintes propriedades, onde x e y pertencem a
VeaefalkKk,

l.z+y=y+z;
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2. x4+ (y+z2)=@+y)+2;

3. Existe um vetor nulo (0) tal que z +0 =z ;

4. Para qualquer x em V| existe (—x) tal que x 4+ (—x) =0 ;
5. a(Bz) = (af)e ;

6. lzx =z ;

7. (a+ B)r = ax + Pz ;

8. alr+y)=azr+ay .

Exemplos':

1. Seja V o conjunto das n-uplas (1, ..., z,) de nimeros complexos.
Definindo-se a soma de duas n-uplas e a sua multiplicacao por
um complexo através de

("'L‘17"'7"L‘n)+(y17"'7yn) = (x+y17"'7x+yn)7 (5'1)
a(xy,...xy) = (axq,..,ax,) ,

é facil verificar que V' é um espaco vetorial sobre os complexos.
Este espaco vetorial é chamado de C".

2. Consideremos o conjunto V' de todas as fungoes continuas de
quadrado integravel, i.e. as que satisfazem [ d"z|V¥(z)* < oco.
Definindo as operagoes de soma e multiplicacdo por um nimero
complexo através de

(U + Uy)(x) =Vy(x) + Uy(z) e (a¥)(x)=aV(z) (5.3)

podemos verificar que V' é um espaco vetorial sobre C. Lembre-se
que o palco da acao em Mecanica Quantica é um espaco vetorial
ja que o principio da superposicao implica que os estados de um
sistema formam um espacgo vetorial.

'Mostre que estes exemplos sdo de espacos vetoriais.
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5.2 Operadores lineares

Consideremos dois espacos vetoriais V' e W sobre o corpo K. Uma
funcao

T: V — W
x — T(z)
¢ dita linear se
LTx+y) =T +T(y) ,
2. T(ax) =aT(z) .

Quando V coincide com W chamamos esta funcao linear de operador
linear.

Exemplos:

1. Mostre que se V.= W = C", entao, o operador definido através
de

T((x1, .y 20)) = (Y1, vy Yn) (5.4)

com

n
vi= > Ty (5.5)
j=1
¢ linear se os T;; forem ntimeros complexos.

2. Para o caso de V e W serem o espaco das fungoes de quadrado
. ‘ d T ~ ~
integravel, temos que os operadores 7~ e multiplicagao por x sao

lineares.

5.2.1 Representacao Matricial

Uma propriedade til dos operadores lineares é que podemos repre-
senta-los através de uma matriz de dimensao igual a dimensao do espago
vetorial. Consideremos o operador linear O que atua no espaco vetorial
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V e seja {e;} uma base deste espaco. Tendo em vista que Oe; é um
vetor de V' podemos escrevé-lo na base {e;} como

062‘ = Z Ojiej s (56)
J

onde os coeficientes da expansao definem uma matriz O;;. A acao de
O sobre qualquer vetor x = ) . x;e; de V é entao dada por

Oz = Oinei = ZaziOei = sz Z Ojie; = Z (Z sz‘ﬂfi) €5
i i j i

J
(5.7)
ou seja, a componente 7 do vetor Ox é dada por

Note que dada uma base de V' podemos representar os vetores de V'
por matrizes colunas (1,2, ...) enquanto que os operadores lineares
sao dados por matrizes O;;. Mais ainda, a operacao dos operadores O
sobre os vetores x é dada por (5.8) que é exatamente a multiplicagao
matricial de Oj; por ;. No caso em que a dimensao de V' ¢ finita temos
que este espaco vetorial é equivalente a C". E importante notar que as
componentes x; dos vetores, bem como as matrizes O;; dependem da
base escolhida para V.

5.3 Produto escalar

Seja V' um espago vetorial sobre o corpo dos niimeros complexos. Um
produto escalar (ou interno) é uma fungao

(] )Y: Vx V-—oC
x y — (zly)

satisfazendo

L (zly) = (y|x)".
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2. Para quaisquer z, y; e y2 em V e dois nimeros complexos ar-
bitrarios « e 3 tem-se

(zlays + By2) = alz|yr) + B{x|y2)

3. (z|x) > 0, sendo a igualdade valida se e somente se x = 0.

Note que as propriedades acima implicam que

(ay1 + Bya|x) = o™ (y1|7) + B (y2lz) |

i.e. o produto escalar é anti-linear na sua primeira entrada enquanto é
linear na segunda.

Exemplos:

1. Para V = C" podemos definir o produto escalar de x por y através
de

(@ly) = (@1, o0 20) | (Y1, -y Yn)) = ny . (59

Deixamos para o leitor mostrar que a definicao acima satisfaz
todas as propriedades requeridas para um produtor escalar.

2. Para o espago vetorial das funcgoes continuas de quadrado in-
tegravel é natural introduzirmos o produto escalar através de

(0| y) = / & U (2)Ws () | (5.10)

o qual é uma generalizacao natural do exemplo 1 acima para o
caso do indice ¢ tornar-se continuo. Note que este este tipo de
integral apareceu com muita freqiiéncia nos capitulos anteriores.
Mais ainda, dizemos que dois vetores x e y sao ortogonais se
(x|y) = 0, 0 que coincide com a definigao adotada anteriormente.
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5.4 Operador hermitiano conjugado

Dado um operador linear A podemos associar a este um outro operador
AT, chamado conjugado hermitiano (ou adjunto) de A, o qual satisfaz
a seguinte igualdade para quaisquer vetores x e y:

(el Ay) = (ATely) . (5.11)

Se desejassemos ser mais cuidadosos deveriamos provar a existéncia
de A" bem como estudar o seu dominio. Isto é facilmente feito para
espacos de dimensao finita ou para operadores A limitados, todavia é
necessario um cuidado maior no caso de operadores nao limitados.

Exemplos:
1. Para V = C" e para A definido através de

A((x1, ooy T0)) = (Y1, ooy Yn) cOm  y; = ZAij%‘ (5.12)
j=1
temos que o operador hermitiano conjugado de A é dado por

AT((z1, .., 20)) = (Y1, Yyn) com  y; = ZAijxj , (5.13)
j=1

onde A;-ij ¢ a matriz transposta e complexa conjugada de A,;.
Isto pode ser visto a partir de

(@lAy) = D > Ayy
=1 j=1
= ) T Ayy,

i,j=1
n
i,j=1

*

Yj

n

j=1 Li=1

<ATx|y> )

n
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2. No espago das funcoes de quadrado integravel temos que o adjunto
d ¢« dt _  d o
de 4~ ¢ dado por =" = —= dependendo da escolha de condigoes
de contorno. De fato

<\1/1 im2> - /mdx \If’{(x)%(x)

dx .

= [T e { L wiene) - S en)

o dx

_ /_ " i [_d‘pl} ()W)

» dx

d
= -0y | P
< dx 1 2> )

onde utilizamos que o primeiro termo da segunda igualdade anula-
se uma vez que fungoes de quadrado integravel devem anular-se

em =+00.

Propriedades uteis

As propriedades a seguir sao muito tteis para a obtencao do her-
mitiano conjugado de operadores que sao funcoes de p e x, os quais
satisfazem pf = p e o = 2.

1. (AT = A. Mostre este fato.

2. (aA)T = a* AT, onde a é um nimero complexo. De fato:

(zlady) = a(z|Ay) = a(Alzly) = (a*Alzly) .
3. (A+ B)f = At + B'. De fato
(@|(A + B)y) = (a|Ay)+{z| By) = (A'aly)+(B'zly) = (A" + BNzly) .
4. (AB)' = BTA'. De fato

(z|ABy) = (A'z|By) = (BT Afz|y) .
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Exemplos:
1. Podemos verificar facilmente que p = ?% satisfaz p = p':
v (hd\' md' nd
1 dx 1 dx 1 dx

2. Calculemos o adjunto do operador associado a componente z do
momento angular orbital L, = xp, — yp,:

Ll = (ap, — ypo)" = pla’ — ply’ = pyz — poy = L.

pois T e py (y e p;) comutam. Note que tudo que necessitamos
para obter o hermitiano conjugado de L, foi a propriedade 4 acima
e saber que x =x' e p = p'.

5.5 Operadores hermitianos

Um operador linear A é dito hermitiano ou auto-adjunto se A = AT,
1.€.

para quaisquer ¥y e W,. Para o espaco das funcoes continuas quadrati-
camente integraveis isto significa que

/ " U (2) ATy () — / 0"z (AD,) (2)Ts(2) ; (5.15)

note que isto esta de acordo com a definicao dada anteriormente. Mais
ainda, também sabemos que neste espago vetorial os seguintes opera-
dores sdo hermitianos: multiplicacdo por x, p (= 2V) e V2.

i

5.5.1 Propriedades

Os operadores hermitianos desempenham um papel central em Me-
canica Quantica, por esse motivo é interessante estuda-los mais de-
talhadamente. Dentre as propriedades dos operadores hermitianos é
conveniente ressaltar as seguintes:
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Qualquer que seja o vetor x temos que (z|Ax) é real. De fato:

(z|Az) = (Alz|z) = (Az|z) = (z|Az)”

Todos os autovalores de operadores hermitianos siao reais.? Es-
crevendo
Av,, = anv,,

onde a,, é o autovalor associado ao autovetor v, , é facil ver que
a, € real:
(Va, | Ava,,) = (Va, |anVa,) = an(Va,|Va,)

onde utilizamos que v,,, é autovetor de A e que o produto escalar é
linear no segundo argumento. Uma vez que (v, |Av,, ) € (Va, |Va,)
sao reais, temos que a, também o é pela igualdade acima.

Autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.
Para ver isto calculemos (v,, |Av,,)

(Vg |ana, ) = an(Vq, |Va, ) OU
) A'U _ k n k n
(v | A0 ) { (At [V0,) = (@100 |V, ) = 15ty [0

Logo, igualando os ultimos termos das duas linhas acima vem que

(ar — an){vay|va,) =0,
0 que nos permite concluir que se a; # a,, temos que (vg, [v4,) = 0.

Consideremos o conjunto de todos os autovetores {v,, } do ope-
rador hermitiano A. Assumiremos sem demonstracao que este
conjunto forma uma base do espaco vetorial em questdao.® Sendo
assim qualquer vetor no espago vetorial pode ser escrito como
uma superposicao linear x dos autovetores de A

x = annvan , (5.16)

n

onde os ¢,, sao constantes complexas.

2Lembre-se do resultado do cdlculo do espectro e das autofuncoes do operador
momento, particula na caixa e oscilador harmonico.

3Isto pode ser provado em geral para espacos vetoriais de dimensao finita, todavia
este nao é um fato trivial para espagos de dimensao infinita. Em Mecanica Quéantica
assumimos que este teorema seja verdadeiro em todos os casos.
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Para autovalores distintos sabemos que os autovetores correspon-
dentes sao ortogonais. Entretanto, para os casos em que existe de-
generescéncia, .e. quando ha varios autovetores associados ao mesmo
autovalor, a priori nao é garantido que autovetores diferentes sejam
ortogonais entre si. Todavia, neste caso podemos escolher estes autove-
tores de modo que eles sejam ortogonais entre si. Isto é possivel ja que
uma combinagao linear deste autovetores também é um autovetor:

Avt = av’ para i=1,.,m (5.17)

a

entao

m m m m
ii| _ i pi i i
A E o —E cAva—E cava—ag v . (5.18)
i=1 i=1 i=1 i=1

Este fato possibilita-nos usar os processos de ortogonalizacao conheci-
dos, com a vantagens de que os novos vetores ainda sao autovetores de
A com autovalor a. Logo, podemos escolher uma base de autovetores
{va} que seja ortogonal.

5.5.2 Normalizacao dos autovetores dos operadores
hermitianos

Como acabamos de ver operadores hermitianos dao origem natural-
mente a uma base ortogonal do espago vetorial. E interessante agora
normalizarmos esta base de modo que ela seja ortonormal, ja que isto
nos conduz a uma maior facilidade nos calculos. A normalizacao que
utilizaremos ¢ a seguinte:

Para autovalores do discreto, i.e. para autovalores a, que sao
isolados adotamos a seguinte normalizagao

(Van|va,) =1 . (5.19)

Para autovalores do continuo, i.e. para autovalores ags que pos-
suem outros arbitrariamente préximos de si, adotamos que

<va§\vag/> =0(ag —ag) . (5.20)
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Lembre-se que o espectro do operador momento linear, o qual ja ana-
lisamos no capitulo anterior, é continuo e que demonstramos para este
caso que a escolha desta normalizacdo ou o limite de volume infinito
deste sistema em uma caixa sao equivalentes.

Esta escolha de normalizacao, juntamente com a ortogonalidade de
autovetores distintos, conduz-nos as seguintes relacgoes:

<Uan |vak> = 5n,k ) (521)
<va§|va£,> = O(ag —ag) , (5.22)
(Vay|Vag) = 0, (5.23)

onde na primeira linha temos um delta de Kronecker, enquanto na
segunda aparece um delta de Dirac. A razao para esta escolha é a
simplicidade exibida nas relagoes abaixo.

5.5.3 Expansdo em termos dos {V,}

Adotando-se a base gerada pelos autovetores de um operador hermi-
tiano A e as normalizagoes (5.21) e (5.22), a expansdao de um vetor
arbitrario ¥ pode ser escrita como

U = annvan + /dag CagVag (5.24)

onde os coeficientes c,, e Cag SA0O dados por

Ca, = (V4,]|V), (5.25)

n

Cae = (a|V) . (5.26)

Para verificarmos a validade das relagdes (5.26) calculemos <va£/ |\If>,
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deixando para o leitor a verificagdo da relagao (5.25).

<va£, Z Cap,Va, + /dagcaéva§>
- Z Ca, <v%/ |van> + /dagcag <v%/ |va£>
= /dagcaEcS(ag — ag)

CGEI )

(oo

v)

onde para passar da segunda para a terceira linha utilizamos as relagoes
(5.22)—(5.23).

E importante ressaltar neste ponto que a normalizacao (5.21)—(5.22)
permite-nos trabalhar com a base {v,} do mesmo modo que trabalha-
mos com os versores i, j e k no espaco R?: para obtermos, por exemplo,
a componente x de um vetor fazemos o produto escalar de i com o vetor.
Note que é exatamente isto o que ocorre nas expressoes (5.24)—(5.26)!
Mais ainda, a expansao (5.24) nada mais é do que uma generalizacao
da relacao

x=1(0-x)+j({-x) +kk-x) .

5.5.4 Cailculo de produtos escalares

A expansao de vetores na base gerada pelos autovetores de um operador
herminitano pode ser facilmente aplicada para o calculo de produtos es-
calares (®|¥), resultando uma expressao simples para esta quantidade.
Escrevendo

O = by, Va, + / dag ba,Va, (5.27)
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(O|T) = <Zbakvak+/da§/ bag/v%, \I!>
k
Zb (Vg | ) /dagl b:g/ <va§,|llf>
Zbakcak /dagl bzgcaé, , (5.28)

onde utilizamos as relagdes (5.24), (5.25) e (5.26). Logo, temos que
a expressao para (®|V) em termos das componentes destes vetores é
andloga a do produto escalar entre dois vetores de C". Mais ainda no
caso particular (W|W) esta expressao reduz-se a soma do moédulo ao
quadrado das componentes ¥

(1) = D lew*+ [ daclen, (5:29)

temos que

em analogia com o modulo ao quadrado de um vetor em trés dimensoes.

5.5.5 Expressdo para (W|AW)

E 1til também expressar (V| A¥) em termos das componentes ¢, de V.
Uma vez que a manipulagao é completamente andloga as precedentes
vamos apenas dar o resultado, sugerindo ao leitor sua demonstracao.

(U|AT) = Zan|can| +/da5 ag|ca,|? (5.30)

5.6 Operadores unitarios
Um operador U ¢ dito unitéario caso satisfaca
UUT=U'U =1 (operador identidade)

i.e.

Ut=u-!
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Como veremos em detalhes mais tarde, operadores unitarios estao
associados a transformacoes de simetria, bem como com a evolucao
temporal de um sistema.

Propriedades dos operadores unitarios

1. Qualquer que sejam os estados ¥ e ¢ temos que

(UT|U) = (|UTU¢) = (¥]9) .

2. Se {v,} é um conjunto de vetores ortonormais, entao {Uv, } também
o é. De fato, da propriedade acima segue que

(Uvg|Uuvp) = (va|vp) = 0ap -

5.7 Notacao de Dirac

Na notacao de Dirac um estado W de um sistema, i.e. o vetor que o
representa ¢ denotado por

D) | (5.31)

o qual recebe o nome de “ket”. Se este estado for autovetor de um
ou mais operadores hermitianos é usual substituir o simbolo ¥ pelos
correspondentes autovalores. Por exemplo, sabemos que os autovalores
de um oscilador harmoénico simples sao dados por fuw(n + 1/2), e nesta
notacao os autovetores correspondentes sao especificados através do
numero quantico n, sendo representados por

In) . (5.32)

A representagao do produto escalar entre dois estados |¥) e |®) fica
inalterada, sendo dada por

(V]|®) . (5.33)

Contudo, modificamos a maneira de representar valores esperados e
elementos de matriz de operadores. Dado um operador A e os estados

) e |®)
(U] A|®) E{ e q)lv‘elha : (5.34)
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onde o subscrito “velha”indica que estamos utilizando a notacao ado-
tada anteriormente. Em outras palavras, a acao de um operador den-
tro de um elemento de matriz ou em um valor esperado da-se pela sua
atuacao no vetor a sua direita ou pela agao de seu hermitiano conjugado
no vetor a sua esquerda. Note que no caso de operadores hermitianos
ele pode atuar igualmente no estado a sua direita ou a sua esquerda.

Podemos tornar a notagao muito mais flexivel definindo uma funcgao
linear (¥|, chamada “bra”, que permite darmos uma interpretacao di-
ferente as expressoes (5.33) ou (5.34). Dado um vetor |¥) que pertence
ao espago vetorial V', associamos a ele a fungao linear (V| tal que

vV = (5.35)
Dy eV — (U|D) | (5.36)

ou seja, a sua agao sobre qualquer vetor |¥) € V' é dada pelo produto
escalar de |¥) por este vetor. O conjunto de todas as fungoes lineares
de V' — C define um espaco vetorial, chamado de espaco dual de V.
Com esta definigdo podemos interpretar o elemento de matriz (V]| A|P)
como sendo dado pela agdo do operador A no vetor |®) seguida pela
aplicacao da fungao (¥| ao resultado obtido, o que nos fornece como
resultado um nimero complexo.
H4 duas propriedades interessantes dos bras:

1. Se o estado |¥) for uma combinacao linear |¥) = ¢;| V) +¢1|Vy),
onde c¢;(2) sao constantes complexas, entao

ja que o produto escalar é anti-linear no primeiro argumento.

2. O bra associado ao vetor |U) = A|®), onde A é um operador, é
dado por
(U] = (D|AT. (5.38)
Para mostrarmos isto, basta escrever a acao desta funcao utili-
zando a notacao que adotamos anteriormente e entao passar o
resultado para a notacao de Dirac. De fato, o produto escalar de
|¥) com qualquer vetor | X) é dado por

(U] X) = (AD|X) = (D|ATX) — (B|AT|X) . (5.39)

O resultado segue do fato do vetor | X) ser arbitrario.
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5.7.1 Operadores de projecao

Visando simplificar a notagao, consideremos um espaco vetorial V' de
dimensao finita e uma base ortonormal {|i)}. Na notagdo de Dirac o
operador que projeta um vetor |¥) na direcao |k) é dado por?

Py = [k} (k] (5.40)
uma vez que
P = k) (k])

¢ a projegao de |¥) na diregao |k).
Na notacao de Dirac a expansdo de um vetor arbitrario |¥) na base
{|#)}, expressao (5.25), é dada por

) = Sl = Y en) = YR . (54D

Podemos inferir da expressao acima que

Z P = Z |i)(i| =1 (operador identidade) . (5.42)

Este resultado ¢ intuitivo ja que se projetarmos em todas as direcoes e
somarmos os resultados devemos recuperar o vetor inicial.

5.7.2 Elementos de matriz de operadores

Consideremos um espaco vetorial de dimensao finita e uma base ortonor-
mal {|7)}. Na notacdo de Dirac temos que os elementos de matriz de
um operador O sao dados por, vide (5.6),

Oliy =>_ 0jili) (5.43)
J
onde

Oji = (J10l7) (5.44)

ja que a base é ortonormal. Portanto, a obtencao dos elementos de
matriz é bastante direta no caso da base ser ortonormal.

4Verifique que Py, leva vetores em vetores.
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Podemos reobter (5.8) utilizando uma base ortonormal e a notagao
de Dirac:

O|¥) =101V = (Z |i><i|> 0 (Z |j><j|> [¥) = 1d) (ilO1) (j]¥)
i j ij
(5.45)
logo os coeficientes da expansao do vetor O|¥) na base adotada sao
dados por

> _(ilolj) (j1v) (5.46)

J

reproduzindo (5.8) uma vez que (j|¥) sdo os coeficientes da expansao
de |U) e os elementos de matriz de O sao dados por (5.44).

5.8 Postulados da Mecanica Quantica

Vamos agora expressar os postulados da Mecanica Quantica utilizando
a linguagem da Algebra Linear. Isto nao sé permite entender melhor
os postulados apresentados nos capitulos anteriores, mas também serve
para generalizar os conceitos introduzidos.

5.8.1 Postulado |

O estado do sistema do sistema é completamente especificado
por um elemento de um espago vetorial |¥) que possui um
produto escalar, i.e. um estado é um vetor.

No enunciado anterior, utilizando a representagao das coordenadas,
os vetores eram dados pelas fun¢oes de onda de quadrado integravel
U(x,t). Alternativamente, poderfamos também descrever este espaco
vetorial utilizando a representacao dos momentos, na qual os estados
sao dados pelas fungoes de onda ®(p).

O fato do conjunto dos estados de um sistema formar um espaco
vetorial é uma conseqiiéncia do principio da superposicao 1i.e. do fato
de que se |¥y) e |U,) sdo estados, entdo W) + [5|Ws), onde o e 3 sdo
constantes complexas, também o é.
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Observacgao: Existem sistemas na natureza que nao possuem analogos
classicos. Nestes casos devemos escolher também qual é o espaco veto-
rial no qual os nossos modelos estao definidos.

5.8.2 Postulado Il

As varidveis dinadmicas (A) sao representadas por operadores li-
neares e hermitianos (Aop), sendo que médias da variavel dinamica
A sao dadas por

(A) = (] Ay W) (5.47)

onde o estado |¥) deve ser normalizado segundo (¥|¥) =1. °
O fato de A,, ser hermitiano garante, como foi demonstrado, que as
médias sao nimeros reais.

Na representacao das coordenadas, por exemplo, temos que

(A) = /d3x U*(x,t) Aoy U(x,1) . (5.48)

Note que faz parte da definicao do modelo a escolha dos operadores
que representam os observaveis fisicos. Caso a variavel dinamica A pos-
sua uma expressao classica Ay (x, p), somos naturalmente conduzidos a
escolher, a menos de ambigiiidades de ordenamento, A,, = A,(x, ?VX).

Para interpretarmos o significado dos autovalores a,, de um operador
hermitiano A,,, bem como os coeficientes da expansao (5.24) devemos
calcular a funcao caracteristica da distribuicao de probabilidades do
observavel A. Deixamos como um exercicio para o leitor mostrar que

() = Z |Ca,, [7€™ + /dag‘cang|2“3ma5 (5.49)

0 que nos permite concluir que

a. Medidas precisas (ideais) da varidvel dinamica A podem fornecer
como resultado apenas os autovalores a do operador A,, (A,la) =
ala)). Novamente, o fato de A,, ser hermitiano garante que seus auto-
valores sao reais.

®Poderfamos evitar esta restrigdo postulando que (A) = (V| A,,|¥) /(U |D).
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b. A probabilidade de uma medida ideal fornecer como resultado
a,, (do espectro discreto) é dada por |c,, |, onde c,, é o coeficiente da
expansao da estado |¥) na base dos autovetores de A,,, normalizada
segundo (5.21)-(5.22), i.e.

Can = <Uan|\1[>

c. Analogamente, |cq, |2 é a densidade de probabilidade de uma me-
dida fornecer como resultado a¢, que ¢ um autovalor do continuo. Como
um exemplo dos |Cas|2 representando uma densidade de probabilidade,
é bom lembrar que mostramos anteriormente que ¢(p) definida através

de
eip-x/h

V(x,t) = /d3p ¢(P)W

pode ser interpretada como uma densidade de probabilidade no espago

~ . px/h
dos momentos. Note que na expressao acima = 5 € exatamente uma

7
(2mh)3/
autofuncao devidamente normalizada do operador momento.

5.8.3 Postulado Il

A evolucgao temporal do estado do sistema é dada pela equagao
de Schrodinger

., 0
ih| @) = Hopl¥) | (5.50)

onde H,, é o operador hamiltoniana do sistema.

Nunca é demais lembrar que a equacao de Schrodinger é deter-
ministica, 7.e. o estado em qualquer instante estd completamente de-
terminado a partir do estado inicial. Mais ainda, a forma da equacao
de Schrodinger garante a conservacao de probabilidade, i.e. de (V|¥)

%<‘I’|‘I’> = <%—\f\\ll> + <\If|88—\f>

1 1
= ——(V|H|V)+ —(V|H|¥)=0
(W HIW) + — (B[H|¥) =0 |
onde utilizamos que
0 1
W] = (|

th
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e que a hamiltoniana é um operador hermitiano.

Conforme vimos anteriormente, podemos escrever uma expressao
formal para a solucao de (5.50) utilizando a base formada pelos autove-
tores |E,) de H. Dada a condigao inicial |U(t = 0)) para o estado do
sistema, podemos expandi-la segundo

[Tt =0)) =l En) (5.51)

n

com ¢, = (E,|¥(t =0)) quando adotamos a normalizagao (5.21) para
os autovetores de H. A solucao da equacao de Schrodinger dependente
do tempo é, entao, dada por

W) =Y cu e B, (5.52)

n

Esta de fato é uma solugao de (5.50) ja que ela é a superposicao linear

~ _iEN . C e
de solugoes da forma e “» ' |E,) bem como satisfaz a condigao inicial.

5.8.4 Postulado IV

O tunico ponto que ainda nao tratamos anteriormente é o efeito de
medidas sobre um sistema. E “natural” postularmos que

Imediatamente apds uma medida ter fornecido como resul-
tado a o estado do sistema passa a ser o autovetor correspon-
dente |a).

Por exemplo, consideremos um oscilador harmonico unidimensional
que no instante t = 0 se encontra no estado

1
V2

onde |n) é o autovetor correspondendo ao autovalor E,, = hw(n + 1/2)
da hamiltoniana do sistema. Se realizarmos uma medida da energia no
instante t = 0 a probabilidade do resultado ser Ey, ou F; é % Supon-
hamos agora que esta medida teve como resultado Ey. Segundo este
postulado o estado do sistema passa a ser |0) em lugar de (5.53) e
conseqiientemente qualquer medida da energia em instantes de tempo

t > 0 fornecera sempre no resultado Fj.

W= (0)+ 1)) . (5.53)
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5.9 Precisao de medidas

Como uma aplicacao do formalismo acima desenvolvido vamos deduzir
as relacoes de incerteza. Suponhamos que desejamos medir simultane-
amente dois observaveis, os quais estao associados aos operadores A e
B tais que

[A, Bl =iC' . (5.54)

O operador C' acima definido é hermitiano; mostre este fato. As variancias
(“quadrado dos erros”) nas medidas de A e B s@o respectivamente
dadas por

(AA) = (U[(A—(4))|D), (5.55)
(AB)* = (¥|(B—(B))"|¥), (5.56)
onde |¥) é o estado do sistema e (A) ((B)) é o valor médio de A (B

neste estado. Para obtermos as relacoes de incerteza partimos do fato
que o modulo ao quadrado de

@) = [A = (A) +1A(B — (B))]|¥)
¢ maior ou igual a zero, i.e.

(W[[A = (A) —iA(B = (B))][A = (A) +iA(B = (B))]|¥) 2 0 .
(5.57)
Note que a desigualdade vale para qualquer valor da constante real \.
Esta expressao pode ser transformada em

(U] (A= (A4)* W) + AHT| (B~ (B))*|¥) = M(¥IC|T) 2 0, (5.58)

onde usamos que A e B sao hermitianos e que seu comutador é iC'. A
igualdade vale para qualquer A e em particular para o valor de A que
torna esta expressao minima, o qual é dado por

o way
20[ (B = (B))°|¥)

(5.59)

Substituindo-se (5.59) em (5.58), e usando a definigao das variancias
de A e B obtemos que

(AA)? (AB)? > (%@140\\1/)) | (5.60)
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No caso particular de A =p e B = x, temos que

Ap Ax > (5.61)

N | S

A partir da relagao (5.57) e das propriedades do produto escalar,
podemos ver que a igualdade ¢ alcancada para os estados tais que

[A—(A) +i\N(B—(B))]|V)=0, (5.62)

qualquer que seja A. Por exemplo, para A = z e B = p resolvendo a
Eq. (5.62) obtemos que

B) = U(x) = [2n(A2)?] exp —(Z(_Af)? +i<z;b>x . (5.63)

onde eliminamos A em favor de Ax.

A relagao de incerteza (5.60) implica que é possivel medir ao menos
A ou B com precisao absoluta se o comutador destes operadores for
nulo. Mas serd que podemos medir estes dois observaveis simultane-
amente com precisao absoluta quando C' = 07 E se isto for possivel
para qual classe de estados isto ocorre? Para responder estas questoes
devemos inicialmente lembrar que uma medida de um observavel tem
incerteza nula se e somente o estado for um autovetor deste observavel.
Logo, estas questoes sao equivalentes a procurarmos um conjunto de
autovetores simultaneos de A e B.

Teorema
Podemos medir com precisao absoluta simultaneamente dois observaveis

A e B se e somente se [A, B] = 0.

De fato, se a e B sao medidos simultaneamente com precisao abso-
luta entao os autovetores de A sdo também autovetores de B e vice—
versa.

A(bab = a(bab (564)
ngab = bgbab (565)
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Logo, temos que
[Aa B]¢ab = (AB - BA)¢ab - (ab - ba)¢ab =0. (566)

Como {¢pg} forma uma base temos que [A, B] = 0. Mostremos agora
que a relacao inversa também é verdadeira. Para tanto consideremos
os autovetores de B

B =bp) com j=1,...,N (5.67)

os quais podem ter um degenerescéncia N. Para os autovetores nao
degenerados de B temos que

B(A¢))) = A(Bg)") = b(Ag) | (5.68)

onde utilizamos que A e B comutam. Como o autovetor Qﬁl(,l) ¢ nao
degenerado temos que

Agy!) = agy” (5.69)

onde a constante de proporcionalidade nada mais é do que o autovalor
de a associado a este estado. Portanto, s6 nos resta mostrar que pode-
mos sempre escolher os autovetores degenerados tais que estes também
sejam autovetores de A. Para tanto basta notar que o operador A re-
strito ao sub-espaco gerado pelos {qbl(f )} ¢ hermitiano e portanto exibe
uma base de autovetores deste espaco.

Adly = ag; (5.70)

Uma vez que {qbl()j )} gera este sub-espago temos que

N

o= digy. (5.71)

J=1

Como ¢5 ¢ uma superposigao de autovetores de B com o mesmo auto-
valor b, entao ¢f também ¢é um autovetor de B. Logo, os estados ¢f
sao autovetores de A e B completando a prova.
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5.10 Sistema de dois niveis

[lustraremos agora o formalismo da Mecanica Quantica considerando
sistemas cujo espaco vetorial é de dimensao dois, os quais sao os mais
simples possiveis e nao triviais. Isto permitird que foquemos nossa
atencao nas bases da Mecanica Quantica sem termos que tratar de
assuntos técnicos. Apesar de toda a simplicidade dos sitemas de dois
niveis existem muitos fenomenos na natureza que sao bem descritos por
estes. Por exemplo,

e Polarizacao dos fotons: a radiacao eletromagnética possui dois
graus de liberdade independentes no tratamento cléssico do eletro-
magnetismo. No tratamento quantico, o féton, que é uma particu-
la, apresenta dois estados de polarizagao dadas sua freqiiéncia e
sua direcao de propagacao.

e Spin do elétron: o momento angular intrinseco (ou spin) do elétron
também é descrito por um sistema com dois estados indepen-
dentes. Trataremos este caso em detalhe mais adiante no capitulo
11.

e Molécula de amonia: muitas vezes simplificamos o estudo de sis-
temas complexos considerando apenas a parte do seu espaco de
Hilbert que da a contribuicao mais importante para o fendmeno
que desejamos analisar. FEm geral, os niveis de energia da molécula
de amonia N Hz sao bastante complexos. H&, contudo, situagoes
em que € suficiente considerar apenas o estado fundamental e o
primeiro estado excitado ja que a diferenca de energia entre estes
estados (=~ 0.1 eV) é muito menor que a diferenga de energia entre
o estado fundamental e os demais estados excitados.

e QOscilacoes de neutrinos: em Fisica de Particula a oscilagao de
neutrinos pode ser descrita utilizando-se um sistema de dois niveis.

5.10.1 Estados e operadores

Consideremos um sistema descrito por um espaco vetorial de dimensao
dois. Dada uma base ortonormal {|11) , |¢»)}, a representacao matri-
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cial desta base é

we(y) o we(]) .

(il (1 0) (wle(01)

enquanto um estado qualquer |¥) pode ser escrito como

W) = i) + Bli) @(g) (5.73)

(U] =a* (] + 8| & (a* §°)

onde « e [ sdo numeros complexos. Impondo que |¥) esteja normali-
zado, i.e. (¥|U) = |al?+ |B|> = 1, temos que |a|* (|3|?) é a probabili-
dade de |¥) ser encontrado no estado [ty(z)).

Operadores lineares neste espago sao representados por matrizes
complexas 2 X 2, logo, a forma geral de um operador linear O é

O:(aﬁ) (5.74)

v 0

onde «, (3, 7 e § sao numeros complexos. No caso do operador ser her-
mitiano, a matriz que o representa deve igual a sua transposta complexa
conjugada, implicando que a e § devem ser reais bem como vy = (.

E conveniente definir trés matrizes hermitianas 0;, chamadas ma-
trizes de Pauli, as quais sao dadas por

01 0 —2 1 0

1=\ 10 270G 0 BT 0 —1
(5.75)
Note que |11) e |1,) sdo autovetores de o3 com autovalores +1 e —1

respectivamente. Qualquer operador hermitiano A pode ser expresso
em termos das matrizes de Pauli e da matriz identidade 1 como

A:a011+a101+a202+a303 s (576)

onde as constantes a; sao reais.’

SMostre que isso é verdade!
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5.10.2 Evolucao temporal

A representagdo matricial da equagdo de Scrodinger (5.50) para um
sistema de dois niveis é dada por

m%m —H, W) o m% ( a(t) ) — i ( a(t) ) (5.77)

onde H é a matriz hermitiana 2 X 2 que representa a hamiltoniana do
sistema. Se H for independente do tempo podemos utilizar a solucao
formal (5.52) para obter a evolugao temporal do sistema. Para tanto de-
vemos inicialmente calcular os autovalores e autovetores de H. Visando
simplificar a algebra consideremos o caso em que a hamiltoniana do sis-

tema é dada por
[ By A
H = ( A E ) , (5.78)

onde Ey and A sao reais.

O primeiro passo para obter a evolucao temporal do sistema utili-
zando (5.52) é calcular os autovalores e autovetores de H. No caso em
questao estes sao dados por

1

(5.79)
1
EQZEO_A = |E2>:%<_1)

Note que os vetores da base {|¢;)} nao sao autovetores de H exceto
para A = 0.
A seguir expandimos um estado inicial genérico

U(t = 0)) = ( g ) (5.80)

em termos dos |E,), resultando em

a—+ 0
V2

a—f
V2

W(t=0)) = | Ex) + | E2) - (5.81)
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Finalmente a evolugao temporal do sistema é dada por

:a—i—ﬁe_i%t a— 0

v B+ =7

Trabalhando esta expressao segue que

[D(t)) = i nt < O‘“’Sgig _Zﬁs?ngig ) L (5.83)

[ cos

(1)) e~ |By) (5.82)

h

5.11 Leitura adicional

Sugerimos aos interessados em aprofundar os seus conhecimentos as
seguintes leituras:

e Capitulo 3 do Griffiths (Introduction to Quantum Mechanics) que
apresenta de maneira pedestre o material deste capitulo.

e Capitulo VII do Messiah (Mécanique Quantique) que possui um
tratamento mais avangados dos tépicos aqui tratados. Sugerimos
fortemente esta leitura.



