Capitulo 4

Exemplos Unidimensionais

Neste capitulo analisaremos exemplos unidimensionais com o intuito de
esclarecer a estrutura geral da Mecanica Quantica, bem como desen-
volver a nossa intuicao. Além disso, desenvolveremos a representacao
dos momentos e veremos como devemos tratar os estados nao nor-
malizaveis associados ao espectro continuo.

4.1 Espectro Discreto

Inicialmente vamos estudar alguns exemplos do problema de autoval-
ores da hamiltoniana impondo que as autofungoes sejam normalizaveis,
isto ¢, elas sdo tais que [dx|u(z)|? é finita. Neste caso o conjunto
de autovalores, que chamamos de espectro, é discreto, isto é, nao é
possivel encontrar dois autovalores arbitrariamente préximos, existindo
uma separacao entre eles. Apesar de nao demonstrarmos este fato, ele
¢é geral, nao sendo uma peculiaridade dos exemplos a seguir.

4.1.1 Particula numa caixa

Nosso primeiro exemplo serd uma particula confinada numa caixa,
sendo a hamiltoniana deste sistema dada por

2

H= 2p—m V() (4.1)
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onde
0 para0<z <L

oo de outra forma

V(z) = { (4.2)
Uma vez que o potencial é infinito para * > L e x < 0 nao é
possivel a particula ser encontrada nessas regioes e conseqiientemente
a autofuncao deve anular-se ai. Além disso, dado que a autofuncao é
continua, ela anula-se para x = 0 e x = L. Explicitamente, o problema
de autovalor para a hamiltoniana acima é dado por
2 2
L Eu, (4.3)
onde esta equacao diferencial deve ser resolvida para a regiao 0 < z <
L. Para especificarmos completamente o problema devemos impor a
condigao de contorno acima u(0) = u(L) = 0.

Antes de resolvermos este problema é interessante notar que temos
trés incégnitas, a saber, duas constantes oriundas da solucao de equagao
diferencial de segunda ordem e a energia E. Por outro lado, possuimos
apenas duas equacoes dadas pelas condigoes de contorno. A constante
arbitraria que sobrara da nossa solucao deve vir multiplicando a auto-
funcao, tendo em vista que um autovetor é determinado a menos de
uma constante multiplicativa.

Para E < 0 nao existem solugdes nao nulas de (4.3) que satisfagam
as condicoes de contorno.! Logo, concentremo-nos para valores posi-

tivos de E (= 22—7’;2), para os quais a equacao de Schrodinger indepen-

dente do tempo pode ser escrita na forma
d*u :
A solucao geral desta equacao é
u = Ae™™ 4 Be~™ (4.5)

onde A e B sao constantes. Para que as condigbes de contorno sejam
satisfeitas, devemos ter que

1 1 A
( ekl  o—ikL ) ( B ) =0. (4-6)

!Exercicio: mostre que u = 0 é a tinica solucdo para E complexo e E < 0.
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Uma vez que a autofuncao nao pode ser identicamente nula, pode-
mos deduzir desta ultima expressao que o parametro k deve satisfazer

det ( i—ikﬁL i’ik‘L ) — 0 — SlIl(k?L) — 0 5

ou seja,
nmw
kp=—, 4.7
B (47)

onde n é um inteiro (n = 0,£1,+2,...). Portanto, os autovalores da
hamiltoniana sao dados por
r’r?
= n
" 2mlL?
Utilizando a Eq. (4.6) podemos obter as autofungoes, as quais sao
dadas por

(4.8)

un(2) = Ay sin (”—ZI) , (4.9)

onde A, é uma constante. O valor n = 0 deve ser excluido ja que neste
caso a autofuncao é identicamente nula. Mais ainda, sendo a funcao
seno impar nao é necessario considerar n negativo ja que a autofuncao
resultante nao é proporcional aquela associada ao inteiro positivo —n.
E conveniente normalizar estes estados, o que fixa A, exceto por uma

fase arbitraria.

L 2
/dx w2 = A, =/ 2. (4.10)
0 L

Apresentamos na Fig. 4.1 as trés autofungoes de energia mais baixa,
bem como das respectivas densidade de probabilidade (P, = |u,|?).

E importante ressaltar as seguintes propriedades deste conjunto de
autovalores e autofuncoes:

e Para cada valor de F, existe apenas uma autofuncao, i. e. o
espectro nao é degenerado. O fato do espectro discreto ser nao degene-
rado é uma propriedade geral de problemas unidimensionais.?

e Note que o estado fundamental, 7. e. o de energia mais baixa, nao
se anula na regiao 0 < x < L, ao passo que o n-ésimo estado excitado

2Prove este resultado.
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Figura 4.1: Trés estados de energia mais baixa e suas respectivas den-
sidades de probabilidade.

anula-se n vezes neste intervalo. Esta também é uma propriedade geral
de problemas unidimensionais.

e A seguinte relacao de ortogonalidade é satisfeita

/OL de u)(x) ug(z) = Sy - (4.11)

Como demonstramos no capitulo anterior, este resultado nada mais é
do que uma consequéncia de H ser um operador hermitiano.

e Neste caso, podemos constatar que qualquer fungao de onda ¥ (x)
satisfazendo as condigoes de contorno ¥(0) = W(L) = 0 pode ser ex-
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pressa como uma combinacao linear das autofuncoes do operador her-
mitiano H:
U(z) = ¢ up(z), (4.12)
p
onde as constantes ¢, sao dadas por

¢, = /OL da () W(x) . (4.13)

A verificagao deste fato é imediata, bastando notar que a Eq. (4.12)
nada mais é do que a série de Fourier em seno para ¥(x) ; lembre-se
do curso de Fisica Matemética I.

Aplicacao

Uma vez que ja resolvemos o problema de autovalores da hamiltoniana,
calculemos a evolucao temporal de um estado cuja condicao inicial é
dada por

12 2 para0<:c<§
¥(z,0) = ﬁ{L—x para £ <z <L ’ (4.14)

bem como as probabilidades de uma medida da energia ter como resul-
tado .

Nosso primeiro passo ¢ expandir o estado inicial na base das auto-
funcoes da hamiltoniana como em (4.12). Uma vez que os estados u,
estdo normalizados convenientemente, utilizando (4.13) temos que

cp = /OL dz u,(x)¥(z,0) (4.15)
_ ;2\7/2 sin <%> . (4.16)

Agora a solucao da equagao de Schrodinger que satisfaz esta condicao
inicial é

U(z,t) = Zcpe*iE”t/hup(:p) . (4.17)

Para visualizar a evolucao temporal deste estado somamos numerica-
mente os 500 primeiros termos nao nulos desta série para diversos va-
lores de t. Estes resultados estao nas figuras 4.2 e 4.3, as quais foram
feitas assumindo L = h = 2m = 1.
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Figura 4.2: |U(z,t)|?, onde o eixo ¢ (z) encontra-se a esquerda (direita).

Estando de posse da expansao de ¥(x,t) em autoestados da hamil-
toniana, € trivial obter a probabilidade de uma medida da energia ter
como resultado £, ¢

96 . pT
2 2
lep|” = pr sin ( 5 ) . (4.18)

Este resultado indica que a probabilidade de encontrarmos este sistema
no estado fundamental é de 96/7% ~ 0,986. Note também que estas
probabilidades independem do tempo.



4.1. Espectro Discreto 51

3 ;7 1.8 =
25 [ 16 F
C 1.4 .
2 = 1.2
L 1
1.5 F
C 0.8 —
1B 0.6
r 0.4
0.5 — C
r 0.2 iy
O C L1 ‘ L1 ‘ - ‘ - ‘ Lol O :\ Lol ‘ - ‘ - ‘ L1 ‘ L1
0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
figura2(x) figura2(x)
- 2.05 E——
1.6 — =
C 2 =
14 = =
F 1.75 &
1.2 & =
C 1.5 £
T E 125 =
08 1 E
0.6 = 0.75 £
0.4 05 E
0‘2 } H o ”717 o ”1” o H 0'25 ; V”? o ”717 o ”1” o 71'” \
O :\ L1 ‘ L1 ‘ - ‘ - ‘ - o :\ Lol ‘ - ‘ - ‘ L1 ‘ L1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
figura2(x) figura2(x)

Figura 4.3: |U(x,t)|? para os instantes t = 0, 0,05, 0,12 e 0,185.

4.1.2 Oscilador harmonico

Consideremos agora um oscilador harmonico cuja hamiltoniana é dada

por
2
P 1 2 2
H=_—+ -mwz". 4.19
2m 2 ( )
A equacao diferencial associada ao problema de autovalores Hu = Eu
é
PPdPu 1,
—%E—i—ﬁmw r°u = Fu . (4.20)
Para determinar completamente o problema fisico devemos agora fornecer

as condicoes de contorno: Impondo que u seja normalizavel, i.e. que
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[ dx |u)?® seja finita, implica que u deve se anular para r — Foc.
Visando facilitar a notagao expressemos a Eq. (4.20) em termos das
variaveis adimensionais
2F

= — 4.21
¢ = (421)

y = ,/%x , (4.22)

as quais nos permitem escrever que

d*u )
—+(e—y)u=0. 4.23
e (e—y°) (4.23)

O comportamento assintdtico (y? > €) das solugoes desta tltima
equacao ¢ governado por

d*u
cuja solucao aproximada é
ur ety (4.25)

Para levar em conta este comportamento e a condicao de contorno,
bem como simplificar os célculos posteriores, escrevemos que

u(y) = hy) e 2V . (4.26)
Apés substituir esta expressao na Eq. (4.23) obtemos que

d*h dh

— —2y—+(e—1)h=0. 4.27

G- e (127
Uma vez que u — 0 para y — =00, escolheremos h e € tais que estas
condigoes sejam satisfeitas.

Neste ponto aplicaremos o método de Frobenius para resolver a

equacao diferencial (4.27), o que é feito expandindo h em série de Tay-
lor,

hy) =0 o (429
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a qual substituida na equagao (4.27) fornece que
SHG+DG+2) ajp2—2j aj+ (e—1) a;} v/ =0. (4.29)
5=0

Dado que os coeficientes dos 4’ devem se anular, obtemos a seguinte
relacao de recorréncia
2j+1—c¢
(ji9= ———— Q. (4.30)
DG +2)
Como era de se esperar, obtemos duas solugoes linearmente inde-
pendentes:

e Uma solugao par (hp) para a qual ag # 0 e a; = 0. Note que esta
escolha e a relagao de recorréncia acima garantem que a série contém
apenas as poténcias pares de y.

hp(y) = ap + asy® + asyt + ..

e Uma solucao impar (hy) para a qual ag = 0 e a; # 0.

hi(y) = a1y + asy® + asy® + ...

Com o intuito de determinar qual é a solucao fisica, i.e. qual a que
satisfaz as condicoes de contorno, precisamos obter o comportamento
assintético de hp(y) (hs(y)) paray — £oo. Isto é feito analisando-se a
série (4.28) para grandes j’s. Neste caso temos que a9 = %aj. E facil

demonstrar que esta relagao de recorréncia implica que hp(y) ~ eryQ
(hi(y) ~ ye¥’). Este comportamento nio é aceitével j& que ele conduz
a fungoes de onda (u) ndo normalizaveis. Logo, para que tenhamos
solugoes normalizaveis, a série deve terminar, i.e. € deve ser tal que a
partir de um certo ponto todos os a; sao zero e a série ¢ na verdade um
polinémio. Inspecionando (4.30) vemos que isto ocorre para

e=2n+1, (4.31)

3Exercicio: mostre este fato.
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onde n = 0,1,2.... Além disso, ainda a partir de Eq. (4.30), vemos
que para n par (fmpar) apenas a série para hp (hy) termina enquanto
que h; (hp) apresenta um comportamento indesejado para y — 4o0.
Portanto, a autofunc¢ao é dada por hp para n par e por hy para n impar.

Visando usar uma notacao padrao para as solugoes do problema,
adotaremos as seguintes convengoes:

e Para n par definimos o polinémio de Hermite H, (y) = hp(y) com

(4.32)

e Para n impar definimos o polinémio de Hermite H,(y) = h;(y)
com a escolha

(4.33)

Q
—

Il
0

—_
~—

.

—

ndyp

—~
i

Note que H,, é um polinomio de ordem n. Listamos a seguir os cinco
primeiros polindémios de Hermite.*

| n] 1,(y) |
0 1
1 2y
2 4y? — 2
3 8y — 12y
4 | 16y* — 48y? + 12

Finalmente, temos que os autovalores de H sao dados por
1
B, = hw (n + 5) , (4.34)

e as correspondentes autofungoes sao

un(y) = Hy(y) e737° . (4.35)

4Para maiores detalhes sobre os polinémios de Hermite vide o apéndice deste
capitulo.
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E interessante notar que emsmo para o estado fundamental (n=20)e
energia do oscilador é nao nula; isto nada mais é do que uma simples
conseqiiéncia da relacao de incerteza entre x e p. A figura 4.4 mostra o
comportamento dos cinco primeiros autoestados e as respectivas densi-

dades de probabilidades.

Propriedades das autofuncoes do oscilador harménico

e Uma vez que a hamiltoniana (4.19) é hermitiana, seus autovalores
(E, = hw(n + 1/2)) sao reais. Neste problema verificamos isso explici-
tamente, pois se E fosse complexo, € também o seria e a série (4.28)
nao terminaria, e consequentemente, a condi¢ao de contorno nao seria
satisfeita.

e Para cada F, existe apenas um u,, ¢.e. 0 espectro nao é de-
generado. Este é um fato “geral” do espectro discreto em problemas
unidimensionais.

e Os autovalores da energia sao igualmente espacados. Esta é uma
peculiaridade do oscilador harmonico que encontra muitas aplicagoes
em sistemas de muitos corpos.

e Conforme estda demonstrado no apéndice deste capitulo, auto-
funcoes associadas a autovalores distintos sao ortogonais, como era es-
perado do fato de H ser hermitiano. De fato,

/ dy ul (y)unm(y / dy Hy(y)Hp(y)e ™ = /TnI2"6, . . (4.36)

e Utilizando a Eq. (4.36) é facil ver que a autofun¢ao normalizada
associada a E,, = hw(n + 1/2) é dada por

n

27% /w1 mw mw, 2
)\ = —|(—) H — L 4.
0= 7= () (0e) L )

a qual satisfaz

/_ °:o dr U (2)Wp(2) = Oy - (4.38)
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e Note que a autofuncao do estado fundamental nao se anula, ao
passo que o n-ésimo estado excitado anula-se n vezes.

e Supondo que o sistema se encontre no estado ¥,,, podemos calcular
Ax e Ap:

1
(Ar)? = [dpwatw, = o (n + 5) o (4.39)

mw

% dx

1
(Ap)* = [13 dx W, (hi)Q v, =hwm (n + 5) . (4.40)
Isto permite verificar que
1
Ap Ax=h (n + 5) . (4.41)

Note que a autofuncao do estado fundamental do oscilador harmonico
minimiza o produto Ap Awx.

4.1.3 Poco de potencial

Consideremos um sistema descrito pela hamiltoniana

2

H= 2p—m + V() , (4.42)

onde
0 para |z|>a

—Vo para |z| <a (4.43)

v - {
Estudemos o problema de autovalores desta hamiltoniana cujas auto-
fungoes sdo normalizdveis, i.e. [2°dx |u|? é finita. Como nos exemp-
los anteriores, estes autovalores formam um conjunto discreto. Cumpre
salientar que este na verdade é um fato geral. A condicao de contorno
que vamos utilizar é que u(z) — 0 para z — +o0.
Para E > 0, a solucao do problema Hu = Fu para x > a é dada
por
Ak 4 B etk (4.44)

onde A e B sdo constantes e escrevemos E = h*k?/2m. Como podemos
ver, a Unica escolha para A e B que satisfaz a condicao de contorno
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u(z) — 0 para x — 400 é A = B = 0 qualquer que seja o valor de k.

Com isto temos que nao existe solucao nao nula para £ > 0.5
Analisemos agora o caso —Vj < E < 0 para o qual a equagao de

Schrodinger independente do tempo (Hu = Fu) reduz-se a

d2
d—:;; —Kk*u =0 para|z|>a, (4.45)
d2
d—;; +ku =0 paralz|<a, (4.46)
onde definimos
2m|E
K= m|2 N (4.47)
h
2m
K = ?(VO —|E]) . (4.48)
A solucao geral destas equagoes diferenciais é
Ae " 4 Cefi* para x> a,
u(z) =9 asin(kz) + fceos(kx) para —a <z <a, (4.49)
De™"* + Be™® para = < —a

onde A, B, C, D, a e (3 sao constantes a serem determinadas. Neste
problema temos sete incognitas (A, B, C, D, «, 5 e E), ao passo que
temos apenas seis equacoes, a saber, duas condicoes de contorno para
xr — Z£00 e quatro decorrentes da continuidade de u e j—; em r = +a.
6 Em problemas de autovalores as autofuncoes sao determinadas a
menos de uma constante multiplicativa, portanto, os autovalores E
serao fixados.

Uma vez que u — 0 para x — oo, devemos tomar C' = D = 0.

Além disso a continuidade de u(x) para x = +a implica que

A wo [ Sinka  coska o
<B>:€ (—sink:a cosk:a)(ﬁ) ’ (4.50)

enquanto que a continuidade de g—z em x = +a conduz a

-k 0 A\ . kcoska —ksinka o (4.51)
0 =k B)~° kcoska ksinka 5] ’

5Mostre em detalhe este fato.

SE importante frisar que % é continua sempre que V() ndo contiver fungdes 4.
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Substituindo a Eq. (4.50) em (4.51) obtemos que

ksinka + kcoska kcoska — ksinka Qo _0 (4.52)
ksinka + kcoska —rkcoska+ ksinka 5] '

Para que o sistema possua uma solugao nao trivial (nula) o determi-
nante da matriz acima deve ser nulo, o que fornece

(ksinka + k coska) (ksinka — kcoska) =0 . (4.53)
Logo, temos duas possibilidades
ksin ka = kcoska , (4.54)

ou
ksinka = —kcoska . (4.55)

Comecemos a nossa andlise pela Eq. (4.54). Esta apresenta solucao
para ka no primeiro e terceiro quadrantes, onde o seno e o cosseno
possuem o mesmo sinal. Quadrando (4.54) para eliminar x, e usando
as Eqs. (4.47) e (4.48) obtemos que

2ma?
ka =4 %VO | cos kal . (4.56)

Esta equacao nao pode ser resolvida analiticamante, contudo é facil
a partir do seu gréfico (linha continua da figura 4.5) verificar que ela
sempre possui uma solucao. Este também é um fato geral em problemas
unidimensionais, a saber, se o potencial for atrativo, nao importando
quao fraco ele seja, sempre existirda um estado pertencente ao espectro
discreto.

Para obtermos a autofuncao correspondente a esta energia, substi-
tuimos o valor de k que é a solucao da Eq. (4.56) em (4.50) e (4.52),
obtendo que

et coska  para x < —a
uM(x) = { coskx para —a<z<a . (4.57)
e =% coska para x> a

Note que, como era de se esperar, a constante indeterminada (/3) aparece
multiplicando a solu¢ao como um todo, como nos exemplos anteriores.
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Figura 4.5: Solucao grafica das Eqs. 4.56 e 4.58.

Mais ainda, podemos mostrar que a solugao com energia mais baixa
(menor ka) nunca se anula, ao passo que a segunda solugao, se existir,
anula-se duas vezes.

Para determinarmos a existéncia do primeiro estado excitado deve-
mos analisar a Eq. (4.55), uma vez que esta é que conduz a solugoes
impares. Esta equacao possui solucao apenas para ka no segundo e
quarto quadrantes onde o seno e o cosseno exibem sinais opostos. Mais
uma vez, quadrando-se esta equacdo e usando as expressoes (4.47) e
(4.48), obtemos que

—r | sin kal . (4.58)

A partir do seu gréfico (linha pontilhada da figura 4.5) podemos notar

2 ~ ~ . ~
que para /#AE < esta equagio nao possui solugoes. Nos casos em
que existe ao memos uma solugao as Eqs. (4.50) e (4.52) conduzem a
autofuncao

—efTta) gin kg para x < —a
u N (z) = a{ sinkx para —a<z<a . (4.59)
e *=%ginkqg para T >a

Exercicio: Analisando a figura anterior detalhadamente verifique a
sequinte propriedade geral de problemas unidimensionais: o estado fun-
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damental sempre existe para potenciais atrativos e nao possui zeros,
enquanto que o n-ésimo estado excitado, se existir, anula-se n vezes.

4.1.4 Potencial delta

Analisemos agora o problema de autovalores da hamiltoniana

P REA
H = o 2 o(zx) . (4.60)
Mais uma vez vamos procurar autoestados normalizaveis, os quais
obedecem a condigao de contorno u(x) — 0 para x — +oo. A equagao
diferencial associada a este problema é
2 1 2
_;—m% - Z—ni\é(x)u =Fu, (4.61)
a qual para x # 0 toma a forma

B T (4.62)

j4 que a funcao delta anula-se nesta regido. Para E = h’k?/2m positivo,
as solugoes desta equacao diferencial

u = Ae’™ + Be ™" (4.63)
nao sao normalizaveis e portanto devem ser descartadas. Resta-nos
entdo analisar o caso £ = —h?k?/2m negativo. Neste caso a solucio

geral de (4.62) é

u(z) = { Ae"* 4+ Ce™  para x>0 (4.64)

| Be"* + De " para x <0

Aplicando a condicao de contorno, temos que C' = D = 0. Devemos
agora costurar as duas solugdes em x = 0. Uma vez que u(z) é continua
em z = 0 temos que

u(0)=A=18.

A presenca do 6 na Eq. (4.60) manisfesta-se no fato de Z—; nao ser

continua na origem. De fato, integrando (4.60) entre —e e € temos que
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d_u
dx

du

e dz

No limite ¢ — 0 temos que a tltima integral é nula, ja que u é continua.
Logo o salto da derivada em x = 0 é dado por

() = w2 [ de uz) . (4.65)

—€ —€

du du

—| — =-Xu(0), 4.66

e Wi (0) (4.66)
o que implica que k = % Note que sé existe solucao para potenciais

atrativos (A > 0) ja4 que usamos explicitamente que £ > 0. Logo o
unico autovalor discreto de H é

R2A\2
E=- 4.67
o (167
e o correspondente autoestado é
u(z) = Ae2ll (4.68)

4.1.5 Observacoes

Os problemas de autovalores de H em uma dimensao possuem as
seguintes peculiaridades para os autoestados normalizaveis:

e Sempre existe pelo menos um estado para sistemas com potenciais
atrativos.

e Os estados sao nao degenerados.”

e O estado fundamental nunca se anula, enquando que o n-ésimo
estado excitado anula-se n vezes.

e O espectro ¢ discreto.

e Os autovalores do espectro discreto de uma Hamiltoniana corres-
pondem a valores da energia classica para os quais as trajetérias sao
limitadas.

"Exercicio: Mostre este fato.
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No6s nao demonstraremos estas propriedades, contudo elas aparece-
ram em todos os exemplos acima! Os estados normalizaveis sao também
chamados de estados ligados ji que para termos [ dx|u(z)* a fungao
de onda u deve ser localizada no espaco.

4.2 Espectro Continuo

Até agora tratamos apenas de problemas envolvendo o espectro dis-
creto, o qual estd associado a autofuncoes normalizéveis (u) que sa-
tisfazem [ dz|u|?* < co. Um exemplo tipico de operador exibindo um
espectro continuo é o operador momento. Uma vez que este exibe
todas as propriedades que desejamos salientar concentraremo-nos ini-
cialmente no estudo do problema de autovalores para este operador.

4.2.1 Autovalores e autovetores do momento

A equacao de autovalores para o operador momento é dada por

Poplp = Py , (4.69)
a qual podemos escrever explicitamente como
h 0
;a—xup(x) = puy(z) . (4.70)

A solucao para esta equacao é trivialmente dada por

up(z) = Cpe/m (4.71)

onde C, é uma constante arbitraria. Supondo-se que —L/2 < x < L/2
temos que®

/”2 da | = |C, L . (4.72)
L2 P P

Esta integral diverge linearmente no limite L. — 0o, o que significa
que esta autofuncao é nao normalizavel! Este é um fato facil de ser

8Introduzimos temporariamente um limite L/2 em |z|, o qual serve para que
analisemos o comportamento de integrais para L — oo.
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entendido heuristicamente: uma vez que este estado possui Ap = 0
temos que Az = oo, o que significa que u, nao estd localizada no
espaco. Neste ponto podemos tomar duas atitudades visando preservar
a existéncia de autofuncoes do momento:

e A primeira é supor que o espaco é limitado, i.e. o regulador
L introduzido acima possui de fato um sentido fisico. Esta solucao é
natural uma vez que qualquer sistema que estejamos interessados em
analisar usualmente encontra-se limitado, mesmo que isso ocorra em
escalas macroscopicas.

e A segunda alternativa é trabalhar com o espago como sendo in-
finito e aprender a conviver com o fato de u, nao ser normalizavel.

Tratemos inicialmente a primeira alternativa.

Sistema contido em uma caixa

Neste caso podemos impor que [ dx |u,|* = 1. Utilizando a Eq. (4.72),
temos que u, normalizada é dada por

up(x) = Le“’”c/h . (4.73)
VL

Aparentemente o espectro de pop ¢ continuo, uma vez que para
qualquer p a Eq. (4.70) é satisfeita. Todavia isto nao coincide com a
intuicao oriunda dos exemplos anteriores onde o espectro era discreto
para valores da energia correspondentes a movimentos classicos limi-
tados. A solucao deste impasse estda num ponto técnico: devemos ser
cuidadosos e analisar sob que condigoes pop ¢ hermitiano. Para que

isto ocorra devemos ter

(pop) — (Pop)” =0, (4.74)

o que implica que

(e D-v@el).  am

Uma das maneiras de satisfazer esta condi¢ao é impor condigoes de
contorno periddicas, i.e.
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o(H=n(8)

acarretando que o espectro do momento é discreto, sendo dado por

2mnh
onde n = 0,£1,42,... A partir desta ultima expressao temos que
o espacamento entre dois autovalores consecutivos é dado por dp =

2nh/L.

Note que considerando o sistema contido em uma caixa podemos
manter a interpretacdo de |u,(z)|?> como uma densidade de probabi-
lidade, bem como tratar o sistema da mesma maneira que foi feita
para os exemplos de espectro discreto discutidos anteriormente. Por
exemplo, podemos exprimir uma fungao ¥ (x) arbitraria em termos das
autofuncoes do momento

el L
U(r)=>» C, , 4.78
@) =20 (4.78)
onde as constantes C,, sao dadas por
C /L/2 dr e () (4.79)
= r —e L x) . .
-2 VL

Antes de tratarmos do caso de espaco infinito é interessante analisar
o limite L — oo. Nesta situacao o espectro torna-se continuo uma vez
que o espacamento entre os autovalores dp tende a zero. Além disso
a soma sobre n em (4.78) transforma-se numa integral sobre p mul-
tiplicada pela densidade de estados em p, a qual vale 1/dp. De fato,
considerando o limite L. — oo temos que

Zf(n) = Zf(pn)a
B f(pn)
= LT

- /dp%];"),
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onde f é arbitraria. Logo podemos escrever que

V(@) = [ dp glp)e " (4.80)

onde g(p) = % ¢ uma funcao bem definida de p, a qual podemos

obter a partir de (4.79).

g(p) = / dz ﬁe—iw/mx) (4.81)

Resumindo, no limite de L indo para infinito, o espectro torna-
se continuo e a soma sobre n é substituida por uma integracao sobre
p. Com isto em mente passemos a analise do sistema em um espaco
infinito.

Espaco infinito

Utilizando a forma explicita (4.71) das autofungées do momento, obte-
mos que

/_OO dx uy, (x)up(z) = 20hChLCLo(p — p') | (4.82)

onde temos o aparecimento de um delta de Dirac, o qual é infinito para
p = p' e zero para p # p/. A utilizagdo das autofungdes do espectro
continuo é simplificada se adotarmos a normalizacao

|z uy@uy(a) = 3(p—p). (4.83)
ou seja, as autofuncoes sao dadas por

1 )
up () = ——=c/" . (4.84)
V21h
Segundo o nosso posturema, podemos escrever um estado arbitrario
¥ como uma combinacao linear das autofuncgoes do operador hermitiano
associado ao momento. Como vimos na sec¢ao anterior, esta combinacao

linear deve ser dada por uma integral em dp (vide Eq. (4.80))

V)= [ dp Sp)uyla) (4.85)
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Os coeficientes da expansao (®(p)) sao dados por

O(p) = /_ O:O dz () (x) (4.86)

uma vez que

/_OO dr uy(z)¥(z) = /_OO dx uy(z) /_OO dp’ @(p)uy ()
= [ a o) [ druy@)uy()
= /_ dp" (p')é(p —p') = @(p) ,
onde utilizamos a normalizagao (4.83) para passarmos da segunda para
a terceira igualdade acima.
E interessante ressaltar que a expressao para ®(p) é similar a uti-
lizada na obtencao dos coeficientes da expansao quando o espectro é

discreto: nos dois casos o coeficiente é dado pela integral de ¥ multipli-
cada pela complexo conjugado da autofuncao associada ao coeficiente.

4.2.2 Representacao dos Momentos

Antes de analisar o espectro continuo de um operador arbitrario, vamos
explorar melhor as consequéncias da expansao (4.85): a fungao ®(p)
¢ uma densidade de probabilidade no espago dos momentos!
Para obtermos este resultado calculemos (p™) no estado ¥, onde n é
um inteiro arbitrario.

(") = /Oo dx VU (x)p), ()
= [T [Ty e %J'@@ma>
= / dp’ ®*(p / dp ®(p / dx uy, popup('r) ,

agora utilizando que pp,u, = p"u, € a normalizagao (4.83) temos que
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(p") = /_ O:o dp’ @*(p') /_ O:O dp ®(p)p"d(p — p')
= [ ap o). (4.87)

Portanto |®(p)|* ¢ uma densidade de probabilidade ja que valor
esperado de p" é dado por (4.87) qualquer que seja n. Note que a
distribuicao em momento ja estd normalizada uma vez que para n = 0
temos

[ O:o dp O (p)D(p) = [ O:o dr U (2)W(z) = 1. (4.88)

E interessante neste ponto obter uma expressao para (z) envolvendo
®. Para tanto substituimos a expressao (4.85) em

() = / dr U (2)20(z) |
resultando que
@)= [ @) [ dp ©(p) [ do wy(@)uy(a)

Agora usando que

h o0

zup(r) = ;a—pup@)
e normalizagao (4.83) obtemos que
(x) = /dp' <I>*(p')/dp () 2-5(p — )
i dp '
Portanto temos que
L 0

() = [ dp ®()inza(p) (489)

onde utilizamos que [ dz f(z)L5(z—1') = —-% f(2’). Em geral, pode-

se mostrar que dado um observavel A associado ao operador hermitiano
A(p, z) o seu valor esperado é dado por



4.2. Espectro Continuo 69

(A) = / dp & (p) A (p, z = m%) O(p) . (4.90)

Além disso, é facil demonstrar, partindo da equacao de Schrodinger
para ¥, que ¢ também obedece a esta equacao, i.e.

®
z’h%—t = H,,® (4.91)

com H,, obtido segundo a regra dada em (4.90).

Portanto o formalismo da Mecanica Quantica é idéntico utilizando
U(z) ou ®(p), lembrando sempre que os operadores = e p sao represen-
tados de maneira diferente quando trabalhamos com as coordenadas ou
com os momentos.”

A utilizagdo da representacao das coordenadas (¥ (z)) ou dos mo-
mentos ($(p)) é apenas uma questao de gosto e/ou conveniéncia, uma
vez que elas conduzem aos mesmos resultados.

4.2.3 Normalizacao para operadores arbitrarios

Consideremos agora um operador arbitrario A, cujo espectro pode a-
presentar autovalores discretos e continuos.

Av,, = ayv,, (discreto) (4.92)
Avy, = agv,,  (continuo) (4.93)

Analogamente ao que foi feito com os casos exibindo apenas o es-
pectro discreto e com o espectro do momento, adotaremos a seguinte
normalizacao

/d:c Uy (2)a, () = Ok, (4.94)

/d:c v(’;g/ (T)vee () = d(ae —ag) . (4.95)

9Note que a relagao de comutagdo [p,x] = h/i é a mesma no espagos dos mo-
mentos e das coordenadas.
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Obviamente nao devemos esquecer que as autofuncoes do discreto e do
continuo sao ortogonais ja que estao associadas a autovalores distintos,
i.e. [dx vy (2)ve,(z) =0.

Uma vez que A é hermitiano, pelo nosso posturema, podemos escre-
ver um estado qualquer ¥ como uma combinagao linear dos autoestados
de A.

W= o va, + / dag Cagva, (4.96)

Utilizando-se as relagoes (4.94-4.95) é facil mostrar que

Ca, = /daz vy (2)¥(x), (4.97)

Cop = / da v: (2)¥(x) | (4.98)

uma vez que este cdlculo é exatamente o mesmo feito para obter ®(p)
acima (compare com as Eqs. (4.83, 4.85, 4.86)).

Note que a escolha das normalizagoes (4.94-4.95) permite-nos escr-
ever para ¢,, uma expressao igual a usada para c,,.

4.2.4 Particula livre
Autovalores do Hamiltoniana

Utilizando a representacao das coordenadas, analisemos o problema de
autovalores para a Hamiltoniana de uma particula livre com o objetivo
de compreender as condicoes de contorno para problemas exibindo um
espectro continuo.

2
Hup = £ up = Bug (4.99)
2m

Neste caso E é uma constante positiva e existem duas autofuncoes
associadas a este autovalor

up = Cetve/h (4.100)
onde CF sdo constantes arbitrarias e p = v2mE.
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Para que o problema esteja completamente determinado devemos
impor uma condicao de contorno, a qual selecione uma combinacao
linear particular destas autofuncoes. Isto é feito especificando a lo-
calizagao da fonte de particulas. Por exemplo, podemos ter a fonte
emissora das particulas em r = —o0.

Utilizando a expressao para a corrente de probabilidade J, temos
que uma solucao da forma

up = Cgefzp:v/h + C«erezp:v/h
corresponde a
_ o2 P 2P
J=C"— = 1Cpl"—,
m m
i.e. a solugdo uk (ugp) descreve um feixe de particulas movendo-se no
sentido de x positivo (negativo). Logo existe a seguinte correspondéncia

entre condi¢oes de contorno e solucoes, a menos de uma constante mul-
tiplicativa associada a normalizacao:

e Para a fonte em x = —oco associamos a uj.

e Para a fonte em x = 400 associamos a uy.
e Para fontes idénticas em z = 400 associamos a u = ujf; + up.

Evolugcao temporal

Como um exemplo de aplicagao da representacao dos momentos, va-
mos obter a solugao geral para o problema de condicao inicial de uma
particula livre.

Dada uma configuragao inicial ¥(z,0), podemos obter ®(p,0) va-
lendo-nos da Eq. (4.86). A evolugao temporal do sistema é regida pela
equacao de Schrodinger para ®(p,t), a qual toma a forma

ihgcb( t)—p—2<I>( t) (4.101)
at p7 - 2m p7 . .

A solucao desta equacao, a qual satisfaz a condicao inicial, é dada por

O(p,t) = @(p,0) exp l—i Zihtl . (4.102)
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Portanto a solugao do problema para W(x,t) é facilmente obtida
utilizando (4.85).

i p2t ezp:v/h

U(z,t) = /dp d(p, O)E’Zm\/ﬁ

(4.103)

4.2.5 Potencial degrau

Este caso foi dado em aula: veja o Gasiorowicz.

4.2.6 Poco de potencial

Este caso foi dado em aula: veja o Gasiorowicz.

4.2.7 Barreira de potencial

Estude este caso: veja o Gasiorowicz.

4.2.8 Potencial 0

Analise este exemplo: veja o Gasiorowicz.

4.3 Potenciais perddicos

Analisemos algumas propriedades de potenciais peridédicos. Conside-
remos um modelo undimensional simples para um sélido, no qual os
ions positivos encontram-se fixos e igualmente espacados enquanto os
elétrons livres movem-se no potencial gerado V(z) gerado pelos fons
positivos. Se a distancia entre os ions positivos for dada por a este
potencial satisfaz

V(z+a)=V(x) (4.104)
e a hamiltoniana do elétron neste modelo é dada por

2

H=L +v(@). (4.105)

2m
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4.3.1 Propriedades gerais
Seja T' o operador associado a deslocamentos por a, i.e.

TU(x) =V(x+a). (4.106)

Este operador comuta com a hamiltoniana (4.105). De fato, para um
estado arbitrario ¥ temos que

h: d*U
h: AP
= —5 w(x+a) +V(+a)V(x+a).
Por outro lado
h: 2
h: AP0
= —5 w(x+a) +V(z+a)¥(x+a).

0 que nos permite concluir que
[T, H|¥ =0.

Dado que ¥ é arbitrario podemos concluir que os operadores H e T
comutam. E conveniente diagonalizar simultaneamente H e T' e os
autoestados de H neste caso sao chamados de estados de Bloch.

Autovalores e autoestados de T

A equacao de autovalores para T é dada por
Typ(z) =p(z+a) = () . (4.107)
O modulo de Tp é dado por
+oo
(TelTe) = [ dr ¢*(x + a)p(r + a)

= B[ g ete),
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onde utilizamos (4.106) para escrever a primeira igualdade e também
que ¢ é um autovetor de T'. Tendo em vista que as duas integrais da
ultima expseressao sao iguais segue que

AN =1.

Podemos entao escrever A = e*® onde k é real.
Para encontrar a forma geral dos autoestados de T defininamos

—ikx

ug(x) = e”"p(x) |

o qual é uma funcao periddica de x ja que

_zk($+a)w($ + a) — e—zkxe—zkaezka

up(x +a)=e o) = u(z)

onde utilizamos (4.107). Logo, os autoestados de T sao da forma

p(x) = *uy(a)

onde ug(z) é uma fungao periddica. Este resultado é conhecido com
teorema de Bloch.

Cristais contém um ntmero N (~ 10?*) dtomos mas nao sao in-
finitos. Tendo em vista que as propriedades dos elétrons dependem
pouco de efeitos de superficie, i.e. das condigoes de contorno, vamos
considerar a condicao de contorno periédica

U(z = Na) = ¥(z = 0) (4.108)

a qual preserva as propriedades acima. Dada esta condicao os auto-
valores do operador deslocamento 1" podem tomar apenas um nimero
finito de valores visto que

¢(x=Na) =¢(x=0)
=T"p(x = 0) = N p(x = 0)
Logo,
.
k=" onde j=0,4£1,42,... (N —1). (4.109)

Na
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4.4 Exemplo: potencial de Kronig—Penney

Um potencial periédico facilmente solivel é

V(z) =Y v 6(z — na) , (4.110)

onde somamos sobre todos os sitios da rede. Quando diagonalizamos
simultaneamente T e H, precisamos resolver a equacao diferencial as-
sociada a H|E) = E|FE) apenas no intervalo 0 < z < a uma vez que a
autofuncao para outros valores de x pode ser obtida usando o operador
T:

U(z 4+ ja) =TI (2) = %0 (x) . (4.111)

A equagao diferencial associada a este problema de autovalores no
intervalo 0 < x < a é dada por

—— — 4 v d(z)V = EV . (4.112)
x

No intervalo 0 < x < a o potencial é nulo, sendo que a solucao geral de
(4.112) é dada por

U = A sin(qz) + B cos(qx) , (4.113)

2.2 . . 7
onde escrevemos F = hz—r(i e vamos analisar o caso E > 0, i.e. ¢q é real.

Agora impomos que ¥ seja continua em x = 0, o que conduz a
e* [A sin(qa) + B cos(qa)] = B, (4.114)

onde utilizamos (4.111). Conforme vimos anteriormente, a derivada de
U apresenta uma descontinuidade na posicao dos deltas de Dirac. O
salto da derivada para = = 0 é dado por (4.66), que conduz a relagao

2muyg
h2
A partir das duas ultimas expressoes podemos obter a equagao que
determina ¢ para um dado valor de k

qA —e ™ q [A cos(qa) — B sin(qa)] = B. (4.115)

mupa sin(qa)
h? qa

(4.116)

cos ka = cos qa +
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Comecemos analisando o caso em que a particula esta livre, i.e.
v = 0. Para um valor fixo de k temos que

217 ‘
g=k+— com 7j=0, £1, £2,...
a

Quando consideramos todos os valores possiveis de k dados por (4.109)

segue que
2mn

gq=— com n=0, £1, +£2, ...
a
No caso geral vy # 0 os valores possiveis valores de ¢ que satisfazem
(4.116) dependem da constante 3 = %% Para ilustrar o compor-
tamento do lado direito de (4.116) com ga exibimos na Figura 4.6 o
grafico da funcdo cos(ga) + 2 sin(qa)/qa i.e. assumimos beta = 2.

0.5 |

—0.5

Covvn b b b b by b b b B
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cos(x)+2+sin(x)/x

Figura 4.6: Grafico de cos(qa) 42 sin(ga)/qa como fungao de ga. Note
que este é o caso 3 = 2.
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4.5 Apéndice: Funcao geratriz dos polindmios de Her-
mite
Vamos ressaltar alguns fatos sobre os polinomios de Hermite. Inicial-

mente devemos salientar que estes sao solugoes polinomiais da equagao
diferencial

d*H, dH,
n_ 9y &n L onH, =0 . 4117
ap g T (4.117)
Definimos a funcdo geratriz dos polinomios de Hermite (F'(s,y))
através de o 17
F(s,y) =) ﬂs” . (4.118)
—~ nl
A utilidade desta funcao decorre do fato que
d"F
H,(y) = . 4119
W= (4119

Para obter a forma explicita de F'(s, y) derivamos a Eq. (4.118) com
respeito a y

OF > 2nH, 1(y)

— = —s" 4.120
Jy nZ:(] n! y ( )
= 2sF, (4.121)
onde utilizamos'® que dg/" =2nH, _;. A solucao desta equacao é dada
por
F(s,y) = F(s,y = 0)e*¥ . (4.122)
Da definicao dos polinomios de Hermite é facil ver que
> H,(0
F(s,0) = Y ( )s” (4.123)
— n!
H,(0
= > (‘ )s” (4.124)
n par v
1)
= ( '> s = (4.125)
n=2p p:

0Mostre esta propriedade a partir de (4.117).
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onde usamos que os H,, com n impar anulam-se na origem. Logo temos
que
F(s,y) = el=+20) (4.126)

Exemplo de aplicacao

Mostraremos agora que autofuncoes do oscilador harmonico associadas
a autovalores distintos sao ortogonais, como era esperado do fato de H
ser hermitiano. Para tanto calcularemos

| dy @)

utilizando a funcao geratriz dos polinomios de Hermite. Formalmente
temos que

00 2 X g™ oo 2
/ dy F(s,y)F(s,y)e ™ = 1 )y Hn(y) Haly)e™ .
—0o0 m,n=0 """ P YT

(4.127)
Por outro lado efetuando o calculo explicitamente temos que

/OO dy F(S’y)F(SI’y)ein - /OO dy o(FvH2y(s—s)—(s>+5%))
— \/7_1'6288/

(2
- Z 5) (4.128)
Comparando a Eq. (4.127) com (4.128) podemos concluir que
/ dy H,(y) Hu(y)e ™ = /an12"6, ,, . (4.129)

Portanto, temos que autofungoes associadas a diferentes autovalores sao
ortogonais.



