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Capitulo 10

Problemas Tridimensionais llI:
Espalhamento

No capitulo anterior estudamos os estados ligados de sistemas tridimen-
sionais. Apesar de toda a importancia destes estados, eles nao esgotam
todas as possibilidades. Neste capitulo estudaremos o espalhamento em
Mecanica Quantica, o qual é muito utilizado para o estudo de sistemas
em todas as areas da Fisica. Através do espalhamento aprendemos
muito sobre a estrutura mais intima da matéria e suas interacoes, desde
os cristais, moléculas, a&tomos, nicleos até as particulas elementares.
Consideremos uma hamiltoniana cujo potencial seja esfericamente

simétrico e satisfaca *
lim V(r)=0. (10.1)

r—00

O espectro desta hamiltoniana possui duas partes distintas:

1. Espectro discreto (E < 0) que é caracterizado pelos valores discre-
tos dos autovalores F e também por seus autoestados serem nor-
malizaveis ([ d®x |¥|? < 0o). Estes estados representam particulas
ligadas ao potencial V', e foram analisados no capitulo anterior.

2. FEspectro continuo (E > 0) cujos autovalores F formam um con-
junto nao enumeravel e as correspondentes autofuncoes sao nao

1Como discutido no capitulo 9, podemos separar um problema de dois corpos no
movimento do centro de massa e no movimento relativo das particulas. Estudaremos
o ultimo em detalhe, sendo a conexao entre o espalhamento no centro de massa e o
mais geral a mesma que conhecemos da Mecanica Classica.
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172 Capitulo 10. Problemas Tridimensionais Il: Espalhamento

localizadas, i.e. nao sao normalizaveis. Estes estados descrevem
o espalhamento de particulas pelo potencial V.

As condicoes de contorno empregadas nestes dois casos sao muito
distintas tendo em vista que

1. Para o espectro discreto requeremos que a funcao de onda ¥ seja
de quadrado integravel ([ d®x |¥U|*> < o0), e conseqiientemente
esta deve ir a zero suficientemente rapido no limite r — oo.
Lembre-se que na resolugao de problemas unidimensionais em-
pregamos o mesmo critério (normalizabilidade) para inferir qual
a condicao de contorno que deveriamos usar.

2. Para o espectro continuo, a exemplo do que foi feito nos prob-
lemas unidimensionais, a condicao de contorno depende do pro-
blema fisico que desejamos analisar. A nossa escolha serd que ¥
deve representar o espalhamento de uma particula de momento
linear bem definido pelo potencial V' e portanto, deve conter uma
onda livre incidente bem como uma onda emergente a grandes
distancias do potencial espalhador.

No estudo do espectro continuo imporemos que os autoestados da
hamiltoniana do sistema satisfazem a
eikr

U — e®T 1 £(0, ) = (10.2)

no limite »r — oo. O primeiro termo desta expressao representa uma
particula livre incidente de momento linear bem definido a qual é es-
palhada pelo potencial V', resultando a onda emergente descrita pelo
segundo termo em (10.2). A amplitude de espalhamento f é obtida
a partir da autofuncao da hamiltoniana que satisfaz o comportamento
(10.2). Note que para (10.2) poder ocorrer o potencial V' deve ser de
curto alcance, uma vez que tanto exp(ik - r) como exp(ikr)/r repre-
sentam particulas livres no limite »r — oo. Na realidade, esta condicao
de contorno s6 pode ser utilizada para potenciais que se anulem no in-
finito mais rapidamente que 1/r. Por exemplo, no espalhamento por
um potencial coulombiano hd o aparecimento de uma fase adicional
proporcional a In(2kr).
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incidente \_\;“j"_‘\}_e_ _________________

centro espal hador

cone definido por 6
Figura 10.1: Definicao da geometria considerada num espalhamento.

10.1 Cinematica: secao de choque diferencial

Vamos agora definir a secao de choque diferencial, a qual descreve a
distribuicao angular das particulas espalhadas por um centro de forgas,
bem como mostrar a sua relagdo com a forma assintética (10.2) dos
autoestados da hamiltoniana. Para tanto vamos considerar que o fluxo
de particulas incidentes é paralelo ao eixo z e que o centro espalhador
encontra-se em r = 0, como mostra a figura 10.1.

Em geral, o nimero de particulas espalhadas por unidade de tempo
(Nesp) que atravessam um pequeno angulo sélido A é proporcional a
AQ e ao fluxo incidente F. Logo, podemos escrever?

do
Nesp = — AQ F, 10.3
onde a constante de proporcionalidade do/df2 é a secdo de choque di-
ferencial deste processo, a qual possui dimensao de area. A secao de

choque total é entao definida por
do
= [dQ) — . 10.4
7 / dQ (104)

2Note que esta expressao é valida tanto em Mecéanica Cldssica como em Quantica!
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Para que do/dS) independa das condigbes experimentais é necessario
assumir que a densidade do feixe incidente seja suficientemente baixa
para podermos desprezar as interacoes entre as particulas incidentes e
também para que estas nao interajam simultaneamente com o centro
espalhador. Se isto nao for satisfeito, deveremos resolver um problema
de muitos corpos interagindo entre si e com o potencial espalhador V.

Da defini¢ao acima temos que

do Negp

dQ FAQ°
Para obter [’ e Nep € conveniente escrever a condicao de contorno
(10.2) na forma

(10.5)

U — Wy + Ve, (10.6)

onde _
ezkr

Uie =™ & Wy, = f (10.7)

r

E natural identificar Vin. com a onda incidente enquanto que Wy, des-
creve a onda espalhada. Agora basta utilizar a corrente de probabili-

dade "
J=—(U'VU - UVU) | 10.8
o ) (10,8
para calcular N, e F'. Devido ao significado fisico de J, estas quanti-

dades podem ser escritas como®
F =T, (10.9)
Nesp = Jogp - €, 72 AQ (10.10)

onde Jiye (Jesp) é a corrente de probabilidade incidente (espalhada)
obtida substituindo-se ¥ em (10.8) por Wi, (Vesp). Logo, temos que a
corrente incidente é dada por

h

Jinc e
120

<e—zkzvezkz o ezkzve—zkz) ’

= e, (10.11)
W

3 Aqui estamos desprezando a interferéncia entre a onda incidente e a espalhada.
Num tratamento mais cuidadoso, além do escopo deste livro, pode-se mostrar que
os resultados obtidos abaixo estao corretos.
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ao passo que a corrente de probabilidade espalhada é

A efikr eikr
Jes = 5 * - C.L )
P 120 <f r v r ¢ C)
hk | f|?
= e (10.12)

onde conservamos apenas os termos mais importantes no limite r — oo.
Portanto, temos que

hk
F=— (10.13)
L
e também
hk, .
Nesp = 7|f| AQ . (1014)

Isto permite-nos obter a secao de choque diferencial deste processo, a

qual é dada por por
do

=169 (10.15)

Exercicio:

Mostre que este resultado independe da normalizagao adotada em (10.2),
i.e. se multiplicarmos esta por uma constante A nao alteraremos o re-
sultado (10.15).

Resumindo, o programa que devemos seguir para obter a se¢ao
de choque diferencial de um dado processo é resolver a equacao de
Schrodinger independente do tempo sujeita a condi¢ao de contorno de
espalhamento (10.2). Feito isto extraimos f da solucao obtida, e assim
obtemos do/d). A seguir faremos estes passos formalmente, visando
encontrar uma expressao para f, a qual dependera do comportamento
dos autoestados da hamiltoniana no limite r — oo.

10.2 Potenciais centrais: ondas parciais

Quando o potencial V(r) responsavel pelo espalhamento é esfericamente
simétrico, o momento angular é uma quantidade conservada visto que
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comuta com a hamiltoniana. Portanto, autoestados correspondendo
a diferentes valores do momento angular sao espalhados independen-
temente, sendo conveniente trabalhar-se na base em que o momento
angular é diagonal. No que segue escreveremos os autoestados da hamil-
toniana na forma ) Yim, 0 permite reduzir o problema de autovalores

de H a seguinte equacao radial

K2 2 R+ 1
__ﬂ + (V('f’) + ﬂ

=F 10.16
24 dr? ) u s ( )

2pur?

onde F é o autovalor associado a este autoestado. No limite r — oo
esta equacao toma a forma
n? d*uy
——— = Fuy, 10.17
241 dr? : ( )
onde assumimos que V' tende a zero suficientemente rapido neste limite.
A solucao geral desta equacao é

w(r) = A;sin <kr — %T + 51) , (10.18)

onde E = h*k?/2u, e A; e &; sdo constantes. Uma vez que A; é uma
constante multiplicativa, ja que este é um problema de autovalores,
podemos determinar a fase §; impondo apenas uma condigao de con-
torno, a qual deve ser u;(0) = 0. Lembre-se que esta condigao de con-
torno foi motivada no capitulo 9 e que a sua justificativa nao envolvia
a funcao de onda ser normalizavel.

Um fato importante acerca de (10.18) é que este comportamento
acarreta que o autoestado da hamiltoniana ¥ = Y}, nao satisfaz
a condigao de contorno de espalhamento (10.2)! Isto ocorre porque o
seno em (10.18) contém uma onda espalhada (e**") bem como uma onda
incidente (e~*7"). Logo, esta solucdo descreve uma onda incidente de
momento angular bem definido que ¢é espalhada pelo potencial V. Neste
caso a onda espalhada possui o mesmo momento angular da incidente,
uma vez que este é conservado.

Tendo em vista que os autoestados com energia E sao degenerados,
é natural fazer uma superposicao linear destes visando que esta obedega
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a condigao de contorno deste problema (10.2).* Logo, escrevemos

=3y Z Clm“l Yim(6,0) | (10.19)

=0 m=—1

onde desejamos obter os Cj,, de modo que (10.2) seja satisfeita. Uma
vez que o potencial é central e que Ui, = €'**, temos que ¥ nao depende
de ¢, por causa da simetria de rotacao em torno do eixo z que este
processo exibe. Logo, Cy,, = 0 para m # 0, o que nos conduz a

U= B2+ 1)i lu;{;(T)P(cosﬁ) : (10.20)
=0

onde os coeficientes da expansao foram escritos de maneira conveniente,
e também usamos que Yjy = QZ—erlPl(cos 0). Lembrando que °

eth* = gikreost — > (20 + 1)i'5;(kr)Pi(cosd) , (10.21)
1=0

temos, no limite r — oo, que

) 1 eikr 00 )
ikz 10
LN ﬂ . ;3(2”1) (Bie — 1) Pi(cosf)
7214:7" oo
—is
+ Z% - ZO (2 + 1) (=Bye™™ + 1) Pi(cos 0)10.22)
Para satisfazer (10.2) devemos impor que o coeficiente de e~**" seja
nulo, acarretando que '
B, = et (10.23)
Examinando (10.22) obtemos a amplitude de espalhamento f(6).
fO) = P2 (21 +1) (¢ — 1) Pi(cost) , (10.24)
1 o
— EZ (20 4+ 1) € sind; P(cosb) . (10.25)

4Lembre-se que a superposicio de autovetores com o mesmo autovalor também
é um autovetor.

SEsta relacio possui uma interpretacdo simples: uma particula livre em um
autoestado da energia e momento linear (lado esquerdo) estd sendo expresso em
termos de autoestados da energia e momento angular (lado direito).
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Portanto, a secao de choque diferencial, que é dada por |f|?, pode ser
escrita formalmente como uma série

d 1
°7 _ Z (20 + 1)(20' + 1) =% sin §; sin 6y Py(cos 0) Py (cos 6) |
Q- k2 17=0
(10.26)
a0 passo que a secao de choque total toma a forma
c= /dQ k2 Z (20 + 1) sin? 3, (10.27)
onde utilizamos que
/dQ Py(cos ) Py(cosf) = 2l n 15”/ (10.28)

10.2.1 Comentarios
Antes de passar a resolucao de alguns exemplos, é importante frisar os

seguintes pontos:

e Quando V(1) = 0, a solugao da equacao radial satisfazendo u(0) =
0 é dada por
w(r) =rj(kr), (10.29)

cujo comportamento assintotico para r — oo é
) I
w(r) — Cp sin | kr — 5 (10.30)

Portanto, temos que ¢; = 0. Logo, usando (10.27) obtemos o = 0,
como era de se esperar ja que uma particula livre nao deve sofrer
espalhamento.

e Note que a secao de choque total do processo é dada pela soma
incoerente das contribuicoes das ondas parciais (.

o A expressao formal (10.26) para do/dS2 é uma série sobre todas as
ondas parciais [ a qual, em geral, nao pode ser escrita como uma
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Figura 10.2: Visao classica do espalhamento por um potencial de curto
alcance: a linha tracejada representa a particula incidente enquanto
que a regiao escura o potencial espalhador.

expressao compacta. Somos entao levados naturalmente a per-
guntar quais as ondas parciais que mais contribuem para a se¢ao
de choque diferencial. Para responder esta questao, consideremos
um potencial com alcance a, i.e. V(r) = 0 para r > a. Ar-
gumentaremos que apenas as ondas parciais satisfazendo [ < ka
contribuem significativamente para do /dS2.

Classicamente esperamos que as particulas incidindo com um
parametro de impacto (b) maior que a nao vao interagir com o
potencial V', vide a figura 10.2. Logo, o momento angular maximo
que uma particula pode ter para ser espalhada é hk x a. Con-
seqilentemente, apenas as ondas satisfazendo | < ka deverao es-
palhadas.

O argumento no contexto da Mecanica Quantica para obtermos
esta conclusao é o seguinte: a funcao de onda do sistema para
r pequeno é da forma R; ~ j(kr), acarretando que o primeiro
maximo desta dé-se para kr ~ [. Logo, se | > ka a funcao
de onda serd pequena na regiao onde o potencial espalhador é
maior, acarretando que estas ondas parciais nao sentirao o efeito
de V. Por conseguinte, as ondas mais espalhadas sao aquelas que
satisfazem [ < ka.

Uma conseqiiéncia interessante deste argumento é que no limite
de baixas energias (ka < 1) apenas a onda s (I = 0) contribui
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para o. Neste caso a secao de choque diferencial é isotrépica ja
que Pp(cosf) = 1. Além disso, a secao de choque total é dada
por 4% sin® 6.

Para potenciais puramente atrativos (V' < 0) temos que §; > 0.
Isto ocorre pois a funcao de onda oscila mais rapidamente na
regiao em que o potencial é nao nulo, levando a um avanco na
fase com respeito ao caso livre (V' = 0). Analogamente, potenciais
puramente repulsivos (V' > 0) conduzem a §; < 0. Isto também
pode ser visto a partir da seguinte relacao entre o deslocamento
de fase, o potencial e o autoestado da energia u;:

: 2p [ ‘
sind; = —77 /0 dr ryj(kr)u(r)V (r) , (10.31)

onde a normalizagao que adotamos é tal que u;(r) — sin(kr —
I7/2 + §;) no limite r — oo.

Exercicio:

Demonstre a relacao acima.

Esta relacao em si nao é muito 1til pois para obtermos J; pre-
cisamos conhecer u;, sendo portanto um método complicado de
calcular o deslocamento de fase! Contudo, ela permite-nos fazer
aproximagoes. Supondo que o potencial seja fraco, podemos apro-
ximar o autoestado pela fungao de onda livre, i.e. u;(r) =~ krj,(kr)
que nos leva a

ok oo
%/0 dr 232 (kr)V (r) . (10.32)

Com isso podemos ver que o sinal de 9; é oposto ao do potencial.

sind; ~ —

10.3 Aplicacoes simples

Visando demonstrar o procedimento para o calculo da secao de choque
pelo método de ondas parciais, vamos resolver dois exemplos: poco
quadrado e esfera dura.
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10.3.1 Poco quadrado

Consideremos um sistema cujo potencial de interacao é dado por

) =W ose O<r<a
V('r’)—{ 0 s r>a , (10.33)

onde Vj > 0. A equacao radial

n? (rRy) (M + V('r’)) R, = ER, (10.34)

2ur dr? 2412

toma a forma

1 I(0+1
;W(TRI)JFk?Ile— <:; )R1:0 para r<a, (10.35)
1 & I(1+1
;W@Rl)‘f‘kzﬁ’l— (;; )Rz:O para r>a, (10.36)

onde definimos k"> = 2(E+Vp). Lembre-se que os estados descrevendo
espalhamento possuem E = h*k?/2p > 0. Visto que as equacoes acima

sao as mesmas de uma particula livre, temos que a solugao geral para
R é

Aigi(K'r) + Bimy(K'r) para r<a
R(r) = { Ciji(kr) + Diy(kr)  para r>a (10.37)
Para obter os ¢, iniciamos impondo a condigao de contorno ;(0) =
0, a qual implica que B; = 0. Utilizando a forma assintotica das funcoes
de Bessel esféricas vistas no capitulo anterior, é facil mostrar® que os
deslocamentos de fase sdo dados por D;/C; = — tan ;.
Uma vez que a expressao para R; possui duas formas, devemos re-
querer que R; e dR;/dr sejam continuas em r = a, acarretando que

Agi(K'a) = Ciji(ka) + Dimy(ka) , (10.38)
Al ji(K'a) Cikj|(ka) 4+ Diknj(ka) (10.39)

6Demonstre este fato!
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com a linha (") representando a derivagdo com respeito ao argumento
da funcao. Definindo a quantidade

_ Bila) _ 5(Ka)
avy (k) = %m) = Wia) (10.40)

podemos obter, a partir de (10.38) e (10.39), uma expressao simples
para ¢;.

kavjj(ka) — j,(ka)
kaym;(ka) —m(ka) -
A partir desta expressao podemos constatar que os deslocamentos de
fase 9; sdo fungoes de k, ou seja da energia da particula incidente.
Note que a informacao sobre o potencial encontra-se codificada nas
constantes ;.

tand; = (10.41)

Exercicio

Mostre que que esta ultima expressao é valida para qualquer potencial
de alcance a, desde que avaliemos (10.40) usando a correspondente
solucao R; para r < a.

Apesar de possuirmos uma expressao fechada para os deslocamentos
de fase (10.41) nao é facil, em geral, identificar quais as ondas parciais
que mais contribuem ou qual o comportamento de secao de choque
com a energia. Para ganharmos intuicao, analisemos este problema
no limite ka — 0, ou seja no limite de baixas energias. Verifiquemos
explicitamente que a secao de choque é dominada pela onda parcial
s (I = 0), como foi argumentado anteriormente. No capitulo anterior
vimos que

1% (20 — 1)

aip) = o m(p) — T (10.42)

no limite p — 0. Substituindo (10.42) em (10.41), vemos que no limite

de baixas energias

1 l’}/l —1
(21— DI (+ )y +1

(ka)? . (10.43)

tan d; ~
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Tendo em vista que tand; é pequena, seque que tand; ~ sind;. Com
isto, vemos a partir de (10.25) e (10.43) que a amplitude de espalha-
mento é proporcional a (ka)?. Portanto, a se¢dao de choque é dominada
pela onda [ = 0, exceto em caso excepcionais em que dy se anule. No
limite de baixas energias

ka
1+

sin dp =~ — (10.44)
Utilizando a forma explicita das fungoes de Bessel esféricas de ordem
zero podemos avaliar 7o a partir de (10.40).

1
tan(k’a)
L= k'a

1470 = (10.45)

Logo, no limite de baixas energias (ka — 0), a secao de choque diferen-
cial é isotropica por ser uma onda s e a se¢ao de choque total é dada
por

d
<7:47Td—;72 ~ 4ma? (1 —

(10.46)

tan k'a >
Ea '

Exercicio

Para o caso V < 0 (potencial repulsivo), mostre que a segdo de choque
total no limites de baixas energias é dada por

h w'a)?
o ~ dra? (1 - M) (10.47)
K'a
onde k? = —%%(E + V) > 0 neste limite.

10.3.2 Esfera dura

Analisemos agora o espalhamento de particulas por uma esfera dura, a
qual é descrita pelo potencial

V(r) :{ oot (10.48)
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A condigao de contorno que deve ser imposta é R;(a) = 0, uma vez
que R; se anula para r < a. A solugao geral para R; na regiao r > a é

Rl = Cljl(/{?’f’) -+ Dﬂ]l(/{?'f’) . (1049)

Lembrando que D;/C; = —tand; e impondo a condigao de contorno,

podemos concluir que

_ Jilka)
m(ka)
Analisemos o limite de baixas energias deste problema. Para £ — 0,

i.e. ka — 0, temos que

tan ¢, (10.50)

(ka>2l+1
(20 + D20 — 1)

tand; ~ — ~sind; ~ 0 , (10.51)

onde utilizamos (10.42). Portanto, temos que |&;| < |do| (I # 0) no
limite acima, o que significa que apenas a onda parcial [ = 0 contribui
significativamente. Isto ja era esperado tendo em vista a andlise feita
na secao anterior. Conseqiientemente neste limite

4
05 (2x0+1) 6 = 4ma®. (10.52)

Este resultado é quatro vezes a drea classica da esfera! Explique-o!

Exercicio

Analise o limite de altas energias deste problema e mostre que o resul-
tado é o = 2ma®. Explique o porqué deste limite fornecer uma resposta
diferente da cléssica, apesar de estarmos no limite de dtica geométrica!”

10.4 Teorema 6ptico

Uma propriedade importante da amplitude de espalhamento é que a
parte imagindria de f(0) estd relacionada com a segao de choque total

"Para maiores detalhes vide o livro R. Pierls, Surprises in Theoretical Physics,
Princeton University Press, 1979.
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do processo. Para tornar evidente este fato, calculemos f(0) a partir
de (10.25)

f(o)y = (20 + 1)e“ sin g

NE

(20 + 1)(cos §; sin & + i sin” &) | (10.53)

hE

e e )
T
o

N
Il
o

onde utilizamos que os polinoémios de Legendre satisfazem P(1) = 1.
Comparando esta expressao com (10.27) podemos notar que

o= %Sf(o) : (10.54)

onde o simbolo & representa a parte imagindria da expressao que o
segue.

A razao fisica para a existéncia desta relacao é a conservacao de
probabilidade: as particulas espalhadas devem ser retiradas do feixe
incidente e com isso a intensidade deste na diregao frontal (§ ~ 0) é
reduzida, sendo este fato codificado por S f(0). Para compreendermos
os detalhes desta relacao, deveriamos estudar meticulosamente a con-
servacao de probabilidade num espalhamento, o que nao faremos por
isto fugir aos nossos objetivos.

Uma analise cuidadosa do processo de espalhamento permiter-nos-
ia mostrar que a relagdo (10.54) é geral, valendo até para situagoes em
que o potencial nao é central, ou seja, quando f depende também do
angulo azimutal ¢.

10.5 Espalhamento ressonante

Podemos escrever a expressao para a secao de choque total na forma,

c=> o, (10.55)

com
47

- ﬁ@l + 1) sin®6; , (10.56)

o}
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onde explicitamos a contribuicao de cada onda parcial. Note que a
contribuicdo maxima que a onda parcial [ pode dar ocorre para sin® §; =
1, ou seja, quando 0;(k) = £7/2. Quando temos a ocorréncia de o,
maximo dizemos que o espalhamento € ressonante para uma dada
energia.

Existindo o espalhamento ressonante para a onda parcial [ com uma
energia F'r, podemos obter uma expressao aproximada para a secao de
choque como uma fungao da energia. Nosso ponto de partida sera que
0/(ER) = £7/2, o que implica em cot §;( Er) = 0. Portanto, expandindo
cot 0;(E) em série de Taylor em torno de Er temos que

d
cot §,(F) = cotdo)(ER)+ (E — ER)@ cot 5l(E)‘E:ER+_,_
2

~ — (B~ Ep), (10.57)

onde definimos —2/T" = d cot §;/dE avaliada em E = Eg. Substituindo
esta expressao em (10.56) resulta que

r2/4
(E— ERr)?+1?%/4"

47

~ 3

o (E) (20 +1) (10.58)

Esta & a férmula de Breit-Wigner, cujo comportamento com a energia
¢ dado pela figura 10.3.

10.5.1 Exemplo: potencial delta de casca

Analisemos o espalhamento da onda s (I = 0) por um potencial delta
de casca, o qual é dado por

V(r)=X(r—a). (10.59)

Este potencial é repulsivo ou atrativo se A > 0 ou A < 0, respectiva-
mente. A equagao radial satisfeita por ug(r) é
d2U0
dr?

onde definimos k? = 2uE /h? e o = 2u)\/h?. Para r # a a funcio delta
é nula e ug satisfaz a equagao radial de uma particula livre. Portanto,

+ [kQ —ad(r — a)} U, =0, (10.60)
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G—{A

t — B

Figura 10.3: Dependéncia da secao de choque parcial o; com a energia
proximo a uma ressonancia.

a solucao desejada possui a forma

| Asin(kr) para 1 <a
to(r) = { Bsin(kr +d0p) para r>a ’ (10.61)
onde ja impusemos que uo(0) = 0. A continuidade de uy para r=a
implica que
Asin(ka) = Bsin(ka + dp) , (10.62)
enquanto que o salto da derivada de uy conduz a
kB cos(ka + dg) — kA cos(ka) = aAsin(ka) . (10.63)
A partir das duas ultimas equacoes podemos concluir que
< 2 k
tand = —& S (ka) (10.64)

k14 5 sin(2ka) -

O espalhamento da onda s por este potencial é ressonante para
valores da energia que conduzam a |dg| = 7/2, i.e. |tandy| = oco. Logo,
a condicao para a existéncia de espalhamento ressonante é

2k

sin(2ka) =
a

(10.65)
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10.6 Efeito Ramsauer-Townsend

Ramsauer e Townsend observaram que o espalhamento de elétrons por
atomos de gases raros possuia uma secao de choque muito pequena
quando a energia dos elétrons é da ordem de 0.7 eV. Devida a baixa
energia dos elétrons, a contribuicao mais importante para a secao de
choque deste processo provém da onda s. A explicacao da pequena
secao de choque observada por Ramsauer e Townsend é que o deslo-
camento de fase (Jy) anula-se e conseqiientemente a segao de choque
também.

O espalhamento por um poco quadrado atrativo apresenta o efeito
Ramsauer-Townsend. Impondo que §y = 0 em (10.44), temos que

Ka = tan(k'a) , (10.66)

onde utilizamos (10.45). Lembre-se que k2 = 24(E+V;). A partir desta
equacao vemos que a secao de choque anula-se apenas para valores bem
determinados da energia.

10.7 Equacao integral para o espalhamento

O estudo do espalhamento de particulas por um potencial V' (x) requer
que estudemos o problema de autovalores da hamiltoniana sujeito a
condigao de contorno (10.2). Mais explicitamente, temos que resolver

2
(V2 +#12) 0 = h—’jV(x)\If , (10.67)
onde k> = 2uF/h®. Em algumas aplicacdes ¢é interessante substituir
(10.67) por uma equagao integral, a qual ji incorpore naturalmente a
condigao de contorno (10.2). Para tanto utilizaremos a fun¢ao de Green
G(x,x’) deste problema, a qual é a solucao de

(Vi + k32) G(x,x')=d(x—x), (10.68)
cujo comportamento assintético para |x| > |x/| é
oiklx|
G(x,x') — (10.69)

x|
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Note que G(x,x’) nada mais é do que a onda emergente gerada por
uma fonte pontual localizada em x’. Conhecendo-se G é facil verificar
que

U(x) = Wo(x) + / Bx’ Glx,x) 2PV ()0 (x) (10.70)

=¥y ; 72 .
é solugao de (10.67), caso ¥, seja uma solugao da equagao homogénea
(V2 + kE*)Uy = 0. A expressao (10.70) é uma solugao formal do pro-
blema de espalhamento uma vez que ¥ aparece nos dois lados desta
equacao, ou seja, (10.70) é uma equagao integral para ! (10.70) é a
equacao integral associada a (10.67), a qual pode acomodar a condigao

de contorno (10.2) caso facamos uma escolha conveniente para Wy.
Obtenhamos agora G. Para tanto devemos notar que G(x,x’) =
G(x — x') por causa da simetria de translacao de (10.68). Mais ainda,
a simetria de rotacao do problema permite escrever que G(x,x') =
G(|x — x’|). Agora escrevemos G na forma de uma transformada de

Fourier
G(R) = / g;;?) G(p) eP® | (10.71)

onde definimos R = x —x’ com o intuito de simplificar a notacao. Para
obter G(p) substituimos a ultima expressdao em (10.68) e utilizamos
que

d? ,
5(x — x') = / (2733 ¢PR (10.72)
o que conduz a
~ 1

Portanto, substituindo G em (10.71), temos que

d’p 1 o
G(R):—/W p2—k32 epR. (1074)

Usando coordenadas esféricas no espaco dos momentos com o eixo
z escolhido na dire¢ao de R escrevemos

G(R):—/OO dp Q/Zdeb /1dcosﬁ L_greoso (1 75)
o (2m)3 Py -1 p? — k2 ' '
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/\ PI

Figura 10.4: Contornos de integragao no plano complexo.

As integracoes angulares sao faceis e conduzem a

1 00 P 6i]oR _ 6—ipR
GR) =~y [ d . 10.76

(R) 2m2R Jo b p? — k? 21 ( )
Uma vez que o integrando em p é par podemos integrar de —oo até
400 desde que dividamos o resultado por 2.

l o D i —i
GR) = 5 [m dp 5T (" = ) (10.77)

A integral acima apresenta polos ao longo do eixo real de p em

p = £k, o que indica que devamos prosseguir com cautela. Para evitar

estas singularidades vamos deformar o contorno de integracao para o
percurso C da figura 10.4.%

Utilizando o teorema dos residuos para avaliar esta integral final-

mente obtemos que
N 1 eikR
GR)=G"(R)=—— . 10.78
(R)=G*(R) =~ (10.78)

8Mostre que apesar da mudanca do caminho de integracio (10.77) ainda é uma
solugao de (10.68).
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Poderiamos também haver escolhido o circuito Cy da figura acima , o
que conduziria a solucao
1 efikR

GR) =G (R) = —- = (10.79)

A solu¢ao G (G7) representa uma onda esférica emergente (incidente)
devido a fonte pontual (tipo d) que aparece no lado direito da equacao
de ondas (10.68).

Visando que a solugao ¥ de (10.70) satisfaca a condi¢ao de contorno
de espalhamento (10.2) escolheremos G e ¥y = €% 0 que nos leva a

, eiklx—x|
W(x) = et — :hg / &’ e VG (10.80)
A escolha acima de ¥, foi motivada pelo fato de que para V = 0 a
solucao deve descrever uma particula livre.

Verifiquemos que as escolhas acimas conduzem ao resultado dese-
jado. Para tanto, analisemos agora a forma que ¥ assume a grandes
distancias do potencial espalhador V/, i.e. para |x| > |x/|. Neste limite
temos que

x - x

x — x| = \/x2 +x? —2x-x =~ |x| — =t (10.81)
X
0 que permite concluir que no limite x — oo
U(x) — e — [ a / d*x’ e V(X)W (x) e (10.82)
2mh? Ix| '

onde definimos k = kx/|x|. Portanto, as escolhas para G e ¥, foram
acertadas, ja que U satisfaz (10.2). Além disso, desta ltima expressao
também inferimos que

£0,6) = ——t- / &Px e XV ()0 (x) . (10.83)
2mh
A tdltima expressao, apesar de elegante, na pratica é initil, uma vez
que para a utilizarmos devemos conhecer ¥ em todo o espaco. Todavia,
ela é utilizada para calculos aproximados, como veremos na préxima
secao.
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10.8 Aproximacao de Born

Intuitivamente esperamos que a funcao de onda de uma particula muito
energética difira pouco da de uma particula livre. Com isto em mente,
podemos desprezar o ultimo termo em (10.80), obtendo que ¥ ~ W,
Esta aproximacao é chamada de aproximacao de Born, a qual nada
mais é do que o primeiro termo da solugao de (10.80) iterativamente.
Neste caso, (10.83) fornece que

o0, 0) = — 11 / dx’ e XV (x') | (10.84)
2mh
onde q = k — ke, é proporcional ao momento transferido a particula
incidente. Portanto, nesta aproximagao, a amplitude de espalhamento
é proporcional a transformada de Fourier do potencial espalhador.
Para esta aproximagao ser valida o ultimo termo de (10.80) deve
ser desprezivel, i.e.

‘\I/(X) . ez’kz‘ — ‘ w /d3x/€

2k |x — x/|

ik|x—x/|

V(x)U(x)

< | Yol =1.
(10.85)

Levando-se em consideracao que a maior distorcao de W, ocorre em
x = 0, devemos entao ter que

ik|x'|

I /d3 1€ I\I/ /
‘27_(_712 X |X/| V(X) (X)

<1. (10.86)

No caso de V' depender apenas de r esta condicao reduz-se a

2 -
hT'l;{: ‘/dr' etk sin(kr")V (r")

<1. (10.87)

Podemos mostrar, a partir desta tultima condigao, que esta aproxi-
macao é boa em duas situacoes”:

1. Para potenciais fracos, i.e. Vpa pequeno. Neste caso a condicao
que deve ser satisfeita independe da energia da particula incidente

é 2
Voa? < m (10.88)

9Mostre as duas condicdes a seguir.
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2. Para particulas bastante energéticas, i.e. k grande. Isto sera

verdade se
paVy

2
h7k
Fisicamente estas condicoes significam apenas que a particula en-

contra-se aproximadamente livre. Isto nao deveria ser uma surpresa, ja
que este foi o nosso ponto de partida.

< 1. (10.89)

10.8.1 Exemplo: potencial coulombiano blindado

Nosso primeiro exemplo serd o espalhamento por um potencial esferi-
camente simétrico dado por
Ze?
V(r)=——e X", (10.90)
r

o qual representa o potencial de uma carga Ze que se encontra blin-
dada (cercada) por uma outra distribui¢ao de cargas. Para calcularmos
(10.84) com este potencial escolhemos o eixo 2’ na diregao de q. Agora
as integrais angulares sao simples e fornecem
A 2uZe?

e? [
dr sin(gr)e ™ = «————— . 10.91
*q /0 (ar) R (¢ + x?) (1091)

fB(0) = 2;;

Logo, utilizando que q* = 2k?(1 — cos ) = 4k?sin? (g), temos que

do 4> 7%t
dQ  h*(4k?sin® gy

(10.92)

Formalmente podemos obter a secao de choque para o espalhamento
coulombiano tomando o limite x — 0, o que permite obter

do urz2et

—_— = 10.93
dY  4ptsin? g ( )

Curiosamente, esta resposta coincide com a resposta quantica e a clas-
sica, apesar da aproximacao de Born nao poder ser aplicada ao espa-
lhamento coulombiano, visto que a condigao de validade (10.87) nao é
satisfeita. Isto é evidente quando olhamos para a a integral na equacao
(10.91) visto que esta nao estd bem definida para y = 0!
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10.8.2 Exemplo: espalhamento por um atomo

Consideremos o espalhamento de um elétron por um atomo, o qual sera
representado por sua densidade de carga elétrica —ep(r).!? Podemos
associar uma densidade de carga —ep a um sistema de N elétrons no
estado W(ry,...,ry) através de

N
plr) =3 [ dridiry ox - v WP (10.94)
i=1
Portanto, o potencial de interacao neste problema sera dado por
Z /
V(r)=Z'ée [— — /d?’r’ 7p(r) ] , (10.95)
r lr — /|

onde Z é a carga do ntcleo e Z/ = —1 para o espalhamento de elétrons.
Neste ponto é 6bvio que nao podemos resolver exatamente este pro-
blema, logo utilizaremos a aproximagao de Born. A partir de (10.89)
podemos concluir (mostre) que esta aproximagao é valida se
v 27
-> —, 10.96
c 137 ( )
onde v (c¢) é a velocidade do elétron (luz). Note que v nao pode ser
arbitraria ja que a Mecanica Quantica é uma teoria nao relativistica, e
portanto deve ser menor que c.
Na aproximacao de Born temos que

o= =3 : - [ ey
= 27r7,$2q2 /d3r \V& (eiiq'r) V(r)
— QW;ZQqQ / dr e TRV (1) | (10.97)
onde integramos por partes e q°> = 4k?sin? g. Agora utilizando a

equacao de Poisson

V2V (r) = —4nZ'e* (Z5(r) — p(r)) , (10.98)

10Estamos aqui simplificando o problema, j& que nao consideramos o problema
de muitos corpos envolvendo o elétron incidente e os atomicos.
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obtemos que

——— (Z - F(q)) , (10.99)

onde o fator de forma F' nada mais é do que a transformada de Fourier
de p.

F(q) = / dPr e~ p(r) (10.100)
Logo, a secao de choque diferencial deste processo é

do 427 9

—=—-—|Z-F 10.101

= mlZ - Fa)l (10.101)

onde aq é o raio de Bohr.

Exercicio

Analise esta expressao nos limites q — 0 e ¢ — 0o0. Mostre que no
ultimo limite do/dS) é dado apenas pelo espalhamento pelo nicleo.
Interprete fisicamente os seus resultados.




