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APENDICE A

Breve Introducao a Teoria da
Probabilidade

A Mecanica Quantica traz em sua estrutura objetos que, independente
de qualquer postulado interpretativo, sao descritos em Matematica no
contexto da Teoria das Probabilidades. Os postulados interpretativos
tornam-se naturais do ponto de vista conceitual ao constatarmos esse
fato. Este apéndice tem por objetivo sumarizar e familiarizar o leitor
com esse instrumental matematico.

A.1 Conceitos basicos

A teoria da probabilidade é o capitulo da Matematica que fornece as
ferramentas conceituais para a andlise de fenomenos que em Ciéncias
Naturais sao classificados como aleatorios. A palavra aleatério é usada
para contrastar com a palavra deterministico no seguinte sentido. Con-
sideremos um conjunto C de condicoes sob as quais um determinado
experimento é realizado. Um determinado evento A é denominado
certo, sequro ou necessdrio se cada vez que o experimento for reali-
zado observando-se exatamente as mesmas condigoes C, verificar-se a
ocorréncia do evento A. Se ao contrario sob as mesmas condigoes C o
evento A nunca ocorre, ele é declarado impossivel. Um sistema fisico é
dito deterministico quando cada evento pode ser apenas necessario ou
impossivel.
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Exemplo: Se um objeto apenas sob a acao da forca da gravidade,
num local onde a aceleracao da gravidade tem o valor g, for abando-
nado com velocidade inicial zero e a uma altura h do solo (conjunto C
de condigbes), entao necessariamente o objeto atingird o solo com ve-
locidade v = y/2gh (evento A). De maneira geral, todos os fenomenos
descritos no ambito da Mecanica Classica, quando o conjunto C de
condicoes fornece com precisao absoluta as posicoes e velocidades inici-
ais de todas as particulas envolvidas bem como as for¢as atuantes, sao
deterministicos, isto é, todo evento é necessario ou impossivel.

H& porém fenomenos para os quais a especificacao de um conjunto
C de condicoes pode ser insuficiente para que um determinado evento
A seja apenas necessario ou impossivel, i.e. o0 evento A as vezes ocorre
e as vezes nao. Tais fenomenos sao alcunhados de aleatdrios.

Exemplo: Os exemplos mais tipicos sdo os lancamentos de um mesmo
dado ou de uma mesma moeda (conjunto C de condigoes) e os eventos
referem-se aos resultados, por exemplo, A = dar cara no lancamento
da moeda ou dar o nimero 4 no lancamento do dado. Note que se
o conjunto C de condicoes fornecer exatamente a posicao inicial e ve-
locidade inicial de todos os pontos dos sélidos envolvidos entao esses
dois fenomenos sao de natureza deterministica: é sé a nossa ignorancia
sobre as condicoes iniciais bem como a dificuldade de precisa-las de
forma absoluta que determinam o carater aleatorio desses fenomenos.
Uma descoberta relativamente recente mostra porém que os chamados
sistemas cadticos, embora descritos no ambito da Mecanica Cléssica e
portanto deterministicos, por apresentarem extrema sensibilidade em
relacao as condicoes iniciais, devem ser tratados como aleatorios ja que
minimas incertezas com relacao as condigoes iniciais implicam num grau
imprevisibilidade quase que absoluto.

A.1.1 Espaco amostral

Dado um fenomeno aleatério, tal como o resultado de uma roleta ou
de um dado, definimos 0o ESPACO AMOSTRAL S como sendo o
conjunto de todos os resultados possiveis.
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Exemplos:

e Para descrever o resultado do lancamento de uma moeda temos

um espago amostral com 2 elementos, a saber, Sp = {—1, +1}
onde o ponto —1 representa C' = cara e +1 representa K = coroa.
E claro que o conjunto Sy pode ser substituido por qualquer con-
junto com exatamente dois elementos.

No caso do lancamento de 1 dado o espaco amostral pode ser
representado pelo conjunto S; = {1,2,3,4,5,6}.

Para o lancamento de 2 dados o espaco amostral é dado pelo
produto cartesiano Sy = S xS = {(1,1),(1,2),(1,3), ..., (6,5),
(6,6)} = {z = (v1,29) | 7, € S1, i = 1,2} com 36 elementos.
Analogamente o lancamento de N dados pode ser descrito por
S=(S)N ={x = (v,29,...,2n) | 2; € S1, i =1,2,..., N} ou
por qualquer conjunto com 6V elementos.

No lancamento de 3 moedas podemos utilizar

S, = {(CCO), (CCK), (CKC), (KCO),
(CKK), (KCK), (KKC), (KKK)}
= [C,K} x {C,K} x {C,K}

com 2% elementos, ou simplesmente Sz = (Sy)* = {z = (21, 79, 73)
| x; € Sp, 1 =1,2,3}. De novo, para o lancamento de N moedas
podemos tomar como espaco amostral o produto cartesiano S =

(So)N:{IE:(JIl,Z'Q,...,Z'N) ‘IEZ'ESU, 221,2,,]\]}

De maneira geral se S é o espaco amostral que descreve um de-
terminado fenomeno aleatério, o espaco adequado para descrever
N repeticoes dependentes ou independentes do experimento é o
produto cartesiano (S)N = {x = (z1,79,...,7x) | 2; € S, 1 =
1,2,...,N}.

e O espaco amostral que representa a posicao num dado instante
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de uma, particula executando movimento Browniano pode ser des-
crito por S = R3.

A vida util de lampadas em horas esta associada ao espaco amos-
tral S = {z € R | 0 < 2 <5000 horas}.

2 Eventos

Definimos um EVENTO (F) como sendo qualquer subconjunto do
espaco amostral. Nas aplicacoes praticas um evento refere-se a algum
aspecto observavel num determinado experimento com espaco amostral

S dado.

Exemplos:

Dado S; acima, podemos considerar os seguintes eventos:

E; ={1,3,5}, isto é, o resultado é impar.
E, ={2,4,6}, isto é, o resultado é par.
E; =1{1,2,3,5}, isto é, o resultado é primo.

Para o espaco Sy acima, podemos ter F; = {(2,2), (1,3), (3,1)}
= {(x1,29) € Sy | x1+x9 = 4}, isto é, soma 4 em 2 lancamentos.

No langamento de trés moedas Ss: F} = {2 ou mais caras} =
{(CcCO),(CCK),(CKC),(KCC)} correspondendo a proprieda-
de de haver pelo menos 2 “caras ” em 3 lancamentos da moeda.
Alternativamente o conjunto F} pode ser descrito através de F; =
{z = (1,29, 23) € Ss|x1 + 29 + 25 < —1}.

Duas pessoas combinam de se encontrar em um determinado local
no intervalo de tempo que vai das 2 até as 3 horas da tarde, com a
condicao de que uma so espera pela outra por no maximo 10 min-
utos. Supondo que as pessoas chegarao aleatoriamente ao local
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dentro do intervalo de tempo combinado, o espaco amostral ade-
quado pode ser descrito como Sy = [0,60]> = {z = (z1,79) | 7; €
[0,60], © = 1,2}. O evento E correspondente a ocorréncia do
encontro ¢ dado por

E:{CE€S4HJI1—CE2|<10}.

E conveniente introduzir dois eventos triviais:

E =S5 = -evento certo pois sempre ocorre;

E =0 (vazio) = evento impossivel visto que nunca ocorre.

Mais ainda, dados dois ou mais eventos E e F', podemos gerar novos
eventos através das operacoes usuais de conjuntos: F U F, E N F,
E\F. Assim, dado um evento E, definimos o seu evento complementar
E¢=S\E.

Definicao: dizemos que dois eventos E e F sao eventos mutua-
mente exclusivos se £ N F = (.

Exemplos:

e Em S, os eventos F; e 5 acima, sao mutuamente exclusivos dado
que E; N Ey = (.

e Em S; definindo F;, = {KKK}, segue que Fy e Fy sdo mutua-
mente exclusivos ja que Fy N EFy = ().

A.2 Probabilidades

Existem fenomenos aleatorios que apresentam uma caracteristica nota-
vel: dado o conjunto C de condicoes, embora elas sejam insuficientes
para que um determinado evento A seja certo ou impossivel, repetindo-
se 0 experimento N vezes observa-se que a fracao

na

N Y
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onde n4 é o nimero de vezes em que o evento A ocorreu, tende a
estabilizar-se quando NN cresce, convergindo para um numero que de-
notaremos por

Quando um feno6meno aleatdrio apresenta esta notavel propriedade para
todo evento A, dizemos que esse sistema é probabilistico ou estocdstico
e que o numero p, é a probabilidade do evento A. Para um tal sistema
o numero p, representa a freqiiéncia de ocorréncia do evento A .

Essas consideracoes juntamente com as propriedades de freqiiéncias
motivam a introducao de definicao abaixo.

Definicao: A cada evento E de um espaco amostral S associamos um
numero real P(F), chamado probabilidade, o qual satisfaz as seguintes
propriedades:

1.0<P(E)<1,
2. P(S)=1,

3. Se os eventos F;, i = 1,2,... sao mutuamente exclusivos entao

P(UE;) = 3., P(E).

Exemplos:

e No lancamento de um dado honesto, a probabilidade de uma dada
face é 1/6, i.e. para o espaco amostral S;se E = {z} é um
conjunto com um tnico elemento z € S, entao P(E) = 1. A
probabilidade de um evento qualquer é obtida a partir destas

utilizando a propriedade (3) acima.'

e Uma classe muito grande de exemplos pode ser descrita através
de espacos amostrais finitos, i.e., S é uma colecao finita

S = {xla "'7'7"1\7}

IExercicio: Mostre este fato, e compute a probabilidade do evento associado
ao resultado ser primo.
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de elementos. Nesse caso a probabilidade P(F) de um evento
qualquer E C S pode, como no exemplo acima, ser completa-
mente definida a partir de uma cole¢ao de N nimeros {p, ..., pn}

satisfazendo N
Di > 0 ) sz =1 ;
i=1
onde
e
P(E) = Z pi -
T, €EE

Por exemplo, se todos os resultados possiveis z; tem a mesma
frequéncia de ocorréncia temos

1
pl - N I
em cujo caso a probabilidade de um evento E é dada por
ng
P(F)=—
( ) N )

onde ng é o nimero de elementos no conjunto E.

e No exemplo das 3 moedas lancadas independentemente, i.e. para
o espaco amostral S; a probabilidade de uma seqiiéncia © € Sz é

pe = 1/8.

e Consideremos o lancamento de dois dados que é descrito pelo
espaco amostral S,. A probabilidade de no segundo lancamento
sair 2 ou 3, i.e. a probabilidade do evento F = {z | z9 € {2,3}}

1

¢ dada por P(F) = 3. Justifique esse resultado intuitivamente

6bvio a partir da defini¢ao de P(E).

e Considere o espaco amostral Sy = [0, 60]? introduzido acima para
descrever o problema do encontro de suas pessoas. A probabili-
dade de um evento qualquer F' C S; é dada pela razao

3 F
P(F) — area de

drea de S,
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Exercicio: Calcule a probabilidade P(E) de ocorrer o encontro.

e De maneira geral a escolha aleatéria de um nimero real no inter-
valo S5 = [a, b], onde a < b, tem a probabilidade do nimero estar
em E C S; dada por

onde |E| é o comprimento do conjunto E.

A.2.1 Propriedades da probabilidade

Pode-se demonstrar? que a definicao dada para a probabilidade P con-
duz as seguintes propriedades:

1.

"U

o) = (Dica: use S =SU¢ e o axioma (3))

(
2. P(E)=1-P(E) (Use que S=FE+ E°, ENE°=¢)
3. P(EUF)=P(E)+P(F) - P(ENF)

(

4. P(EUF)=P(E)+P(E°NF)

A.2.2 Distribuicoes de probabilidade

Para espacos amostrais continuos, como nos dois exemplos anteriores,
a situacao mais tipica é quando S C R" e a probabilidade de even-
tos é definida através de uma funcao p : S — R com as seguintes
propriedades:

a) p(z ) > 0, para todo = (z1,...,x,) € S e
[5 r)d'x =1.

A probabilidade de evento F C S é entao expressa através de

P(E) = [Ep(r) d"x .

2Demonstre estas propriedades!
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Por essa razao a funcao p é denominada de densidade de probabilidade.

Exercicio: Determine as densidades de probabilidade nos dois exem-
plos anteriores.

Exemplos:

e Naretareal, S = R algumas densidades de probabilidade freqiien-
tes sao:

1. Distribuicao gaussiana, definida através de 2 parametros o >

Oexy € R
p(x) = 1 exp [M]

V2T o 202

2. Distribuicao de Cauchy com parametro v > 0

(z) 771
p a2+ 2

3. Distribuicao exponencial com parametro vy > 0

e sex >0
p(x)_{[]se.rg[]

Exercicio: Verifique que as 3 funcdes p acima definem densidades de
probabilidade.

e Se uma particula em R? parte da origem no instante t = 0 e ex-
ecuta um movimento Browniano num meio com constante de di-
fusao D, a probabilidade da particula no instante ¢ > 0 encontrar-
se no conjunto E C R? é dada através da densidade de probabi-

lidade
1

f2
pu (&) = —— exp [——} |
(47tD)? 4tD

Exercicio: Verifique que a funcio p; tem as propriedades caracteris-
ticas de uma densidade de probabilidade.
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A.2.3 Distribuicoes mistas

Espacos amostrais continuos podem também acomodar densidades de
probabilidade concentradas em pontos, com isso sendo possivel tratar
espacos amostrais discretos através de densidades de probabilidade. Por
exemplo, consideremos o espaco discreto Sy = {a;, a9, ...,a, | a; € R},
com probabilidades P(a;) = p; > 0, que satisfazem

Zpi =1.
i—1

Entao, a funcao generalizada definida no espaco amostral S = R

p(r) = ZWS (z — a;)

pode ser usada para definir probabilidades de eventos E' C R, através
de

P(E) — [ doolo)
= Zpi,

i€l

0 que esta de acordo com o que vimos anteriormente. Neste caso dize-

mos que a probabilidade esta concentrada nos pontos a;, 2 = 1,...,n,
pois P(E) = 0 se o conjunto F nao contiver nenhum dos pontos
a1y --.,0n.

Exercicio: Verifique que a funcdo generalizada p define uma densi-
dade de probabilidade e que P(E) tem as propriedades de probabili-
dade.

Em espacos amostrais continuos podemos acomodar superposicoes
de densidades continuas com densidades concentradas em um conjunto
contavel de pontos. Vejamos isto através de alguns exemplos.
Exemplos:

e Considere S =R e

p(z) = apy (z) + Bp2 (v)
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onde > 0,8 >0, a4+ =1com p; e py sendo densidades de
probabilidade. Entao, p também é uma densidade de probabili-
dade; verifique! Se p; for por exemplo a densidade

P = Zpifs (z —ai) ,
i=1

como acima e py for uma distribuicao continua, como por exemplo
a gaussiana, de Cauchy ou qualquer outra dada por uma funcao
positiva integravel, tem-se entao uma densidade mista

P(E) :aZpi+ﬁ/Fpg(:r)dx.

1€ER

e No exemplo do movimento Browniano a densidade p; que é conti-
nua para t > 0, entretanto, no limite £ — 0, produz a densidade
discreta

po (&) =limp, = §.(7)

consistente com a condicao de que a particula estava na origem
em t = 0; justifique esta afirmativa! Sugestao: verifique antes
que o mesmo efeito ocorre para as distribuicoes gaussiana e de
Cauchy nos limites 0 — 0 e v — 0, respectivamente.

A.2.4 Eventos Independentes

Em um fenomeno aleatério dois eventos sao ditos independentes se
ocorréncia ou nao ocorréncia de um deles nao afetar a ocorréncia do
outro. Tipicamente tem-se em mente exemplos tais como no langcamento
de 2 dados, onde um dos eventos refere-se somente ao resultado do
primeiro dado e outro somente ao resultado do segundo dado. Do ponto
de vista formal temos

Definicao: Em um espaco de probabilidade com espaco amostral
S e com probabilidade P, dois eventos E e F' sao independentes se
P(ENF)=P(F)x P(F).
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Exemplos:

e No lancamento de 3 moedas os eventos £ = cara na primeira
={z € S;3 |xr; = —1} e F = coroa na segunda = {z € S; |qxs =
+1} = sao independentes. Por outro lado, os eventos G = {z €
Sy | x14+1x9 =0} e H={x € S3| 21 —x9 = 0} ndo independentes.
Verifique estas afirmativas.

e Exemplos tipicos de eventos independentes sao produzidos da
seguinte forma:

1. Considere dois espacos amostrais finitos: S = {x1,...,2,}
e R = {y1,...,ym} com probabilidades definidas a partir
dos nimeros p; = P{z;}, i = 1,...,n e q; = Ply;}, j =
1,...,m e formemos o espaco amostral produto T = S x
R = {(z;,y;),i = 1,..,n; j = 1,...,m} com probabilidade
definida através de

pij = P{(zi,y;)} = pig; -

Nessas condicoes os eventos £ = A x Re FF = S x B sao
independentes qualquer que sejam A C S e B C R.

2. Considere dois espacos amostrais S; e Sy continuos, por
exemplo S; = S5 = R e duas densidades p; e ps em R.
A funcao

p (1, 22) = p1 (21) p1 (72)
define entao uma densidade de probabilidade em S; x Sy =

R2. Nessas condicoes os eventos E = Ax Sy e F =85, x B
sao independentes.

Exercicio. Verifique a independéncia dos eventos E e F nos dois
exemplos acima.

e Menos trivial do que os casos acima descritos é o seguinte exem-
plo. Considere em S = R? a densidade gaussiana
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e mostre que os eventos E = {zx = (x1,29) | (1 +m3) € A}
e B = {x = (z1,29) | (1 —x2) € B}, onde A,B C R sao
conjuntos arbitrarios, sao independentes.

A.3 Variaveis Aleatdrias

Em fenomenos aleatérios é natural associar a cada resultado possivel de
um experimento um numero real. Isto é feito definindo-se uma variavel
aleatéria f, a qual é uma funcao no espaco amostral S.

F:SSR,
reS—f(x)eR.

Exemplos:

e No caso do lancamento de um dado, 7.e. no espaco amostral
S; ={1,...,6} as fungoes

fi(x)

fo ()
que descrevem respectivamente o resultado de um experimento e
o quadrado do resultado sao varidveis aleatdrias.

€,
JIQ,

e No lancamento de 3 moedas, i.e. para o espaco amostral S =
3 -
(Sp)” as fungoes

filz) =21, falz) =2s, f3(x) =u3,
g(z) = %(xl + 29 +23)

hiz) =3 (@f +a3+a3)
com x = (x1,29,23) € S, definem varidveis aleatérias, onde f;
corresponde ao resultado do i-ésimo lancamento, g a média dos
resultados dos 3 lancamentos e h a média dos quadrados dos re-
sultados dos 3 lancamentos.
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N :
e No lancamento de N moedas, S = (S;)" podemos definir de
forma andloga as variaveis aleatdrias

fo(x)=2,,n=1.,N
g@) =% @ +..tay) =23V @,
hiz)=4 (4. +a2%) =+ 30 22

com as mesmas interpretacoes do caso N = 3.

e Um exemplo de variavel aleatéria em um espaco de probabilidade
é a funcao indicatriz xyg de um evento E, definida por

(z) = lsex e FE
XB L) = Osex ¢ E

e No caso do movimento Browniano em R? podemos definir por
exemplo as seguintes variaveis aleatorias:

fi (@) = a; parai =1,2,3,

2\ 2 2 2
r(7) = \/-T12+ x5 + 13,
=2\ = _ .2 2 2
9 (%) =r(2)" =i +a3+a3,
que representam respectivamente as coordenadas da particula, a

distancia e o quadrado da distancia da particula a origem.

A.3.1 Distribuicao de probabilidades

Consideremos um espago amostral finito, i.e. S ={z;, i =1,2,...,N}
com probabilidades definidas a partir dos numeros p; = P{z;}, i =
1,..., N e uma variavel aleatéria f com valores no conjunto imagem

f(S) = {a,a9,...,ax}, onde K < N pois podemos ter f(x;) = f(z;)
embora x; # z;. Podemos entao definir probabilidades no conjunto
imagem {ay, as, ..., ax } através de

G =P{f ' (a)},ji=1..K
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i.e. 0s numeros ¢; representam as probabilidades dos eventos E; =
{z € S| f(z) = a;}, ou seja, a probabilidade da funcao f assumir o
valor a;. Por isso escrevemos também

g =P{f =a;} .
A colecao {qi,...,qx} é a distribui¢ao de probabilidades da varidvel
aleatéria f. Note que
gj =2 0 e que
> Kg=1,
j=1
logo, definindo probabilidades no conjunto imagem f(S) = {a1,...,ax}.

Exemplos:

e No espaco amostral S;, correspondente a um dado, a variavel
aleatoria fo definida acima tem um conjunto imagem

1 9 25
f2 (51) = {(ll = Z,UQ = 1,0/3 = Z}

possuindo a seguinte distribuicao de probabilidade

1
41 = Qg2 = g3 = 3
e Para o lancamento de trés moedas S = (Sp)°, e as varidveis
aleatorias f; e g definidas acima temos f; (S) = {a; = —1,ay =

+1}, e as probabilidades

5=Plf=m}=p=P{f=a}=

egq (S) = {bl = —1,b2 = —%,bg = +%,b4 = +1}, com

Ch:P{f:U/l}:%,
QQ:P{.f:b2}:%7
Q3:P{f:b3}:%;
Q4:P{f:b4}:%-
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Caso continuo

Consideremos agora um espaco amostral S continuo no qual temos
uma probabilidade P definida. Dada uma variavel aleatéria f em S,
i.e. uma funcao com imagem A contida em R, podemos de maneira
analoga ao que foi feito no caso de espacos amostrais finitos definir uma
distribuicao de probabilidade P; em R através da férmula

Py (A) =P(f ' (4)=P({z eS| f(z) €A},

i.e. P;(A) é a probabilidade da fungao f tomar valores em A, e por
isso escrevemos também

P;(A)=P(feA).

Exemplo: Consideremos em R as varidveis aleatérias f; (r) = z e
fo () = 2 e consideremos em R a probabilidade P. Podemos entao
calcular

P (A)=P(4),

P;, (A)=P(z* € A) .

Se por exemplo a probabilidade P for definida por uma densidade p e
A =10,a] onde a > 0 entao

Py (0.0) = [ oo,

Ja
Pull.a)= [ oo

De maneira geral a distribuicao de probabilidade de uma variavel
aleatdria f pode ser dada por uma densidade p; definida por

Py(A) =P(f € 4) = [ psla)ds.

A funcao py é a densidade de probabilidade da varidvel aleatéria f,
sendo py (z) dx a probabilidade de a varidvel f tomar valores entre z e
x +dz . A densidade p; tem as propriedades:
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v
o

ps (x)

e /pf(x)dx ~ 1

Exemplo: Nos dois exemplos acima podemos calcular Pf € pPf,, Te-
sultando que

pp (x) = p(z)

i) = { G 20
0sexz <0
Definigao: Dizemos que uma variavel aleatoria f é discreta se o con-
junto f (S) de valores que ela pode tomar for um conjunto enumerdvel.
Quando os valores assumidos por uma variavel aleatoria f formam
um conjunto ndo enumerdvel dizemos que f é uma varidvel aleatoria
continua.

No caso de uma variavel aleatéria f discreta temos a opcao de con-
siderar o conjunto imagem f(S) = {a;, i = 1,2,...} como feito no
caso de um espaco finito e definir uma distribuicao de probabilidade
¢; = P(f = a;), ou entao considerar o conjunto imagem f (S) como um
subconjunto de R e definir a sua densidade de probabilidade utilizando

pr(x) = ZWS (z —a;) .

Exemplo: Considere a varidvel aleatéria
f:S—=R,

que assume somente os valores inteiros nao negativos £ = 0,1,.... f

descreve, por exemplo, o nimero de vezes que ocorre determinado fato.
) M)

Caso facamos a escolha

e A\k

g =P(f=k) = u
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onde A > 0, dizemos que a variavel aleatéria f tem uma distribuicao
de Poisson com densidade \.?> Esta varidvel aleatéria também pode ser
caracterizada por

prle) =32 S S k)

k=1

Consideremos simultaneamente duas varidveis aleatérias f e fo num
espaco amostral, ou seja, consideremos a probabilidade de simultanea-
mente fi e fy assumirem valores em conjuntos A;e A, respectivamente.
Essas probabilidades determinam probabilidades Py, ;, em R? através
da seguinte formula.

Pr g (A x Ay) =P (fi 1 (A) N fy 1 (A) =P (fi € (A1), f2 € (A2))

Analogamente obtemos a distribuicao (py, f, (21, 22)) de probabilidade
conjunta definida pela relacao

Pfl,f2 (B) = // Pfi,f2 ('7"17'7:2) dxydxy .
B

A funcao py, 4, tem as propriedades de uma densidade de probabilidade
em R?, e P o (1, 29) dridxy é a probabilidade de f; estar entre z; e
1 + dxq e de f, estar entre x5 e 19 + dxy .

Definicao: Em um espaco de probabilidade com espaco amostral S
e probabilidade P, duas variaveis aleatorias f; e fy sao ditas indepen-
dentes se os eventos F; = f, '(A1) e By = f, ' (Ajy) sdo independentes,
i.e. P(EyNEy) = P(F)) - P(E,), qualquer que seja a escolha dos
conjuntos A;e Ay C R. Em outras palavras se

P(fi € (A1), fr € (A2)) =P(fi € A1) - P(f2 € (42)) ,

ou ainda, todos os eventos que se referem somente a variavel aleatéria
f1 sao independentes de todos os eventos que referem somente a variavel

3Verifique que a colecio de nimeros g; realmente definem uma distribuicio de
probabilidades.
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aleatéria fy. Se fi e fy sao independentes entao a distribuicao conjunta
Pf.1. satisfaz a propriedade de fatorizacao

Pt ts (T1, T2) = ppy (1) py, (2) -

Exemplo: Consideremos o espaco amostral S = R? com a distribuicao
gaussiana de probabilidade

1 x3 + 23
p(1,m2) = o exp <%)

As variaveis aleatérias fi = x1 e fo = xo sao independentes. Mais
ainda, as variaveis aleatorias f3 = 1+ x5 e f4 = 1 — x5 também o sao.
Verifique estas afirmativas!

A.4 Momentos

Definiremos alguns parametros, chamados momentos, que servem para
caracterizar uma distribuicao de probabilidade discreta ou continua de
uma variavel aleatoria.

A.4.1 Média

A média, ou esperanca matematica, denotada por (f), da varidvel
aleatoria f, definida em um espaco amostral S com probabilidade P, é
definida da seguinte maneira:

a) Se S for um conjunto enumerdvel, finito ou infinito, S = {x,
Tg, ...} com P(x;) = p;, entao

(fy=>_ flz)pi .

i>1

De um ponto de vista heuristico, é razoavel esperar que este para-
metro estime a média dos valores obtidos para a variavel aleatoria em
uma sequéncia grande de “sorteios” repetidos. Esse tipo de afirmativa
sera mais esclarecida quando discutirmos a “lei dos grandes nimeros ”.
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Uma maneira alternativa para calcular é somando-se sobre os possi-
veis valores f e nao sobre os pontos no espaco amostral. Assim suponha
que variavel aleatéria f possa assumir os valores no conjunto (finito ou
infinito) {yx, £ = 1,2,...} com probabilidades ¢, = P(f = yx). A
expressao acima pode entao ser escrita da seguinte forma:

f) = Zf(Tz)pz = Z {yk 4f(Z)_ pz}

i>1 k>1
Ora
Z Di =4k
il f(zi) =y
e portanto
= Z f(zi)pi = Z YrAx -
i>1 k>1
Exemplos:

e Consideremos o langamento de um dado, i.e. S7 = {1,...,6}, p; =
% e as varidveis aleatdrias f; = i e fo = (1—(f1))? Podemos entdo
calcular

6
1
(f1) :Z 6: (14+2+3+4+5+6) =

26: 1/ 7\° 1/(/1\° (3 ? L[5 ?

= —_ 12— — = — - p— — — — )

~ 6 2 3\2 3\2 3\2

No célculo de (f5) as duas férmulas correspondem as duas maneiras
possiveis de calcular o valor médio, como descrito acima.

e No lancamento de 3 moedas, i.e. S = (Sp)* com p, = (%)3 para
todo x = (1, x9,23) € S, podemos calcular o valor médio das
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funcoes f;, g e h definidas anteriormente:

(i) = Yoes (3) i = (3) (+) + (3) (1) =0,

b) Se a varidvel aleatdria estiver definida num espaco amostral S
continuo, como por exemplo S = R" (x = (x1,...,z,)), e se a proba-
bilidade for definida através de uma densidade de probabilidade p (z),
entao o valor médio da variavel aleatoria f : S — R é dado por

(f) :/S_Rnf(.r)p(.r)d".r.

A exemplo do que foi feito no caso de um espaco discreto, a média da
variavel aleatoria f pode também ser calculada através da distribuicao
de probabilidades dos valores da funcao f, integrando-se sobre o con-
junto (H) dos valores possiveis de f ponderado adequadamente pela
densidade de probabilidade p;(y):

N=[  1@e@ = [ o)

Essa formula pode ser trivialmente verificada para funcoes do tipo

N
f= ZCiXEi )
i=1

i.e., combinacoes lineares de funcoes indicatrizes de eventos FE;, i =
1,...,N. O caso geral é obtido passando-se ao limite N — oc.
Exemplos:

e Se uma variavel aleatéria f tem uma distribuicao uniforme con-
centrada no intervalo [0, 1], i.e.

1sexe€[0,1]
0,1

o ={ ol
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entao

1 1
1
<f>:/ dTTpf(T):/ drr = — .
J0 J0 2

e Se uma varidvel aleatéria tem uma distribuicao gaussiana, py(z)

(z—wg)*
1 — ;s
Tara € 2 ¢ facil ver que

+o00
<f>:/ dﬂ?ﬂ?pf(m)zxo.

o

De maneira geral, se py(x) for uma funcao simétrica por reflexao
em torno do ponto xy , ou seja,

ps(x) = pr(—z + 2x0)

entao (f) = xq. Justifique!

e Se f exibir uma distribuicao exponencial

(z) = Ae ™ se x>0
PI\E) = 0,sex<0

onde A > 0, entao

(=1

Propriedades da média*’

Se k é uma constante e f e g sao variaveis aleatorias entao temos que
L (kf) = k(f);
2. (f +9) =)+ (9);

3. Se f e g sao variaveis aleatérias independentes entao

(fg) = (Fa)

+1Exercicio: Demonstre estas propriedades.
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ou seja, a média do produto de varidveis aleatorias independentes é igual
ao produto das médias. Verifiquemos essa propriedade no caso em que
f e g sao variaveis discretas, onde f admite valores {z;, i = 1,...} com
probabilidades {p;, i = 1,...} e g admite valores {y;, i = 1,...} com
probabilidades {¢;, j =1, ...}, respectivamente. Assim

(f) =D (i) P(f=ai,9=1;) ,

i>1 j>1

como f e g sao variaveis aleatorias independentes temos que

P(f=zi,9=y;) =P(f =2)P(g = y;) = ap; -

Portanto,

(f9) =D (wigi) (yjp;) = (Zw) (wa) = ()g) -

i>1 j>1 i>1 j>1

Para o caso de varidveis com distribui¢oes continuas use o fato de que
se f e g sao variaveis aleatorias independentes, entao a funcao de dis-
tribuicao conjunta py,(x,y) é dada através de py,(x,y) = pr(x) py(y).

A.4.2 Moda

A moda é definida como sendo o ponto de maior probabilidade, no caso
discreto, ou de maior densidade de probabilidade, no caso continuo.

Exemplos:

. : _(e—eg)?
e Para a distribuicdo Gaussiana py(z) = e 222  a moda

assume o valor zg.

e Para a distribuigdo exponencial f(x) = A e ** a moda vale zero.

Observacao: Note a partir do segundo exemplo acima que em geral
a moda nao ¢ igual a média.
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A.4.3 Variancia

Um bom indicador de como uma variavel aleatéria f “flutua” em torno
de sua média (f) € o seu desvio padrdo oy, cujo quadrado aj% é chamado
de variancia de f, a qual é definida através de

of = ((f — (") -
Mais explicitamente, para variaveis continuas sua expressao ¢ dada por
7= [drpyo) o= 02,
enquanto que para variaveis discretas ela toma a forma

0120 = Z(% (N i

i>1

Podemos ainda utilizar as propriedades da média ((f)) para reescrever
(f]%, obtendo que®

o = (2 =2f(f)+ (1)) = (f*) -

Exemplos:

e No caso do lancamento de um dado e da variavel aleatéria f =1
temos que

6 6 2
1o (1
x5
_ 91 21\ 35
6 6 1

sExercicio: Mostre esta relacdo.
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e Para uma varidvel continua com distribui¢ao uniforme entre (0, 1),
sua variancia é dada por

1 2
1> 1 1 1
2
oF = dele—-—=) == -2 =—.
f /0 ( 2 34 12
e Para uma variavel com distribuicao exponencial

00 1 2 1
2 —Az
= dr |z — =] Me = —.
o1 /0 ! <T )\> ‘ A?

e No caso de uma variavel continua com distribuicao Gaussiana
_ (z—zq)? .,
pr(x) = \/%U e 22  a variancia é dada por

+oo 2 2
r — X _(z—zq)
aj% = / dx g e 22 =g0.

. V2T o

E interessante notar que

g 1 2
P(—o<az<o)= dx e 22 =(.6826 .
( szso) ,g \V2mo

De maneira mais geral, podemos estimar para a > 0 a probabili-
dade P(z > a) através de

1 z2 1 T 22
P(x >a) = / dr e 202 < / dr —e 207
( ) V2T 0 Jrsa V2T 0 Jrsa a

g _ a2
= e 202 .

V2T a

Propriedades da variancia

Partindo da definicao da variancia podemos demonstrar as seguintes
propriedades. Se k é uma constante e f e g sao variaveis aleatorias
independentes, entao

1. 07 =0
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2. O’;ig = (IJ% + 03;
3. opp = k’07;

2 _ 2

4. O(rar) = OF-

Uma conseqiiéncia notavel das propriedades da variancia é o fato de
que se considerarmos uma colegao {f, fo,...} varidveis aleatdrias in-

dependentes e igualmente distribuidas, em particular com médias iguais
a (fi) = m e variancias iguais a 07 = o, entdo a variancia da soma

N
SN = Zfl )
i=1
¢ dada por
N
2 2 2
o5, = Zafi = No“,
i=1

ou seja, o desvio padrao og, = VvV No. Isto mostra que embora a média

(Sn) = Z (fiy = Nm.,

cresca proporcionalmente a NV, as flutuagoes como medidas pelo desvio
padrao og, crescem apenas proporcionalmente a v N!

Momentos de uma distribuicao

A informagao sobre a média e a variancia de uma variavel aleatoria é, em
geral, de pouca valia como ingrediente para caracterizar completamente
a sua distribuicao de probabilidade, pois ha infinidades de distribuicoes
de probabilidade com mesmas médias e variancias.

A média (f) e a média do quadrado (f?) de uma variavel aleatéria
sao apenas casos particulares dos chamados momentos de f: para
= 1,2,..., o n-ésimo momento de f é o valor médio de f", i.e.
™). O conhecimento de todos os momentos (f™) = a,, n =1,2,...

f
n
(f
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permite calcular o valor médio de qualquer funcao F'(f) que admita
uma expansao convergente série de poténcias. De fato, se

F(f)=) aunf",
entao

(F ()= an(f") =D anan.

Exemplo: Considere uma varidvel aleatéria f com uma distribuicao
uniforme no intervalo [0, 1]. Neste caso

1
n+1"

1
(f"y = / x"dx =
Jo
Mais ainda, se por exemplo F (f) = e/ entao
11

(F(f)):zmn+1:/0 edr =e—1.

n=

O conhecimento de todos os momentos de uma varidvel aleatoria
possibilita uma completa reconstrucao desta, i.e. podemos nao so obter
as probabilidades, mas também os valores que a variavel aleatéria as-
sume! Para entendermos isso, consideremos o caso de uma variavel
aleatéria que assume um conjunto finito de valores distintos {xy, k =
1,..., N} com probabilidades p,. Podemos determinar as respectivas
probabilidades p, = P(f = x}) e os valores z;, a partir do conhecimento
dos momentos (f") = a, uma vez que as igualdades

N
2 : n
ap = L Pk
k=1

podem ser consideradas como um sistema de equacoes para determinar
os valores de py e xy, para k =1,..., N.
A.5 Funcao Caracteristica de uma Variavel Aleatéria

Podemos determinar todos os momentos (f™) e a prépria distribuicao
de probabilidade p; de uma varidvel aleatéria f a partir da funcao
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caracteristica da varidvel aleatoria f definida por

Cy(t) = (),

onde t é uma variavel real. Caso f seja uma variavel aleatéria continua
temos que

Cyt) = [ oy (@) d.

enquanto que para variaveis discretas
Cr (t) = Zpk e
k

A funcao C; também ¢é chamada de funcao geratriz dos momentos
da variavel aleatoria ja que podemos calcular o n-ésimo momento de f
através da derivada n-ésima de C(t) ponto t =0

19¢Cy
in ot

(f") =

t=0
Exemplo: Considere a distribuicio gaussiana

1  (z-zq)?
e 202

T _—
p(7) T

Sua funcado caracteristica C'y(t) é dada por

2t2

Cr(t) = e 20

Teorema Importante: A funcio caracteristica Cy (t) determina
completamente a distribuicao de probabilidade p; da varidvel aleatoria
através da expressao

efitm
pf(T):/ o Cf(t) dt s

a qual é a transformada de Fourier de C/(t).
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A.5.1 Propriedades da funcao caracteristica

A funcao caracteristica Cy(t) possui as seguintes propriedades:

1. Se k é uma constante e f é uma variavel aleatodria, entao a funcao
caracteristica da varidvel aleatoria kf é dada por

Crp(t) = O (kt) .

2. Se f e g, sao variaveis aleatérias independentes entao

Crig(t) = Cr(1) Cy(1)

Em particular, se {fi,..., fy} sao varidveis aleatérias indepen-
dentes e igualmente distribuidas, i.e. ps, = -+ = py,, entao

Chitotsn(t) = [Cr (D] .

A.6 A Lei dos Grandes Numeros

Um fenomeno aleatorio foi definido como sendo de natureza proba-
bilistica se ao serem efetuadas N ensaios com o mesmo conjunto C
de condicoes, a frequéncia relativa de ocorréncia de um determinado
evento E, ng/N tende a estabilizar-se para grandes valores de N em
um valor P(E), ou seja,

~ —P(E).
e esse valor é identificado com a probabilidade do evento.

A teoria da probabilidade é capaz de adequadamente expressar essa
propriedade. De fato, consideremos o espaco amostral Sy que descreve
um determinado fenomeno. Para sermos mais concretos podemos con-
siderar, por exemplo, o lancamento de um dado S, = {-1,+1}. Se
considerarmos N repeticoes independentes do lancamento, o espaco
amostral relevante é dado por S = (Sy)" = {z = (x1,...,xn), 2, € Sp}
com probabilidade p, = 2%\, Intuitivamente esperamos que a freqiiéncia

1

relativa de ocorréncia de “caras” i.e. x; = —1 estabilize-se em 3, pois
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esse foi o valor adotado para definir p, = QLN! Para investigar esse fato,
consideremos a variavel aleatoria

Py ()= 5 Dl

onde

(z) = 1sex; =—1
Xi ] O0sex; = +1

A variavel aleatéria representa exatamente a freqiiéncia relativa de
ocorréncia de “caras” em N tentativas. O que esperamos, de acordo
com o que foi dito acima, é que fy () — %, em palavras, a variavel
aleatoria deve convergir para uma constante! Note inicialmente que a
média de fy é dada por

1

<fN> = 5 ;

e que a sua variancia é dada por®

2 N 1

Iiv = 2% T 9N
O fato relevante é que a variancia JJ%N — 0 quando N — oo, 0 que
significa que a variavel fy estd convergindo para uma constante! Para
fazer uma afirmativa ainda mais precisa vamos inicialmente deduzir
uma importante, pelo nimero de aplicacoes praticas, desigualdade de-
vida a Chebyschev. Se f é uma variavel aleatéria entao, se a > 0:

() = [Powdez [ 2o
z2>qa?
> [ pp@ds=aP(lf] 2 o),
r2>a?

ou seja,
(f?)

a2

P(|f| > a) <

6Verifique essas afirmativas, notando que as varidveis y;, sdo mutuamente
independentes.
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Em particular para uma variavel f de média zero,

2
%
a2

P(|f|>a) <

Retornando entao a nossa variavel fy , podemos aplicar a ultima de-

sigualdade a varidavel gy = fy — (fn), que tem média zero e com
2

variancia o
an

= O'J%N, para obter

ajzc 1
Y = —— — 0quando N — oc .

P([fy = (fn)| > a) < a? 222N

Esse limite mostra exatamente a consisténcia interna da teoria da pro-
babilidade nos seus aspectos interpretativos: ¢é a lei dos grandes nimeros
em agcao.

Repetindo todos os passos da discussao acima podemos apresenta
versao muito mais geral do limite acima obtido.

Teorema: Sejam x; (i > 1) variaveis aleatdrias independentes em um

espaco amostral S com médias e variancias iguais (x;) = m e 0> = 0°

e seja também fy = + vazl Yi- Entao,

2

2
o
P(|fy —m|>a) <22 = — 0 quando N — oo,

a? a’N

o que significa que para grandes valores de N os desvios da média
tornam-se cada vez mais improvaveis.

A.7 Teorema Central do Limite ou Importancia da

Gaussiana

Da secao anterior concluimos que a variavel aleatoria

1 N
fN:NZZl:Xi:

onde y; (i > 1) sao varidveis aleatérias independentes e igualmente
distribuidas, em particular com médias e variancias iguais (x;) = m e



32 APENDICE A. Breve Introducio 3 Teoria da Probabilidade

2 _ 2
JXi = 07, converge

isto é

4

‘ em probabilidade” para o valor médio comum m,

P(|fx —m| > a) — 0 quando N — oc .

Queremos agora obter uma estimativa mais precisa de como a va-
riavel fy flutua em torno do seu valor médio, para N grande. Essa
informacao nos é fornecida pelo chamado Teorema Central do Limite,
que diz que para N grande essas flutuagoes tem uma distribuicao gaus-
siana com variancia o?.

N
1 1
-—m=— E i—Nm | ~ —=G,
fn N(i_lX ) N

ou equivalentemente,

N

1
gNE\/N(fom):\/—N (Z)@Nﬂ%) — G quando N — oo,
i=1

onde GG é uma variavel aleatoria com uma distribuicao Gaussiana com
média zero e variancia igual a variancia comum o* = o7 .

Uma forma matematicamente precisa de se enunciar e demonstrar
esse resultado ‘gravissimum” da teoria da probabilidade é através do
céalculo da funcao caracteristica Cy, (t) da varidvel gn. Por simplicidade
apenas, suponhamos que a média comum m seja nula, m = 0. Usando
as propriedades das funcoes caracteristicas podemos calcular:

Con(t) = Cypy ()= [0 (1] = [c<i> } o

w VN
onde C(t) = Cy,(t) = --- = Cy,(t) é a funcao caracteristica comum
as variaveis aleatérias y;,72 = 1,..., N. O lado direito pode ser entao
calculado.

C, (1) = [C(%)}N - <ef%ﬁ><1>N .

Para N grande, podemos expandir a exponencial

GV = i L 2 0L
- le 2NX1 N2 3
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e portanto

<Pi~/tﬁX1>N = [1- ioz +0 L )
’ N 2N N2 ’
2

onde usamos o fato de que (x;) = 0 e O’;i = 0° . Tomando agora o
limite N — oc, obtemos

. . 1257 1\1" e
tim 0= Jim [1- 52 +0 ()] =

em palavras: a funcao caracteristica C,, (t) converge para a funcao ca-
racteristica de uma gaussiana de média zero e variancia igual a variancia
comum o”. Isto implica para a distribui¢do de probabilidade p,, a
propriedade

_a?

. [ 202
lim [ p,, (z)dr = dzx .

N —o0 E JE 2mo0



