Mecanica Quantica 11

Lista 9

1. Considere duas particulas num sistema de dois niveis {|¢,), |¢p) }, e.g. duas particulas
de spin 1/2, tal que (¢;|¢;) = d;;. Mostre que o estado mais geral das duas particulas
dado por

alda(1)) [95(2)) + Bl¢(1)) [6a(2))

onde « e 3 sao coefficientes complexos, nao pode ser escrito como um estado produto
da forma

(¢ (1)) [¥5(2))

onde |¥,.(1)) e [14(2)) s@o quaisquer estados expandidos na base ortonormal dada.
(Nota: Isto mostra que o estado s = 0 singleto no experimento de EPR ¢é de fato
emaranhado e que nao temos como escreve-lo como o produto de um estado no spin
up e outro no spin down).

2. Considere duas particulas de spin 1/2 produto do decaimento em repouso de uma
particula de s = 0 (A situagao do “paradoxo” EPR).

(a) Usando que
O'Z'O'j = 52’]’ +izeijkak s
k
mostre que
(sl-a)(sl-b):Za~b+z§(axb)-s1.

onde sy é um dos spins (e.g. da particula 1), e a e b sdo duas diregdes espaciais
arbitrarias.

(b) Mostre que para a situacao descrita acima, a média do produto das projegoes

dos spins é
. K2
(1) (52 D)) = — .

Essa é a previsao da funcao de correlacao dos dois spins na mecanica quantica.

3. Nasituacao do problema anterior, considere que as proje¢oes dos spins das particulas
1 e 2 sdo fungoes bem definidas dadas por (h/2)S(a,A) e (7/2)R(b, ) respetiva-
mente, onde A\ é um parametro ou conjunto de parametros associados a variaveis
locais ocultas, e as fungoes S e R s6 podem tomar os valores £1. Se os valores de
A estao estatisticamente distribuidos com uma densidade de probabilidade p()\),

(a) Mostre que a fungao de correlagao entre os spins pode ser escrita como

~

((s1-@)(s2 D)) = [ dXp(3) S(a. 3) S,



(b) Prove a desigualdade de Bell
2

(-2 D)) — (fs2 - @)(sa- )] < o+ (2 D)2 )

onde ¢ é uma terceira direcao arbitraria no espago.

4. Generalizagao da Desigualdade de Bell: Considere um sistema de duas particulas.
com duas grandezas associadas a elas Si(a) e Sa(b) que podem tomar os valores £1,
onde a e b sao duas direcoes espaciais.

(a) Mostre que numa teoria com varidveis ocultas locais A com distribuicao ditada
pela densidade de probabilidade p()\), a func¢do de correlagao dessas grandezas
associadas as particulas 1 e 2 é dada por

($1(@)S5(0)) = [ Arp(N)S1(a \)Sa(b. A)

onde as fungdes S;(0A) e Sy(b, A) estdo bem definidas em termos das varigveis
locais A e também poder tomar os valores £1.

(b) Considere agora quatro dire¢oes arbitrarias no espago: a, b, @’ e b'. Mostre
que nas teorias com variaveis ocultas locais a seguinte desigualdade deve ser
respeitada

[(51(2)S2 (b)) — (S1(a)Sa(H)) + (S1(a)Sa(b)) + (S1(@)Sa(b))] < 2

5. Construa a matriz densidade para uma particula num estado de S, = +h/2. Calcule
o seu trazo e p?. Para este ultimo explique o que vocé esperaria como resultado.

6. Considere a matriz densidade de um sistema misturado

p= %:pk|‘1’1<><‘1’1<|

onde os |V ) sao estados puros (ndo necessariamente ortogonais) e px é a probabi-
lidade do sistema de estar no estado puro |V ). Mostre que

(a) Em geral p? # p. Quando é igual ?

(b) Tr(p) =

(c) Se A é um observavel, (A) = Tr(pA).
)

(d) Mostre que a evolugao de p é definita por

dp
ih— Y =[H,p] .

7. Construa a matriz densidade para os seguintes sistemas de particulas de spin 1/2,
e verifique se satisfazem Tr(p) = 1 e p? = p:



(a)
(b)

Sistema com 50% das particulas no estado S, = +h/2 e 50% no S, = +h/2.

Sistema com 50% das particulas no estado S, = +h/2, 25% no S, = +h/2 e
25% no estado S, = —h/2.

8. Mostre que a evolugao temporal da matriz p no tempo ¢ para a matriz p’ no tempo
t' resulta em

o = =0/ GHE =0/

9. Considere um sistema composto de dois setores, I e II isolados um do outro. Os
estados do sistema sao {[1ma) }, onde m e a s@o os indices dos estados dos sistemas
I e II respetivamente, {|¢,)} e {|1s)}. A matriz de um operador A é representada
como

(a)

Ama,nb - <¢ma|A|¢nb> .

Mostre que se um operador A sé atua no setor I, i.e. se ele pode ser escrito
como

I
Ama,nb = Amn §ab )

entao

Z Amnpnm )

onde
I _
pnm - ana,ma .
a

Em geral, a transformacgoes possiveis da matriz densidade por evolucao tem-
poral ou por processos de medicao ¢é linear, e portanto pode ser escrita como

/
pm’a’,n’b’ = Z Km’a’ma,n’b’nb Pma,nb
mnab
onde K é o kernel da transformagao. Se agora consideramos a evolugao tempo-
ral dos subsistemas I e II, o hamiltoniano em forma matricial pode ser escrito
como

Hma,nb H 5ab + H 5mn .

Mostre que nesse caso se satisfaz que

Km’a’ma,n’b’nb = K K a,b’b

mmnn

I.e. 0 kernel K fatoriza nos setores I e II.

Mostre que quando o kernel K de uma transformagao linear da matriz densi-
dade (devida a evolucao temporal ou a medigdes) fatoriza como no caso acima,
a matriz densidade do setor I, p! = se tranforma independentemente do setor
II, i.e.
I
pm 'n! T Z m/'m,n'n Pmn



