Mecanica Quantica 11

Lista 7

1. Sabendo que probabilidade de transicao entre dois estados |¢;) e |¢f) induzida por
uma perturbacao eletromagnética monocromatica e polarizada numa dada diregao
n é dada por

B-f(t,w) _ |d| EO sin [((:j;”;__;u)>t/2] ’

onde Ej é a amplitude da perturbagao, d = ¢(¢¢|r|t);), mostre que

(a) A probabilidade de transigao para uma distribuigao de frequéncias com densi-
dade de energias p(w)dw correspondente a frequéncias no intervalo (w, w + dw)

é dada por
4r|d|?
Pi(t) = T

onde assumimos que a largura da fungao p(w), A, satisfaz A > 4x/t.

plwri) t

(b) Se agora consideramos que a radiagao é nao-polarizada (polarizagao uniforme
em todas as diregoes), a probabilidade de transigdo por unidade de tempo é

4r|d|?
fir = g2

p(wyi)

2. Considere um sistema de dois niveis de energia, i.e. [11) e [1)9), com energias E; e
E5 respetivamente. O sistema é sujeito a radiacao térmica a temperatura T', cuja
distribuicao é dada por

h w?
plw) = 202 ghwlkpT _ 1

onde kg é a constante de Boltzmann ec a velocidade da luz no vacuo. Sabendo as
probabilidades de transigao por unidade de tempo para absorcao e emissao estimu-
lada, Rio e Ry, satisfazendo R = Rs; e dadas no resultado do exercicio acima,
obtenha uma expressao para a probabilidade de transicao por unidade de tempo
associada a emissdo espontanea. (Dica: Usar que o nimero de particulas de uma
dada especie é proporcional ao fator de Boltzmann, i.e.

N; ox e~ EilksT
onde FE; é a energia das particulas do tipo .

3. Considere um elétron no estado n = 3, £ = 0, m = 0 do atomo de hidrogénio (i.e.
1300). Assumindo que ele decai através de uma sequéncia de transi¢oes dipolares
elétricas até o estado fundamental [100),



(a) Quais as possiveis vias para o decaimento ocorrer. Especifique os estados in-
termediarios quando seja necessario.

(b) Assumindo um nimero inicial de a&tomos, qual fragao deles decai por cada uma
dessas vias 7

(c¢) Qual o tempo carateristico de decaimento 7 do estado [300) ? Lembre que uma
vez que a primeira transi¢do de cada via ocorre, o estado nao é mais |300).

4. Tonizagao por uma Onda Eletromagnética - Efeito Fotoelétrico :
Considere um atomo de hidrogénio no estado fundamental sob a acao de uma
onda eletromagnética monocromatica de frequéncia angular w. Considerando que o
campo elétrico é dado por

E = FEycos(wt)z .

Considere a situagao na qual o estado final é o de um elétron livre de momento p,
e funcao de onda

¢e _ 1 ipe-x/h

(2rhy32©

Considerar o elétron no estado final como livre é uma aproximacao valida quando
a sua energia é muito maior que a energia de ligacao no atomo. Portanto a energia
do elétron livre deve ser igual a do féton, i.e. p,c. Usando a regra de ouro de Fermi,
obtenha a razao diferencial de ionizacao dI'(1s — p.)/dSQ.

Dicas:

(a) Dado que a energia do elétron deve ser igual a do féton, i.e.

2

= C7
2m P

podemos simplesmente usar d®p, = p?dS) na expressao da regra de ouro de
Fermi. Nao precisamos definir uma densidade de estados.

b) E necessério calcular |V; 2 onde
( f

Vi = (¢e|(—eEoZ)[¢100)
o que define uma integral a ser feita com algum cuidado. Para isso use que

/d?’r e f(r) = ;/000 A7 f (r) sin(kr) dr

o que implica que derivando dos dois lados em relacao a k, temos que

—1 / d*re ™ f(r)z = Z;/OOO 47 f(r) [—sin(kr) + krcos(kr)] dr



5. Considere um sistema descrito por um hamiltoniano dependente do tempo, H(t).
Mostre que se a solugao mais geral da equagao de Schrodinger, |W(t)) e expandida
na base de autoestados de H(t) da seguinte forma

=Y ea(®)e™ Oy (t)

com

(a) Os coeficientes ¢, (t) satisfazem a equagao diferencial

= _ch ()|t (t)) €O ) =0m®)

onde o ponto denota derivada temporal.

(b) Usando a equagao de Schrodinger para os autoestados dependentes do tempo

H(t)[n(t)) = En()|n(t))

mostre que a equagao acima pode ser rescrita como

¢m|H(t)|¢n> i (D)0 (8))

Cm = —Cm(1 )<¢m|¢m + Z E _E

n#m

(c) Aproximagao Adiabatica: Mostre que, quando os elementos de matriz das
derivadas do hamiltoniano podem ser negligenciados, i.e.

<¢m|H(t)|¢n> < En - Em )
as solucoes da equacao de Schrodinger podem ser escritas como
=D ca(0) WO s, (1))
onde definimos .
w®) =i [ GO}
0
Mostre que ~,(t) é real.

6. Se o hamiltoniano do sistema depende do tempo através de um conjunto de parametros
R = (Rl(t), Rg(t), ce 7RN(t)),

(a) Mostre que a fase 7,(t) pode ser rescrita como

Ry
lt) = i / (6al Vi) - R |

R;

onde R; =R(0) e Ry = R(¢).



(b) Fase de Berry: Mostre que a fase definida por uma trajetéria fechada C' no
espaco de parametros R,

c
é invariante sob transformagoes de fase dos autoestados definidas por

W) — By,

Dica: Defina o vetor

Mostre que sob as transformacoes de fase acima ele se transforma como
A, — A, —Vz¢a,(R).
Use o teorema de Stokes.

7. Mostre que a fase de Berry pode ser escrita como

we) == [ L ValR) s

onde S(C') é uma superficie delimitada pela curva fechada C' no espago de parametros,
e o vetor V,(R) é

V,(R) = Im [ E 5, :

m#n
onde x denota o produto vetorial no espaco de parametros.

8. Considere uma particula de spin 1/2 na presenca de um campo magnético B que
forma uma angulo 6, constante com 2z, e rota lentamente a seu arredor. O hamilto-
niano relevante é

HB)=kS B,

onde a constante x contem informacao sobre o momento magnético da particula,
mas serd irrelevante no resultado final. Calcule a fase de Berry definida por uma
revolucao do B. Mostre que é dada por

Y(C) = —m2m (1 — cosby) |,

onde m = +1/2 corresponde as possiveis projegoes do spin em Z.



