Mecanica Quantica 1

Lista 8 - Momento Angular/Invariancia Rotacional

1. Comegando da definicao do operador momento angular
L=—ihrxV

(a) Provar que

[LZVT] - Zhy ) [Lz7py] - _thx

(b) Usando esses resultados, provar que

L., L] =ihL,

(c) Calcule os comutadores

[LZ7 r2:| Y [Lz7p2:| 7
onde r* = X*+Y? 4+ Z% e p* = P} + P + P?.

(d) Mostre que o hamiltoniano

2
H=yv,

- 2m

comuta com todas as componentes de L, sempre que V' s6 dependa de r.

2. Considere os autoestados de L? e L., |\,m), onde X\ é o autovalor de L? e m ¢
definido por

L.\, m) = hm|\,m) .

(a) Definindo
Li=L,+iL,,

mostre que

[L.,Ly]=+hLy, [L* Li=0.



(b) Mostre que o estado definido por L. |\, m) é um autoestado de L, com autovalor
h(m £ 1) ou |A\,m + 1) a menos de uma normalizagao.

(¢) O méximo valor de m, ¢, é definido por
L\ ¢)y=0.
Usando que L? pode ser escrito como L? = LiL+ L? F hL,, mostre que
A=he(l+1).

3. Denotando agora os autoestados de L? e L, como |¢,m), e sabendo que L |¢,m) é
um autoestado de L, com autovalor Ai(m + 1),

(a) Mostre que

Lilt.m) = Ci(fm) [€;m + 1)

onde o coeficiente é

Co(l,m) =h/ (L —m)(l +m+1) .
(b) Da mesma forma, dado
L_|t,m)y=C_(¢,m)[{,m—1),

mostre que

C_(t,m) = /(L +m)(l —m +1) .

4. Prove que a forma mais geral de uma transformagao unitaria de simetria que pode
ser continuamente deformada até a identidade é

_ ibG
U=e"",
onde G deve ser um operador hermitiano e # é um parametro real.

5. Mostre que o operador translacao 7'(dx), definido para uma translagao infinitesimal
e que ¢é escrito em termos do seu gerador G como

Tdx)=1-1idx-G,

é tal que o gerador satisfaz



Use esse resultado para mostrar que o gerador das translagoes é proporcional ao
operador momento P. Calcule a constante de proporcionalidade.

6. Mostre que se o Hamiltoniano de um sistema é invariante sob uma transformagao
de simetria, o seu gerador é um operador associado a uma grandeza conservada.

7. Considere uma translagao temporal, i.e. t — t + At. Mostre que o gerador da
translacao temporal é o Hamiltoniano. Mostre entao que se o Hamiltoniano nao
depende explicitamente do tempo, a energia é conservada.

8. Considere uma rotagao no plano x — y por um angulo ¢.

(a) Mostre que o operador de rotacdo R(¢) atuando num autoestado da posicao
no plano, |x) = |z, y), resulta num novo autoestado da posi¢ao de acordo com

R(¢p)|x,y) = |xcos¢ — ysin ¢,y cos ¢ + xsin @) .

(b) Considere uma rotagao infinitesimal por um angulo €. Escrevendo o operador
R(e) como
R(e) =1 —ieG + O(€?) ,

onde G é o operador gerador da rotagao, mostre que

L
G=->=.
h



